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Das Doppelverhiltniss und die absolute Invariante 
binairer biquadratischer Formen. 


Von 


L. WepeExinp in Karlsruhe. 


In seiner Erlanger Programmschrift*) hat Herr Klein eine Reihe 
von Untersuchungen entwickelt, deren Endziel es ist, die mannig- 
fachsten geometrischen Methoden unter wenige oberste Gesichtspuncte 
zusammenzufassen. Diese Untersuchungen begriinden unter anderem den 
Satz, dass die in der complexen Ebene geometrisch interpretirte Theorie 
linearer Transformationen der Veriinderliche «-+-iy und die reelle 
projectivische Geometrie des quaterniren Raumes unter Zugrundelegung 
einer festen, reellen Kugelfliiche, oder mit anderen Worten, dass die 
Theorie der biniren Formen complexer Variabelen und reelle riumlich- 
projectivische Maassgeometrie mit reeller Fundamentalkugel denselben 
gedanklichen Inhalt haben, insofern sie lediglich das naimliche Gebiet 
analytischer Operationen versinnlichen und das unterscheidende beider 
Methoden ausschliesslich in der Wahl der fusseren Hilfsmittel der 
Veranschaulichung besteht. Das Werkzeug, vermége dessen die Iden- 
tittit jener auf den ersten Blick sehr verschiedenartigen Behandlungs- 
weisen geometrischer Probleme nachgewiesen wird, ist, wie die ge- 
dachte Schrift niher ausfiihrt, die stereographische Projection der 
Ebene auf die feste Kugel. 

Bei einer spiteren Veranlassung**) ist vom gleichen Verfasser 
darauf hingewiesen, dass die Fundamentalfliiche verallgemeinert und 
an Stelle der reellen Kugel eine beliebige reelle, nicht geradlinige 
Flaiche zweiter Ordnung gesetzt werden darf. Dieselbe ist alsdann 


*) ,,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen,“ 
Erlangen 1872. 

*#) Gelegentlich einer ,,Uebertragung des Pascal’schen Satzes auf Raum- 
geometrie.“ Sitzungsberichte der physikalisch - medicinischen Societit zu Erlangen; 
Sitzung vom 10. November 1873. 
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aus einem ihrer Kreispuncte auf eine Ebene abzubilden, welche der 
Beriihrungsebene des Projectionspunctes parallel verliuft. 

Von jenen beiden Arten, den Gegenstand geometrisch zu erfassen, 
darf diejenige, welche mit Vorstellungen projectivischer Geometrie 
operirt, als die geliufigere bezeichnet werden (I. c. pag. 23); und im 
Lichte der genannten Betrachtungen erscheint es mithin “angezeigt, 
der gewdhnlichen Reprisentation der complexen Verinderliche eine 
Darstellung derselben auf der Fliche zweiten Grades in der geschil- 
derten Weise zu substituiren und ihr Verhalten auf einer solchen 
Flache zu verfolgen. Dann aber wird sich insbesondere der Wunsch 
fiihlbar machen, analytische Bildungen, die von complexen Argumenten 
abhiingen, und die nach Zuordnung der hier in Frage kommenden 
Transformationsgruppen unveriinderlichen Charakter zeigen, bei An- 
wendung der neuen Darstellung unmittelbar durch simultane Invarianten 
der Flaiche und zugehdriger Punctsysteme auszudriicken, um so die 
Eigenschaften derartiger Bildungen durch die geometrische Interpre- 
tation’ selbst auf die Héhe anschauungsmiissiger Evidenz zu erheben. 
Als eines der wichtigsten, weil elementarsten, Vorkommnisse in dieser 
Richtung diirfte das Doppelverhiltniss der vier Verschwindungswerthe 
einer biniren biquadratischen Grundform sowie weiterhin die durch 
dasselbe bedingte absolute Invariante der betreffenden Form zu nennen 
sein; ich habe friiher gezeigt*), wie hinsichtlich des ersteren der ge- 
wollte Zweck durch geeignete Ueberlegungen sich erreichen lasst. Die 
gegenwirtige Notiz beabsichtigt, die Lésung des Problems nach seiner 
analytischen Seite zu erganzen und in einzelnen Beziehungen zu ver- 
volistindigen. — Um einen liickenlosen Zusammenhang herzustellen, 
sind gelegentlich kiirzere Bemerkungen wieder aufgenommen worden, 
die schon an anderen Orten ihren Platz gefunden hatten. 


§ 1. 
Die Fliche zweiter Ordnung von negativer Discriminante. 
In symbolischer Form sei 
a,* = (0 = $,? = c,? = d,’ 


die Gleichung einer Flache zweiter Ordnung und 
, 1 
Ai = x (abed)? 


die Discriminante dieser Fliche. Eine lineare Transformation, deren 
Coéfficientendeterminante den Werth D hat, verwandle die Discrimi- 





*) ,,Beitrige zur geometrischen Interpretation binirer Formen.“ Math. 
Annalen Bd. IX p. 209. — ,,Studien im biniiren Werthgebiet.“‘ Habilitations- 
schrift, Karlsruhe 1876; letztere im folgenden kurz als ,,Studien“ citirt. 
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nante in eine Grésse A. Zwischen dieser und dem urspriinglichen A’ 
besteht bekanntlich die Beziehung 
A=D.Q’; 

man entnimmt derselben, dass das Vorzeichen der numerisch aus- 
gewertheten Discriminante einer Fliche zweiter Ordnung unzerstérbar 
ist, so lange man sich auf reelle Raumtransformationen beschriinkt. 
Die vorliegende Untersuchung zieht aber, wie oben erwihnt wurde, 
nur solehe Transformationen in Betracht; und da beispielsweise fiir 
die Kugel oder das Ellipsoid, wenn beide durch ihre Mittelpuncts- 
gleichungen dargestellt sind, A’ < 0 ausfallt, so ist es ftir die hier 
anzustellenden Erwigungen iiberhaupt wesentlich, die Discriminante 
der Abbildungsfliche negativ vorauszusetzen. 

Vermittelst einer Coordinatenverwandlung werde unsere Flache 
auf ein ihr eingeschriebenes F'undamentaltetraéder bezogen, dessen 
Ecken im alten System die Coordinaten hatten 


Ei, Go, 3, 845 Mr» Mo» Ms» Mas Sir Sor bar O43 D1, Do, Oy, H%. 
Die txansformirte Gleichung erhiilt alsdann die Gestalt 


O= 7H, Y2 + SIs + ts + Ysa + SF WYe + UYYs» 
und zwar haben, wie sich miihelos ergiebt, die Coéfficienten dabei 
folgende Bedeutung (,,Studien“ p. 5): 


Y= Atdn, Sagat, t—=agds, r —aras, S=A9dy, t = ay Qe. 
Die Discriminante der transformirten Fliche ist: 

A = = (Eng#)? (abed)? 

= ry’? 4 525% + PH? — Qss' tl — 2tt rr’ — 2rr'ss’. 
Der Umstand, dass A <0 sein soll, bedingt, dass die Producfé 
rr’, ss, tt (die reell sind wie ihre Factoren) gemeinschaftliches Vor- 
zeichen besitzen. Und das gestattet, die Discriminante speciell in der 
Form 
A=¢@+e4 r? — 26r — 219 — 206 

anzusetzen, in welcher mit @, 6, t die absoluten Werthe jener Producte 
bezeichnet sind, so dass also statthat 


| 


|rr |=—=e, |ss|=—o, |tt|—rt. 

Aber die Bedingung der Vorzeichengleichheit ist, wie man an ein- 
fachen Zahlenbeispielen nachweist, fiir den ausgesprochenen Zweck 
nicht geniigend; vielmehr haben noch anderweitige Voraussetzungen 


einzutreten. Dieselben fliessen aus der Darstellung 


A =(—Ve—Vvo—Yyt)(—Ve+Vet+rt) 
-(Ve—Ve+Vr) (Ye+Vo—yr), 


1* 
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durch welche die Discriminante in ein Product von wesentlich reellen 
Factoren auseinander gelegt wird. Lrsichtlichermassen miissen von 
den Gréssen 

—VetVet+Vr, Ve—Ve+Vt, Ve+Vo—Ve 
entweder alle drei oder dirfte nur eine positiv sein. Die letztere An- 


nahme wiirde aber zu Widerspriichen fiihren, da, wenn a, b, ¢ positive 
reelle Zahlen sind, von den drei Bedingungen 


—a+b+ce<0, a—b+ce<0, a+b—ce<0 
nicht zwei gleichzeitig erfillt sein kénnen. Es bleibt also nur eine 
Méglichkeit iibrig; dieselbe ist charakterisirt durch die drei Unglei- 
chungen: 

Vo+Vt>Ve, Vet+Ve>Vs, VetVo>YVt. 
Das heisst also iiberhaupt: 

Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir, dass die auf 

ein eingeschriebenes Coordinatentetratder bezogene Fliche zweiter Ordnung 

rIY2 + 8I,Ys + EY + 1 YsHe +S Use +l Yoys =O © 
eine negative Discriminante besitze, besteht darin, dass erstens die Pro- 


ducte rr’, ss’, tt’ gleiche Vorzeichen haben; und zweitens, wie man sich 
ausdriicken kann, darin, dass sich aus Léngen, die mit den Quadrat- 


wurzeln aus den absoluten Werthen dieser Producte proportional sind, — 


ein reales Dreieck construiren lasse. 

Die méglichen-Zeichencombinationen, welche die Coéfficienten in 
der Flachengleichung aufweisen kénnen, gelangen, wenn man von 
Multiplicationen der Gleichung mit — 1 absieht und Verschiedenheiten, 
@e sich aus Vertauschungen unter den y erkliren, gleichfalls als un- 
wesentlich unterdriickt, in folgendem Schema zum Ausdruck: 


Yi Ye Yi4s YY Y344 Y4Y2 Y2Y3 
n+ + + + + + 
2+ + -— + + = 
2+ + + =- = = 


Ueberhaupt aber kénnen, wenn die Quadrate der Verinderlichen in 
Wegfall gebracht werden sollen, reelle lineare Transformationen eine 
quaternire quadratische Form von negativer Discritninante nur auf die 
eine oder andere von 16 im voraus bestimmten Vorzeichenverbindungen 
in den einzelnen Gliedern fiihren. In diesem Verhalten lasst sich fiir 
den in Rede stehenden Fall eine gewisse Verwandtschaft mit dem 
Tragheitsgesetz der quadratischen Formen erkennen. 
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Doppelverhiltniss und absolute Invariante, 


§ 2. 
Identitaten. 


Behilt:man die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen bei und 
setzt zur Abkiirzung 


—Ve—Vs—yr=P, 

—VetVe+yvr=R, 

Ve—Ve+yr=S, 

i Vo+vVé—ve=Z, 
cre A = PRST, 


und es haben fiir unsere Untersuchung die Ausdriicke — P, R,S,T 
wesentlich die Bedeutung von positiven reellen Gréssen. Dieselben 
gehorchen einer namhaften Zahl einfacher Relationen, von denen 
einige, des folgenden halber, erwaihnt sein mégen. 


Man hat 
—(P+R)=S4+T=2yVe, —(P+S8)=—=T+R=2ye, 
—(P+T)=R+S=—2yr; 
R—P=2(Vo+yr), S—P=2(yr+/e), 
T—P=2(Ve+/V/s), 
T—S=2(/6—yt), R—T=2(yt —/e), 


S—R=2(Ve—ys); 
P+R+S84+T7=0; 
PR= o9—o-—t—2yor, ST= e—o-—1t+2/or, 
PS =—o9+o—1r—2yt9e, TR=—e+6—1+2/rQ, 
PT =—o—o+1r—2yoc, RS=—eg—6+1+2/oe; 
PR+PS+PL+S8ST+T7R+ RS =—2A(9+6+17); 
PRS + PRT + PST + RST =— 8/oer. 


Endlich, wenn 
A=— 0? 
gesetzt wird, 
(YPR+ VST) =2(9 —6 —t +385), 
(VPS + /TR)=2(—e+6—1t+9), 
(YPT + VRS)? =2(— e —6 + 4+ 82). 
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Die vier Zahlen P, R, S, 7 mag man als die bekannten Wurzeln 
der Gleichung 


ae—2(e+o4+r2+ 8Voorz+A=—0. 


auffassen. 


§ 3. 
Das Doppelverhialtniss. 


Die sechs zusammengehérigen Zahlwerthe 


1 a—1 1 a 
Oe NN Ee ey Neal Rod 
eines Doppelverhiltnisses stehen — abgesehen von ihrer zufilligen 
Anordnung — in der gleichen Beziehung zu einander wie die sechs 
trigonometrischen Functionen 
(cos @)?, (sin @)*, (cosec@)’, (sec@)?, — (cotg@)*?, — (tga). 


Fiir den Fall, dass es sich um reeile Zahlen, also beispielsweise um 
das Doppelverhiltniss von vier reellen Puncten einer Gerade handelt, 
existiren auch reelle Winkel w, welche die Gleichheit zwischen jenen 
beiden Systemen von Functionen herstellen. Sie werden auf Grund 
des folgenden Satzes gefunden: 


Man projicire die Puncte a, b, c, d einer Gerade aus dem einen 
oder anderen der beiden reellen Puncte der Constructionsebene, von 
welchen aus jene vier Puncte zweimal paarweise in Abstiinden erscheinen, 
die unter rechten Winkeln gesehen werden. Die Projectionsstrahlen 
schliessen im Projectionscentrum Winkel ein, welche, sofern sie nicht 


Multipla von > sind, sich unter der gemeinsamen Form 
oa=—n +9 


darstellen, vorausgesetet, dass p irgend einen dieser Winkel und n eine 
beliebige Ganzzahl bedeutet. Diese Winkel @ haben ausnahmslos — 


und die Gesammtheit derselben ausschliesslich — die Eigenschaft, dass 
ihre trigonometrischen Functionen 
(cos @)?, (sin @)?, (coseew)*, (sec@)?, — (cotg@)*?, — (tg @)? 


die sechs Werthe des Doppelverhiiltnisses der Puncte a, b, c, d repra- 
sentiren. 


Der Beweis dieses Satzes liisst sich in einfacher Weise erbringen. 
Zuniichst sind, wenn es sich um reelle Vorkommnisse handelt, immer 
zwei zu Kins sich erginzende Werthe des Doppelverhiiltnisses vor- 
handen, die wesentlich positiv und <1 sind. Identificirt man diese 
mit 4 und 1 — 4, so wird sowohl der Gleichung (cos @)* = 4 als auch 
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der Gleichung (cos w)? == 1—A (und nur diesen im Gegensatz zu 
den Gleichungen (cos w)? = + etc.) durch reelle Winkel @ geniigt. 
Und die Gesammtheit dieser Winkel ist thatsichlich in der Form 
n= + g enthalten, wenn  irgend einer von ihnen ist. Ferner: die 


gegebenen Puncte mégen in der Reihenfolge abcd auf ihrem gerad- 
linigen Trager vertheilt liegen. Das in unserem Satze erwiihnte Pro- 
jectionscentrum heisse p; es ist einer der Schnittpuncte der beiden 
Kreise, welche beziehlich die Strecken ac und bd zu Durchmessern 
haben. Projicirt man a, b, c, d von p aus auf eine zu pd parallele 
Gerade ZL in die Puncte a’, b’, c’, co, so gehen die Doppelverhiiltnisse 
in einfache Verhialtnisse tiber; und wenn man unter (abcd) speciell 


den Quotienten < : oe versteht, so sind es im vorliegenden Falle 


die beiden We'the 
~ 
(bead) = sat 


(bacd) = 54, 

welche zwischen Null und Eins liegen. Fiir jeden der Winkel g, die 
der Projectionsstrahl pa mit ZL bildet, besteht aber die leicht erweis- 
liche Relation 

ab’ 

ac 





(cos'g)? = 


und fiir jeden der Winkel g’, welche von pe und L eingeschlossen 

werden, die Gleichung hs 
(cos g’)? = ci 

ca 

Es sind also m, gy Winkel, welche das gestellte Problem lésen; und 

da dieselben in p unverindert wieder zum Vorschein kommen und 


weiterhin itiberhaupt dort die Winkel » ++ g begriinden, so besteht 


das behauptete Theorem zu Recht. 


Will man die Beschrinkung auf das reelle fallen lassen, so kann 
man gleichzeitig zu projectivischer Allgemeinheit aufsteigen und die 
beiden imaginiren Kreispuncte durch einen beliebigen Fundamental- 
kegelschnitt ersetzen. Der Ausspruch des soeben bewiesenen Satzes 
braucht alsdann formell kaum irgendwie abgeiindert zu werden, und 
nur die Bedeutung der in ihm als Constructionsmittel auftretenden 
Kreise und Winkel ist in entsprechender Weise zu erweitern*). 

Auch die Uebertragung der reellen Construction auf die Fliche 
zweiter Ordnung vollzieht sich bequem, sobald man sich von den 


*) Vgl. F. Klein, ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.“ 
Bd. IV der vorliegenden Annalen p. 573. 
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projectivischen Kigenschaften der stereographischen Abbildung ,leiten 
lisst. Die Fundamentalpuncte der Bildebene sind die beiden imagi- 
niren Kreispuncte, und desshalb ebene Schnitte der Fliche die Bilder 
von Kreisen der Ebene. Der projectivisch aufgefasste- Winkel, den 
zwei von einem gemeinsamen Flichenpunct A ausgehende Fortschrei- 
tungsrichtungen «, « der Fliche mit einander einschliessen, bildet 
sich ab in den metrisch definirten Winkel der entsprechenden Fort- 
schreitungsrichtungen der Bildebene. Denn das Doppelverhiiltniss, 
welches a, a mit den beiden sich in A begegnenden (imaginiren) 
Erzeugenden e, ¢ der Flache eingehen, kehrt unverindert in dem 
Doppelverhiltniss der correspondirenden Fortschreitungsrichtungen der 
Ebene wieder; von diesen sind aber zwei die imaginiren Geraden, 
welche den zu A gehdrigen Bildpunct mit den beiden imaginiiren 
Kreispuncten verbinden. Liegen @, a harmonisch gegen e, ¢, so ist 
das Bild des von ihnen erzeugten Winkels ein rechter Winkel im ge- 
wohnlichen Sinne des Worts. So beispielsweise, wenn die Schnitt- 
linie zweier polar conjugirten Ebenen die Fiche in zwei reellen Puncten 
A, C trifft, nach seiner Projection der Winkel der beiden Richtungen, 
lings welcher die Ebenen die Fiche in dem einen oder anderen dieser 
Puncte durchsetzen. Die Bilder der Schnittcurven werden hier im 
allgemeinen zwei sich unter rechten Winkeln schneidende Kreise; geht die 
eine der conjugirten Ebenen durch das Projectionscentrum K, so projicirt 
sich die Schnittcurve der anderen in einen Kreis, der die Bildpuncte a, ¢ 
von A, C zu Endpuncten eines Durchmessers hat. Endlich: eine Trans- 
formation durch reciproke Radien*) andert das Doppelverhiiltniss von vier 
complexen Puncten der Ebene nicht. Liegen diese vier Puncte auf 
einem Kreise, so kann man auf demselben auch das Inversionscentrum 
der Transformation annehmeéen; die Peripherie wird dadurch in eine 
Gerade gestreckt, und das Doppelverhiltniss der urspriinglichen vier 
Puncte kommt in dem Doppelverhiltniss von vier Puncten dieser 
letzteren wieder zum Vorschein. Fiir den Raum bedeutet das, dass 
man vier Puncte eines beliebigen Kegelschnitts der Fliche auf un- 
endlich viele Weisen in vier Puncte eines durch K gehenden ebenen 
Schnittes iiberfiihren kann, so dass das reelle Doppelverhiltniss der- 
selben erhalten bleibt. — Die Construction des Winkels @ auf der 
Flache ist hiernach unschwer zu leisten: 


Sind A’, B’, C’, D’ vier Puncte eines beliebigen ebenen Schnitts 
der Fiche, so verbinde man einen Kreispunct K dieser letzteren mit 








*) Richtiger die Umformung 
, ° 9 1 
a+ = oHiy? 


die zu jener Transformation noch eine Spiegelung an der Axe der reellen Zahlen 
hinzufiigt. 
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irgend einem Punct L jenes Schnitts durch eine Raumgerade und pro- 
jicire durch den Ebenenbiischel, der KL zur Axe hat, die gegebenen 
Puncte in die Puncte A, B, C, D eines durch Kgehenden, iibrigens 
beliebigen Kegelschnitts der Fiche. Die Gerade, welche sich von dem 
im Innern des Kegelschnitts liegenden Diagonalpunct des Vierseits ABCD 
nach dem Pol ziehen lisst, der der Ebene dieses Vierseits durch die 
Fliiche zugeordnet ist, schneidet die Fliiche in reellen Puncten P, P’. 
Projicirt man A, B, C, D durch Ebenen eines Biischels, dessen Axe 
einen dieser Puncte, etwa P, mit K verbindet, so schneiden sich diese 
Ebenen liings der Fliiche in P nach projectivisch verallgemeinerten, in 
K nach metrischen Winkeln, die jenen gleich sind. Unter denselben 
treten rechte Winkel mit auf; nach Ausscheidung ihrer bleiben nur 
solche zurtick, die hinsichtlich des Doppelverhiiltnisses der Puncte A’, B’,C’, D’ 
oder A, B,C, D an den Eigenschaften Theil haben, welche durch den 
letatbewiesenen Satz den Winkeln @ mit Bezug auf die Puncte a,b, c,d 
zugesprochen wurden. 


Sind a, b, c, d beliebige Puncte der Fliche, und dienen sie in 
der erérterten Weise der Repriisentation von complexen Zahlwerthen, 
so besteht fiir ihr Doppelverhiltniss (das nun nicht mehr reell ist), 
die Relation (,,Studien“ p. 4) 


pa B24 - iam 
(abe )= “sin (BO), é a, 
in welcher 4, B, C beziehlich die Ebenen vorstellen, die durch die 
Punege b,c, d; c,d,a; d,a,b festgelegt werden, und in welcher 
unter (AC)z, (BC)a, (AB)a die projectivischen Winkel verstanden 
sind, unter denen sich die Ebenenpaare A,C; B,C; A, B auf der 
zu Grunde gelegten Fliche im Puncte d begegnen. 
Vermoége der Gleichung 
_— (ab cu) (av) 
wast a Vabeu? def) ’ 








welche derartige Winkel definirt*), wenn die als Fundamentalfliiche 
einer projectivischen Maassbestimmung gedachte darstellende Fliiche 
die Gleichung 


. i sp * fe ieee oe "3 
aZz—O0=—b?—¢, d/? = ¢,? = f, 
hat, und wenn die schneidenden Ebenen durch ihre Coordinaten 


Uy Uy Uz Uy, V1 V2 V3, gegeben sind, lisst sich jener Ausdruck so um- 
formen, dass seine Invarianz auch analytisch zu Tage tritt. Setzt 


*) Cayley, ,,A sixth Memoir upon Quantics“; Philos, Transactions Vol. 149 
p. 86. London 1859. 
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man wie vorher die Doppelverhiiltnisse = 4, 1— 4, ---, so findet 
man (,,Studien p. 9, wo nur die Bezeichnung eine abweichende ist): 
o— di , —6 — dt 
A= i= e+ site , aji=1-—iAi= @ t 
6 lint, mebersy i i. 2: SP ee 
2 —y, 26 4 2 a 26 : 
1 ad 8 Oa Shey OE 1. = a _, ~ete+e— 6s 
3 1—4 2 . : i—1 2t 


Auf Grund der Identitiiten, die in § 2. aufgestellt wurden, lisst sich 
aber diesen Briichen die Gestalt ertheilen: 


4 (re) — ee). 
_ (V—PS+iVR1 V-—-PS+iVRT\* 
i: V—Pl =FE coe \ V— Paid VST L 
ae P+8 )- ( RFT ), 
we 2 
a = (4 tt) = (= rte): 
> 2 
a = (et) — (ee) 
a, (PR ree = (Pees 


Gestattet man daher dem Winkel o der letzten Theoreme, auch com- 
plexe Zahlwerthe anzunehmen, so ist nunmehr ein Satz bewiesey, der 
folgendermaassen formulirt werden kann: 


Auf einer reellen, nicht geradlinigen Fliche a =~0O=—b2 =-- 


migen vier Puncte &, n, €, ® die Darstellung gegebener complexen 
Zahlen vermitteln. Man bilde die Ausdriicke 


Y= Atd,,  —a:ds, Sagar, S —=Agd,, t—agas, tf = ayag 
und mit Hiilfe ihrer die biquadratische Gleichung 

a— rr +s +t) 2+8yrrsstic+A—0, 
in welcher 4 die Discriminante der Fliiche bedeutet. Unter Benutzwng 


der von vorn herein bekannten Wurzeln P, R, S, T dieser Gleichung 
bestimme man einen Winkel w so, dass irgend eine der Functionen 


cos @, sin@, cosec@, secw, icotga, itga 
irgend einem der Ausdriicke 





V—PR—iVST V—PS—iVTR V—PT—iVRS 
+ - ——* «Ree ~ S+R i T+8 ? 

V—PR+iVST —PS+iVTR V—PT+iVRS 
= Bee , += , > eel ee T+R 
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gleich wird. Jeder so ermittelte Winkel hat die Eigenschaft, dass die 
Quadrate der soeben genannten sechs trigonometrischen Functionen des- 
selben genau die sechs Doppelverhiltnisswerthe liefern, zu denen die an- 
genommenen vier Puncte Anlass geben. 


Der Winkel w, welcher die Gleichung befriedigt 


cos @ = a + Bi, 
lisst sich, wenn 
(a? + By? + 28 — a) +1 —w 


gesetat wird, auf die Form bringen: 


@ = + are cos (a? + 6? — Vo) +5 are cos (a? + 6? + Yw), 


in welcher der erste Winkel wesentlich reell, der zweite wesentlich ima- 
ginir ist. Jenen mag man auf den ersten Quadranten einschrinken ; 
dann ist, damit die gewollte Gleichung vorzeichenrichtig’ bestehe, 
dieser aus einer Gesammtheit von Winkeln nz +- @i so zu wihlen, 
dass sein Cosinus das Vorzeichen von «, sein Sinus das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von # erhiilt. 

Will man den imaginiiren Arcus cosinus in der iiblichen Weise 
durch einen Logarithmus ersetzen, so mag man die Relation 


are cos # = 2i log (+ cra £8 


zur Anwendung bringen, und mag man ferner die cunipialididiianis 
Gleichung in der Gestalt 


cos @ = ea-+ epi 
behandeln, wo a, 6 absolute Zahlwerthe und e,¢’ unabhingig von einander 
+ 1 oder — 1 bedeuten. Dieser Gleichung wird dann beispielsweise 
durch den Winkel 


@ = arc cos e ee ed 
Jf ileg (VELERTEVS _ ¢ SEP sTe | 


gentigt, sobald nunmehr der einzige noch vorhandene Arcus cosinus in 
seiner Beweglichkeit auf den ersten und zweiten Winkelquadranten 
eingeschrinkt wird. 











Macht man von diesen Bemerkungen eine Anwendung, indem 
man etwa (cos )* der Reihe nach den sechs Doppelverhiiltnisswerthen, 
die eben in Frage stehen, gleich setzt, so findet man, mit der Maass- 
gabe, dass e = + 1, im einen Falle die sechs Werthe 
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Ve—Ve 


3 
2 








+ are cos 


{are cos é 9 


Vote 
Ve Ve 
: fare evs e “2— Fe. Vr+Ve | 
mh Ve 


ad ib 
wet LH + are cos Ve+ Ve : 


+ arc cos 





u 


1 
a arc cosé 
: Ve Ve 


im anderen auf bestimmtere Weise — so nimlich, dass das Vorzeichen 
é unzweideutig an das Vorzeichen der Quadratwurzel aus dem jeweiligen 
Doppelverhiltniss gebunden erscheint — die Formeln: 


@, = are cos °V = + D log Y/=~ E73 V7} ; 


@, == arc cos Var + i log We +e VE } ‘ 


nebst denen, welche aus diesen durch ein gleichzeitiges cyklisches 
Vorriicken der R, S, JT einerseits und der 9, 6, t andererseits her- 
vorgehen. Diese letzteren Winkel mégen @, bis , heissen und zwar 
@,,@,,@, und ebenso @,, @,, w, je fiir sich einen Cykel bilden. 

Statt die sechs Doppelverhiltnisswerthe durch die sechs in dem 
letzten Satze niher bezeichneten trigonometrischen Functionen von 
einem dieser Argumente auszudriicken, kann man sie auch durch eine 
jener Functionen darstellen, wenn man diese nach einander von den 
soeben ermittelten sechs Winkeln abhingig macht. 

Die Doppelverhiltnisse und die zugehérigen Winkel fallen reell 
aus unter Voraussetzungen, die simmtlich in der Forderung zusammen- 


treffen, dass A verschwinden muss. Das aber wird dadurch bedingt, 
dass 


(76%) =—0 
wird, dass also die vier Puncte &, 7, €, # in einer Ebene liegen. Dies 
Ergebniss liess sich vorhersagen, da, wie oben bemerkt wurde, ebene 
Schnitte der Fliche sich stereographisch in Kreise der Ebene abbilden, 


und vier Puncte eines Kreises thatsiichlich reelles Doppelverhiltniss 
besitzen. 


g 4. 


Beispiele. 


1. Das Doppelverhiiltniss der Verschwindungswerthe einer auf der 
Kugel dargestellten biniiren biquadratischen Form. 
Legt man der Darstellung an Stelle der allgemeinen Flache zweiter 
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Ordnung die Kugel zu Grunde, so kénnen*) die vier Wurzelpuncte 
einer biniiren, biquadratischen Form durch vier Flichenpuncte zur 
Anschauung gebracht werden, deren Coordinaten (§, =a, § = b etc.) 
der Tabelle ; 


Bis sole coe 


* 





| a b c —l 
| @ —b —e —1 
—a b —c —1 





Pos sr 


|—@ —b c —1l 


zu entnehmen sind, wenn 2? + y’ + 2? =r? die Gleichung der Kugel 

in einem rechtwinkligen Coordinatensystem vorstellt. Giebt man dem 

Radius den Werth 4, um den Einheitskreis der die Kugel tangirenden 

Bildebene in den Aequator der Fiche abzubilden, so wird, wegen 

4(a?+b?-+-c?) = 1 (,,Studien“ p. 8), 

Az ay = — 23(b? +c?) = arag, agar = — 2°(c?+a") = aga,, 

az ag = — 23(a?+ 0?) = ayag 

und damit 
(B+ 6?) (YY. + 939s) + (CP +.4*) WYs + Y4¥2) 

+ (a? + b?) (W194 + Y2¥3) = 0 
die transformirte Gleichung der Kugel. 


Die Werthe Ye, /6, Yt der allgemeinen Untersuchung speciali- 
siren sich zu 


Ve =2B(W +e), Vo = Wea), Ve = B(a2-+02), 
und gleichzeitig wird 
R=2a?, S=—2'b?*, T—2ce?, P=—_—4. 
Mit diesen Werthen gewinnen die das Doppelverhiltniss beherrschen- 
den Winkel die Gestalten 
> { arc COs é ee + are cos tie \, 


1 : e— a’ 1+ 40? 
=> { arc COS & ae + are cos t—a hh 


o= 








1 a? — b? 1+ 4c? 
- > { are COS &§ aT -+ are cos ser } 
oder auch die Formen 


*) Klein, ,,Vergleichende Betrachtungen etc., p. 48. Derselbe, ,,Ueber bi- 
nire Formen mit linearen Transformationen in sich selbst‘‘, Math. Annalen Bd. IX, 
p. 183. _ 
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1—2ae 
@, = are COs é yore 8 iteas ? 
1—2ae 
Vera y log TFtae”? 
mit entsprechenden Gleichungen fiir die Winkel @, bis @,. Die sechs 
Werthe des Doppelverhiltnisses unserer vier Puncte ergeben sich ver- 
mége der trigonometrischen Functionen (cos @)* zu 


@, = are COs é 


cee), Gare) Gaia) Ger Gite Gait 


wie denn schon friiher (Math. Annalen Bd. IX, p. 216; ,,Studien“ 
p. 8) anderweitige Ableitungen zu dem gleichen Ergebniss fiihrten. 


2. Der Modul des elliptischen Integrals. 





Der Modul & des elliptischen Integrals as “= = het, wenn man 
ihn der Legendre’schen Normalform f ht sani dieses letzte- 
V(a — a) (1— ka?) 


ren entnimmt, in Function des Doppelverhiltnisses 4 der vier Wurzeln 
der Gleichung R(x) = 0 den leicht zu verificirenden Werth*): 


1—eVi 

———~_— =-+1). 
1+eVi Gert) 
Fiir 4 = (cos @)’, = (sin w)*, ete., und wenn unter v eine beliebige 
Ganzzahl verstanden wird, resultiren hiernach die Darstellungen 


Vi =i tg =, =? cotg +, =i tg(= — “), 





= 7 cotg (= _- *) » =i etus, 
Auf Grund der Relationen cos @ = +- os apa etc. lassen sich 
dieselben des weiteren umsetzen in: 
Vk= i VS—eiVT_ an? VT—iVR_ an? VR—siVS_ : 
V—P+eVR’ V—P+eVS ’ V—P+eVT 


Auf der Kugel specialisirt sich dies Werthsystem (wenn tibrigens 


*) “Man vergleiche tiber den Gegenstand und ihm verwandte Fragen ausser 
dem einschligigen Citat der zweitfolgenden Anmerkung etwa: 

Schellbach, ,,Die Lehre von den elliptischen Integralen und den Theta- 
functionen“; Abschn. XIII. — Durége, ,,Theorie der elliptischen Functionen ‘; 
Abschn. III, — Clebsch, ,,Theorie der biniren algebraischen Formen“, p. 170, 
p. 228 f. — Clebsch-Lindemann, ,,Vorlesungen iiber Geometrie“, Bd. I p. 603. — 


Cayley, ,,On the reduction of ae when U is a function of the fourth order‘; 


Cambridge and Dublin mathematical journal, Vol. I pag. 70 (wo zuerst auf die 
analytische Form des Zusammenhanges zwischen Modul und absoluter Invariante 
hingewiesen wird). — F, Miiller, ,,Beziehungen zwischen dem Modul der ellip- 
tischen Functionen und den Invarianten der biquadratischen biniren Form‘; Zeit- 
schrift fiir Mathematik und Physik, Bd. XVIII p. 280. 


); 
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die Voraussetzungen des vorhergehenden Beispiels beibehalten werden) 
zu 
TZ _ ~» 26—ect) _ ., 2(e—eats) __ sy 2(a—ebt) 
Vk =i i-2ea’? ~~ * 14200’ ~* “W428 
Vermége der stereographischen Projection findet aber beispielsweise 
die Zahl eh auf der Kugel ihre Reprisentation gerade in dem 





Puncte, welcher a, b, c zu rechtwinkligen Coordinaten hat; und es liisst 
sich leicht verfolgen, dass die iibrigen Zahlwerthe sich auf die Puncte 
vertheilen, die aus diesem durch die 24 linearen Transformationen 
hervorgehen, welche die Covariante sechsten Grades 7’ von R(x) in 
sich iiberfiihren*), d. h. durch die 24 Drehungen um den Kugelmittel- 
punct, welche das System der drei rechtwinkligen Coordinatenaxen 
mit sich zur Deckung bringen. Durch eben jene 24 Kugelpuncte wird 
also die Gesammtheit der Werthe von j/k vorgestellt**). 


3. Die J acobi’sche Construction des Additionstheorems der ellipti- 
schen Functionen. 

Sind die Wurzeln der Gleichung R(x) = 0 reell, und liegen sie 
etwa auf einer Gerade gezeichnet vor, so lasst sich infolge der Re- 


lation k = (ig sy eine dem Modul & entsprechende Linge planime- 


trisch construiren. Man lege zu dem Ende um den Punct p, welcher 


*) Erérterungen, die sich mit den Einzelnheiten dieser Transformationen be- 
fassen, finden sich bei Puchta, ,,Das Oktaéder und die Gleichung vierten Grades“; 
Denkschriften d. math.-naturw. Cl. d. kaiser]. Akad. d. Wiss., Bd. 41. Wien 1879, 


**) Die Formeln fiir die Interpretation von Vk auf der Kugel, die oben durch 
Specialisirung der Fliche zweiter Ordnung gewonnen wurden, sowie die auf ihnen 
beruhende Schlussnahme folgen auf anderem Wege gleich unmittelbar aus all- 
gemeinen Siatzen, die von Herrn Klein bewiesen worden sind. 

Ich hatte die geometrische Bedeutung der Zahlen i See oy etc. ausser 
Augen gelassen. Der genannte Autor, der die Giite hatte, mich an dieselbe zu 
erinnern, argumentirte zugleich, Zwecks einer Verification der angegebenen Werthe, 
vom Standpunct seiner eigenen Untersuchungen aus folgendermaassen: 

Die Gleichung, welche Vk mit der absoluten Invariante verbindet, ist die 
Oktaédergleichung (Math. Ann. Bd. XIV, p. 155). Jeder der 24 Wurzelpuncte, 
welche den sechs biquadratischen Grundformen zukommen, die — bei vorgeschrie- 
benen quadratischen Covarianten — dieselbe absolute Invariante besitzen (Math. 
‘Ann, Bd. IX, p. 193), reprasentirt einen der 24 Werthe von Vk. Deshalb muss 
thatsichlich , wie die stereographische Projection lehrt, die analytische Gestaltung 

= ; 
der Quadratwurzel so erfolgen, wie sie sich in den Ausdriicken 2Ore) u, 8. f, 
ergiebt. 

Umgekehrt kénnte natiirlich auch die Herleitung des Textes benutzt werden, 
um den geometrischen Charakter der gegenseitigen Abhiingigkeit zwischen Modul 
und absoluter Invariante von neuem zu erschliessen. - 








ae es re 
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von den Winkeln in der oben (§ 3.) erérterten Weise umlagert 
wird, mit der beliebig gewahlten Liingeneinheit als Radius einen Kreis. 
Schneidet derselbe die Projectionsstrahlen pa, pb, pd in Punctepaaren 
a, a’; bb"; d’, da”, und liegen a’, b’, d’ auf dem der Gerade abcd 
zugewendeten Halbkreis, so lisst sich beispielsweise apd’ als Winkel 
@ in Anspruch nehmen. Man hat dann nur ndthig, a’d” mit b'b” 
zum Schnitt zu bringen und in dem Schnittpunct f eine Normale auf 
a’d” za errichten; trifft diese den Strahl d’d” im Puncte g, so misst 
die Liinge pg den Zahlwerth des Moduls k. Denn vermiége der ge- 


schilderten Construction ist pg = (tg > 3 


Die von Jacobi *) gegebene Methode, nach welcher Addition und 
Multiplication der elliptischen Functionen mit Hiilfe elementargeome- 
trischer Constructionen ausgefiihrt werden, benutzt einen festen Kreis 
(vom Radius 1) und eine Schaar von inneren Kreisen, die mit diesem 
einen gemeinsamen Ort gleicher Tangenten besitzen. Die Lage dieser 
letzteren oder auch des der Schaar angehérigen Grenzpunctes hiingt allein 
von dem Modul der betrachteten Function ab. Die Berechnung eines 
Hiilfswinkels # vermittelst der Substitution 

k = sin @ 
und eine geeignete Anlegung dieses Winkels an die gemeinsame Cen- 
trale jener Kreise erméglicht es (Durége, |. c¢.), den Grenzpunct auf 
geometrischem Wege zu finden. 

Die soeben angestellte Betrachtung setzt uns, da k constructions- 
miissig bekannt ist, in den Stand, auch @ geometrisch zu ermitteln; 
und die Jacobi’sche Construction kann also unter Vermeidung jed- 
weder Rechnung vollzogen werden. 


§ 5. 
Die absolute Invariante. 
53 
Die Abhiangigkeit der absoluten Invariante ; einer biniiren, bi- 
quadratischen Form von dem Doppelverhiltniss 4 ihrer Verschwindungs- 
werthe ist gegeben**) durch die Gleichung: 


3 1—1-+-22)3 
it er ( +4’) 





(1-4)? (2—4)? (1— 22)? 


*) Ueber die Anwendung der elliptischen Transscendenten auf ein bekanntes 


Problem der Elementargeometrie: Die Relation zwischen der Distanz der Mittel- 


puncte und den Radien zweier Kreise zu finden, von denen der eine einem un- 
regelmiissigen Polygon eingeschrieben, der andere demselben umgeschrieben ist.‘ 
Crelles Journal Bd. III, p. 376. — Dasselbe in Durége, ,,Theorie der eilipti- 
schen Functionen“, Abschnitt XI; und in Cayley, ,,An elementary treatise on el- 
liptic functions“ p. 28, 

**) Clebsch, ,,Binire Formen“ p. 170. — Clebsch-Lindemann, ,,Vor- 
lesungen iiber Geometrie“, Bd. I p. 239. 
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Dieser Ausdruck lisst sich durch identische Umformungen auf eine 
Reihe verschiedener Gestalten bringen. 

Unter Beibehaltung der in § 3. fiir die sechs Doppelverhiltniss- 
werthe gebrauchten Bezeichnungen hat man 


5 ‘ 2 
ts — An + 4, — 1—4 mt am 
> = | & - — pe > 
J m=1i,2,3 (t +4) m=1,2,3 ac 3," 
2 
= 94 1—1,,+4,, 
= a r 
m= 1, 2,38 (1 24,,)* 
2 
cee Brass dint a2 — —4,,+ = bn. 
C+ wos 
m=1,2,3 m= 1,2,3 ™. 
od 24 — i, +33 _ 


nm=1,2,3 “ —22,,)* 
Setzt man statt dessen 


Ay = Uy, Ag = By, Ay = Mg, Ay = Wy, A, = Us, Ay = Wy, 


so lassen sich folgende Darstellungen geben, in denen die Quadrat- 
wurzeln als absolute Zahlen gedacht sind: 


—<e 
——— IT Vi-tten  _ o4 IT Vi~ baton 





J e21,..6 1+ My a1,..6 2—F, 
pee. ie Maton 
a=1,..6 1—2u, 


Diese Formeln bieten vor jenen den Vortheil, dass sie die absolute 
Invariante als .eine symmetrische Function der zusammengehdrigen 
sechs Doppelverhiltnisswerthe erweisen und damit ihre Unabhingigkeit 
gegeniiber Vertauschungen unter diesen letzteren augenfiillig machen. 
Die Irrationalitaét der mitgetheilten Ausdriicke ist nur eine scheinbare, 
da die sechs Functionen 1 — u, + uw,” dreimal paarweise einander 
gleich sind. 
Fiihrt man einen der Winkel @ ein, fiir welche 
(cos @)* =A, 
so resultirt 
“3 oat ae + cos 4 w)* a, 
- (17 — cos 4@)*(1-+4cos4@) ’ 
oder, wenn man die Winkel @, bis w, benutzt, welche in § 3. auf- 
gestellt wurden: 
ia 3 (7-4 cos 4 a) (7 + cos 4 @,) (7 + cos 4 @,) 
Es 8 (1+ cos 4 a) (1+ cos 4 @,) (1 + cos 4 @,) 


3 (7+ cos 4 wy) (7 + cos 4 4) (7 + cos 4 w,) : 
8 (1-4 cos 4 wg) (1+ cos 4 w,) (1 + cos 4 a) 
Annalen. XVII. 
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Aus der ersten dieser drei trigonometrischen Formeln erfaihrt man, 
dass 
ei 


a= 7 wud o=ilog(Y2+1) 


die Winkel sind, fiir welche sich die Wurzelpuncte der betrachteten 
Grundform in harmonischer Lage befinden; und dass die fiquianhar- 
monische Lage den Winkeln 


3 /1 
om {+ itog (5 + V3) 
entspricht*). 


Man kann endlich noch 5 in seiner Abhingigkeit von den rium- 


lichen Invarianten A, 9, 6, t darstellen. 
Es ist beispielsweise 


1—4,+4,2 A+oe(e+o+t)+(6—2)VA 


(@—24,)? 3(e—+-+-¥A)? ; 
1—%+4? _— A+s(e+o+1) + (t—e) VO 
(i—24,)* 2(tx—e+VA)? ? 
1—Agtie _ A+tetoe+r)+(e—o9VA | 
iat ey ol 2(e—s+VA)* 


Unsere absolute Invariante, als das Product dieser drei Gréssen, 
driickt sich deshalb symmetrisch durch 9, 6, t aus, nur dass die 
iibrigbleibende Irrationalitit YA in Zahler und Nenner alternirende 
Functionen zu Coéfficienten bekommt. 

Bezeichnet also 

w® — lw? + mw —n = 0 


die Gleichung, deren Wurzeln @, 6, t sind (es scheint bequem, diese 
Gleichung in nicht homogener Form anzusetzen, wie das auch oben 
schon mit der Gleichung vierten Grades in ¢ geschah), so wird es 


modglich sein, ; grossentheils rational durch die invarianten Coéffi- 


cienten 1, m, m zu berechnen. 
Man findet: “ i. 
is 6 27 n? + (mVO —VV)? . 





Ben (m VA—VV) : 
dabei ist unter V die Discriminante der soeben aufgestellten cubischen 
Gleichung verstanden; oder ist genauer, um iiber den Zahlencoéfficien- 
ten keine Zweifel bestehen zu lassen, 


V = (o—r)* (t«— 9)? (9— 6)? 


*) Die harmonische Lage ist iiberhaupt durch die Bedingung j = 0, die ‘iqui- 
anharmonische durch i = 0 gekennzeichnet. Clebsch, ,,Biniire Formen‘ p, 171. 
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gesetzt. Das Vorzeichen von /A oder vielleicht besser von i/— A 
ist absolut zu nehmen, das Vorzeichen von /V mit dem des Zahl- 
werths (6—t) (t—@) (@—6) in Einklang zu bringen*). 

In der Gestalt einer complexen Zahl im gewoéhnlichen Sinne hat 
man: - 


(V -— mA)? 

Zum Schluss mégen an der hiernach gewonnenen Form wiederum 
die Bedingungen harmonischer und iiquianharmonischer Lage auf die 
Kinkleidung gepriift werden, die ihnen gegenwirtig zukommt. 

a) Harmonische Lage. 


Der Nenner mYA—V)V der absoluten Invariante hat zu ver- 
schwinden; und da YV von m?A und m von Null verschieden ist, so 
zerfallt diese Forderung in die beiden Gleichungen 

A=0, V=0. 

D. h. Die Bedingung dafiir, dass die durch vier Puncte §, y, €, 9 auf 
der Fliche zweiter Ordnung a,” = 0 = b,? zur Anschawung gebrachten 
Wurzelwerthe einer biniren biquadratischen Form harmonisch conjugirt 
seien, findet ihren addquaten Ausdruck in dem gleichzeitigen Verschwin- 
den der beiden Invarianten A und V, von denen die erstere die Discri- 
minante der Fliiche, die letetere die Discriminante der biniiren cubi- 
schen Gleichung bedeutet, welche die Invarianten 


;3 ‘ 2 ; — AV 
f= 6 {14 27m? Vw at ie 3. 


Ug dy: be bg, agar - baby, azag- by be 
zu Wurezeln hat. 

Die geometrische Bedeutung dieser Forderungen ist die bekannte, 
dass z. B. die Verbindungslinie der Puncte c,d gleichzeitig die Ge- 
rade ab und deren conjugirte Polare mit Bezug auf die Fundamental- 
fiche zu schneiden hat, wenn c, d mit Bezug auf a, b harmonisch zu- 
geordnet sein sollen. Denn die Gleichung A = 0 schreibt den Puncten 
a, b, c,d (oder &, 4, €, # der analytischen Darstellung) vor, in einer 
Ebene zu liegen; und die Bedingung V = 0 hat den Inhalt, dass die 
eine oder die andere der Gleichungen 


o6—t=0, t—o=0, o—o=0 


*) In der Form | 27 gs" 


J—1= Boat ’ 

welche an anderen Orten benutzt wird (Math. Ann. Bd. XIV, p. 112), gestaltet 
sich die absolute Invariante noch iibersichtlicher. Sie erhilt auf Grund der Zu- 
sammenhiinge j 


=< as 
Je 2 ? a= -% 


e=4 =+ (aatey. 
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befriedigt sein muss, und eben die erste von diesen Relationen, die 
volistindig lautet 


Arae: bgb, — a3: by be => 0, 
zwingt, wie man leicht sieht, die Gerade, welche die Puncte €, @ 


verbindet, die conjugirte Polare der Verbindungslinie der Puncte &, 4 
zu schneiden. 


b) Aequianharmonische Lage. 
Da gegenwirtig der Zaihler zu Null werden muss, so ergiebt sich, 


wenn man auf diejenige Darstellung von = zuriickgeht, aus der die 


letztentwickelte Form entstand — und nach Beseitigung von Aus- 


artungsfallen — dass die gewollte Lage durch das eine oder andere 
der drei Gleichungspaare 


A+ e(eo+o+t)=—0, 6—t=—0; 
A+ ¢6(o+6+1)=0, t—e=—0; 
A+rt(e+oe+r)=—0, o—co=0 
charakterisirt wird. Diese drei Paare fliessen aber, wenn man wieder 
uneigentliche Lésungen ausschliesst, in das Gleichungssystem zusammen 
Qo=o=—t, ~ 
Die Gleichung w* — /w? +- mw — n = 0 muss also drei gleiche Wur- 
zeln aufweisen; und da das Kriterium fiir dies Verhalten bekannt ist*), 
so ergiebt sich: 

Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir, dass die vier 
Puncte &,,6,# der Fliche a,2 = 0 = b,? dquianharmonisch liegen, 
besteht darin, dass die quadratische Covariante der bindren cubischen 
Form, deren Verschwindungswerthe durch die Invarianten aga, - b:bs, 
aga: - boby, aga - by, be gegeben sind, identisch gleich Null sei. 

Geometrisch heisst das auf Grund der vorhin erwihnten Bedeutung 
der Gleichungen 6 —-t = 0, r— 9 = 0, 9 —G=0: 

Die vier Puncte §,,€, % liegen stets dann und nur dann dqui- 
anharmonisch, wenn die Verbindungslinie von je zweien jedesmal die 
conjugirte Polare der Verbindungslinie der beiden anderen schneidet. 

Auch dies Resultat war vorauszusehen. In dem Falle nimlich, 
dass die Fundamentalfliche eine Kugel, und dass (Math. Annalen Bd. IX 
p. 211—212) drei der Puncte §, 1, , ® ‘quidistante Puncte eines 
Breitenkreises sind, der vierte dagegen in einem geographischen Pol 
dieses Kreises liegt, springt die Richtigkeit des Satzes in die Augen. 


Und er behilt seine Giiltigkeit, wenn man die Kugel collinear ver- 
wandelt. 


Karlsruhe, den 7. Marz 1880, 


*) Clebsch, ,,Biniire Formen“ p. 130—131. 


























Zur Theorie der Kegelschnitte. 
Von 


J. RosaAnes in BreEswLau. 


Sind f, py, # drei in einer Ebene gelegene Kegelschnitte, so 
lassen sich dieselben, wie zuerst Hermite entdeckt hat, immer als 
conische Polaren einer gewissen Curve dritter Ordnung © ansehen. 
(Auszunehmen ist der Fall, wo in dem Biischel (f, p) eine Curve vor- 
handen ist, welche mit dem Kegelschnitt ~ einen doppelten Contact 
hat.) Die sogenannte Grundcurve © ist ebenso, wie die resp. Pole 
—,7,€ der Kegelschnitte f, m, w eindeutig bestimmt*). Bezeichnet 
man durch g¢; die Polare des Punktes € in Bezug auf den Kegelschnitt 
g, so stellt sich die Beziehung zwischen den Polen €, 7, € und den 
Kegelschnitten f, p, » bekanntlich in der Weise dar, dass die Polare 
des Punktes § in Bezug auf  zusammenfillt mit der .des Punktes 4 
in Bezug auf fu. s. f., was wir durch 


(a) PEL, WOH, KOY 

darstellen wollen, indem das Zeichen qo das geometrische Zusam- 
menfallen der der rechten und linken Seite entsprechenden Gebilde, 
d. h. die Proportionalitit der zugehérigen algebraischen Ausdriicke 
andeuten soll. Die Relationen (a) reprisentiren im Ganzen sechs 
Gleichungen, was mit der Zahl der Daten tibereinstimmt, welche zur 
Bestimmung von drei Punkten (&, 7, €) erforderlich ist. Der Zweck 
dieser Note ist darauf hinzuweisen, dass es neben den Punkten & 4 € 
noch zwei andere Systeme von je drei Punkten giebt, welche eben- 
falls den Relationen (a) geniigen. Diese dreimal drei Punkte sind, 
abgesehen von ihren Beziehungen zu den drei Kegelschnitten /, y, y, 
in ihrer gegenseitigen Lage drei Bedingungen unterworfen, derart dass 


*) Journ. f. d. r. u. ang. Mathem. Bd, 57, Der Nachweis der Existenz und 
die Darstellung der Pole ist seit der ersten Arbeit Hermite’s wiederholt, s#wohl 
durch mehr geometrische als auch durch rein algebraische Methoden, geliefert 
worden. Vgl. Cremona, Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen 
Curven, iibersetzt von M. Curtze, p. 274. 

























22 J. Rosangs, 
sieben jener neun Punkte willkiirlich gewiblt werden diirfen, wahrend und 
der achte und neunte alsdann projectivisch zugeordnete Punkte zweier seit 
Geraden bilden. Bestehen umgekehrt zwischen neun Punkten diese vor 
drei Lagenbeziehungen, so lassen sich drei Kegelschnitte (auf eine ein 
Weise) f, p, % derart finden, dass sich jene in drei Gruppen von 80 
je drei Punkten zerlegen lassen, deren jede die Bedingungen (a) ZW 
erfiillt. ges 
I. on 
Es sei die Gleichung einer ebenen Curve 3" Ordnung ty 
O(a, 2,2) = > Oni zitec =0, (i,k, l=1, 2,3) B', 
i,k,t zel 
Gini = Onn = ++ - oat 
und es werde die iibliche Bezeichnung festgehalten Gl 
0; (x, x) = Dy Oust Ou) = D) Oui, . 
D 
O(2, 954) — D) Cutis = D) rOi(y, 2) = >> di 
tki i 
Gemiiss einer in einer friiheren Arbeit eingefiihrten Ausdrucks- +) 
weise*) soll auch hier eine Curve 3' Classe in 
B(x, x, x) = 2) Pum 2 = 0: ex 
tki SC 
zu © ,,conjugirt“ heissen, sobald deren Coefficienten die Gleichung ta 
erfiillen S¢ 
2 O11 = 0. 
ek Ww 
Von den a. a. O. gezogenen Folgerungen sei nur die evidente B 
Bemerkung erwihnt, dass die Gesammtheit aller Curven #, welche d 
emer gegebenen Curve © conjugirt sind, eine neungliedrige Gruppe i 
bildet, d. h. aus neun linear independenten attf linearem Wege zu- is 
sammengesetzt werden kann. Ebenso steht einer p-gliedrigen Gruppe e 
von Curven 3" Ordnung eine conjugirte (10 — p)-gliedrige Gruppe 
von Curven 3'* Classe gegeniiber. Ist die aus den drei Punkten 2, y, 2 P 
gebildete Curve 3'" Classe zu © conjugirt, d. h. besteht die Gleichung F 
O(z,y, z)=0, 
so bilden xyz ein ,,conjugirtes Dreieck der Curve 9. Fallt z mit y é 
zusammen, d. h. ist Lal 





O(z,y,y)=9, 
so lwgt y auf den conischen Polaren des Punktes x in Bezug auf 0, 
— § 


*) Vgl. hieriiber ,,Ueber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen“‘ 
Borch. Journ. Bd, 76, pag. 320. 













































Ueber Kegelschnitte. 23 


und umgekehrt. Ein Punkt x und irgend ein doppelt gezihlter Punkt 
seiner ersten Polaren bilden somit ein besonderes conjugirtes Dreieck 
von 9. Bildet umgehehrt « mit fiinf (doppelt gezihlten) Punkten 
eines Kegelschnitts K je ein conjugirtes Dreieck einer Curve 3' O., 
so ist K die conische Polare von x in Bezug auf dieselbe. Sind daher 
zwei Punkte &, 4 und zwei Kegelschnitte f(vxz) = 0, p(xx) =0 
gegeben, so ist die Frage leicht zu beantworten, wann es eine 
Curve 3'" Ordnung © giebt, derart, dass in Bezug auf dieselbe 
f, p resp. die ersten Polaren der Punkte &, 7 sind. Denn bezeichnet 
man irgend fiinf Punkte von f durch a', a@,---, «>, von ® durch 
B', ---, B°,, so miisste © so bestimmt werden kénnen, dass sie den 
zehn Dreiecken §a'a’,---, §a>a>; 7B B’,---, 4 6°p° einzeln conjugirt 
ist. Nun ist offenbar, dass die dreifach gezihlte Gerade (§, ), deren 
Gleichung («§ 7) = 0, unter allen Umstiinden diese Eigenschaft besitzt. 
Giebt es daher noch eine eigentliche Curve 0, die der Forderung 
gentigt, so kann dies nur dadurch eintreten, dass die genannten zehn 
Dreiecke eine achtgliedrige Gruppe bilden. Da ihnen aber alsdann 
die zweigliedrige Gruppe (0, (x&m)*) als conjugirte gegeniibersteht, so 
hat man den 


=—_—we Ww we SS oe 


Satz: ,,Giebt es eine eigentliche Gruppe 3 Ordnung O(xxx) =0, 
in Bezug auf welche f, p resp. die ersten Polaren von §, 9 sind, so 
existirt eine einfache Mannigfaltigkeit von Curven, die dieselbe Eigen- 
schaft haben. Dieselben haben unter einander einen dreipunktigen Con- 
tact in drei Punkten der Geraden (&,); ihre allgemeine Gleichung ist 
sonach O(xxrx) + o(xén)> = 0.“ 

Da leicht einzusehen ist, dass jene zehn Dreiecke nicht noth- 
wendigerweise eine achtgliedrige Gruppe bilden, so miissen gewisse 
Bedingungen ‘erfillt sein, damit O(axx) existire. Aus der Theorie 
der Curven 3't Ordnung ist bekannt, dass die gerade Polare f(x, 4) = 0 
identisch sein muss mit g(#,&) = 0. Dass dies auch ausreichend 
ist, kann man dadurch nachweisen, dass man die Reduction der zu 
erfiillenden zwoélf Gleichungen 

Oix(E) fix, On(n)— Gia, (i,k = 1,2, 3) 
auf neun derselben vornimmt*). Ist diese Bedingung erfiillt, so ist 
die Gesammtheit aller Curven in der Gleichung 
O (xxx) + o(xéy)> =O 

enthalten. 


*) Man hat nur zu zeigen, dass die zwdlf Gleichungen 1 
(@,k=1, 2, 3), fi, — 9.(8 =9, 93, — 9,5.) = 9 
sich auf héchstens neun reduciren. Dass auch wirklich nur zwei independente 
Lisungen existiren, geht daraus hervor, dass die neun Gleichungen 


fix — 9n,(6)=9, Gu —Onl(n) = 0, Pyze— Oi2(y) = 0, Poe — One(n) = 0 

















II. 
Es seien nun 
f(z,2)=90, g(@,%)=—90, ve, z)=—0 
die Gleichungen dreier Kegelschnitte, welche nicht demselben Biischel 
angehdren sollen. Setzt man itberdies voraus, dass unter den Kegel- 
schnitten of(x, 2) + og(z, x7) + ty(x%, x2) =O keine Doppelgerade 
vorkommt, so existirt bekanntlich eime Grundcurve dritter Ordnung, 
deren Polarennetz die Curven f, p, » angehdren. Die denselben zu- 


gehérigen Pole &, 7, € sind eindeutig bestimmt und geniigen den oben 
angefiihrten Relationen 


(1) PEM fy WOH feL V%-. 

Die hierdurch dargestellten sechs Bedingungen werden jedoch 
nicht durch jene Pole allein erfillt. Denn, nennen wir jedes System 
von drei Punkten =,H, Z ,,ein Hauptdreieck von f, p, w“, sobald deren 
Coordinaten an Stelle von &, 4, € gesetzt, die Relationen (1) befriedigen, 
so fiihrt die Aufsuchung derselben auf die folgenden neun Gleichungen: 
pi(=)= efi(H), ¥(H)—og(Z), fi(Z)—tH(=), (=—1,2, 3), 
welche, indem die Factoren 9, 96 resp. auf die Coordinaten H, Z ge- 
worfen werden und g-o6-t durch A ersetzt wird, in die folgenden 
iibergehen: 

(2) pi(=)=fi(H), %(H)=g(Z), f(Z)=44(=). 

Die Elimination der Gréssen =, H, Z fiihrt aber auf’ eine reciproke 
Gleichung in 4 vom dritten Grade. Die eine ihrer Wurzeln 4 = 1 
fiihrt allein auf das Poldreieck §; 7, €; die beiden anderen Wurzeln 
2’, 4”, welche durch die Beziehung 4’ - 4” = 1 verkniipft sind, ergeben 
neben &€ noch zwei weitere Hauptdreiecke '/f, &’ nf’. 

Multiplicirt man die erste Gleichung in (2) mit Z;, die zweite mit 
=; und summirt jedesmal nach dem Index i, so erhilt man 

p(=,Z)=f(H,Z), v(=,H)=—(Z, =), 


unter einander unabhingig sind. Denn bestiinde zwischen ihnen eine lineare Be- 
ziehung, etwa 


0= P 65, {9;,(8) _ fin} + t% {0,4(m) — ou} + tH { i2(n) eee Pi} 
+ te {2 (n) — 922}, 


so miisste, da O,,, nur in O4,(€) auftritt, o,,; = 0 sein. Alsdann enthilt aber O,, (5m 


allein die Grésse 0,,,, folglich muss auch 6,, = 0 sein, ebenso oj, = 0. Die noch 

iibrig bleibenden sechs Terme liefern durch Nullsetzung der einzelnen Coefficienten: 
OE: + ty 1 =,  Gy9Eo-+ tree = 0, 
OyEs+ ts = 9, Sepbs + toys = 0, 

woraus das Verschwinden der anderen o;,, t;, gefolgert wird, 
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folglich auch im 
f(H, Z) = ¥(, H). 
Vermittelst des analogen Processes liefert aber die dritte Gleichung 


in (2) ch 
: f(H, Z) = 4v(E, H), 
folglich ergiebt sich 
(4 — 1) -¥(E,H) =0. 
Da nun den beiden Lésungen & 7 £, &’" &’ die von Kins ver- 
schiedenen Werthe 2’, 4” entsprechen, so gelangt man zu der Gleichung 


(3) v(&, 7) =0 and ebenso g(f, &)=—0, f(y, g) = 0; 
(4) (v(",n")=0, p(l',8")=9, F(n",") = 0; 
»d. h. die Ecken eines Hauptdreiecks (welches aber nicht Poldreieck 


sein darf), sind paarweise je einem der drei Kegelschnitte f, 9, 
conjugirt. “ *) 


Ill. 


Die dreimal neun Gleichungen, welche die Ecken der drei Haupt- 
dreiecke definiren 


(5) pi(E)=filn), wma=pll), Lb) = w(6), 
(6) G(E)=fily), wM)=—o%), fe) = 448), 
(7) pi(&") =fi(n’), dil’) = wih"), F(8") = 2" i (8"), 


*) Man wird auch auf andere Weise auf die Nothwendigkeit des Bestehens 
dieser Beziehungen gefiihrt. Es sei niimlich O(wxx)=0 eine Curve 3ter O., 
in Bezug auf welche f, m resp. die conischen Polaren der Punkte £’, 7’ sind; 
dann hat jede Curve D(xxx) =e O(xax) + o(x§'n')>=0 die gleiche Eigen- 
schaft. Bezeichnet man daher mit D;, Dz, die conische Polare von &’ resp. 
die gemischte Polare des Punktepaares (¢’, 7’), so hat man 

fee) Py, — (ax) Py, 

folglich 

%e Dey, %y VY Pye: 
oder auch 

%eQDe dy, %y VY (Pedy» 
d. h. in Bezug auf den Kegelschnitt D. haben ¢’, 7’ die gleichen Polaren, wie 
in Bezug auf p. Daraus folgt, dass , durch 7’ gehen, d. h w(é' n') =0 sein 
muss. Denn sonst miisste D. von der Gestalt ww (ax) + »(w§'n')* sein, und man 


kénnte @, o derart bestimmen, dass » = 0 wiirde, d. h. Dy LY (ex). Dadurch 


wiire aber eine Curve D erlangt, welche den Relationen 
Dy WHEL), Dy Klee), Dy cw Hae), 


entspriiche, was gegen den Satz von Hermite, wonach nur ein Poldreieck 
(&, 7, §) existirt, verstossen wiirde. 
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gestatten es, dieselben zu anderen Gebilden in nahe Beziehung zu 
bringen. Fasst man nimlich die Kegelschnitte f, mp, ~ als Linien- 
gebilde auf und nennt F(u,u)=—0, O(u,u)=—0, V(u,u) deren 
Gleichungen (unter u,u,u, sind Liniencoordinaten zu verstehen), so 
wird eine der obigen analoge algebraische Behandlung auf drei Haupt- 
dreiseite fihren, deren eines die Polgeraden der Kegelschnitte F', ®, ¥ 
in Bezug auf eine gewisse Curve 3'* Classe repriisentiren wird. Die 
Gleichungen zwischen den Coordinaten dieser dreimal drei Geraden 
unterscheiden sich von den Gleichungen (2) allein dadurch, dass an Stelle 
der Formen /, m, w deren adjungirte Formen treten, wihrend =, H, Z 
durch Coordinaten der Seiten eines ,,Hauptdreiseits“ zu ersetzen sind. 
Gleichungen dieser Form lassen sich aber direct sehr einfach aus den 
Systemen (5), (6), (7) herstellen, Bildet man naimlich aus den linken 
und rechten Seiten der ersten Gleichungen in (6) und (7) die beiden 
Matrices 


P(E), p28), 93(8) | fA), fh), fs) 
9(E"), p2(6"), p(B") |’ Aa’), f(a), fsa") 
so ergiebt die Gleichsetzung der entsprechenden Determinanten drei 


Gleichungen. Da nun vermdge der bekannten Eigenschaften der 
quadratischen Form, z. B. 


p2(E), 93(8) _ 

” ” | = ® (§ 3 ) 

Lox(8), (8) | VE 

ist, wenn wir mit (&'&”); die Determinanten der Matrix 
gy Ny | 
é,” &.” gE,” | 


bezeichnen, so erhalt man, wenn man immer die iibereinanderstehenden 
Gleichungen in (5), (6), (7) combinirt, drei neue Systeme von je neun 
Gleichungen, welche folgendermassen lauten: 

(5*) %;(a)= F,(b), Vib) =—9O,(c), Fic) = ila), 

(6*) O(a)=— Fv), Vb)=—O(C), Filé)=—4Y¥(a), 

(74) 9,(a") = F,(b"),  Vi(b") = 9,(e"), Fi(e’) =a’ Vi(a’"), 


wenn zur Abkiirzung 
(5'5"), = ai, (y'n")i = bi, (8o"); = ci, 
( £); — a, (ny) — bi, (€&); as Ci, 
(8) =a", (ay), CS) ai" 
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gesetzt wird. Als Consequenz dieser Beziehungen ergiebt sich weiter, 
ebenso wie die Gleichungen (3), (4) aus (2) gefolgert wurden, 


(38) F(v'",c) =0, O(¢,a’) =0, ¥(a',b’) =0, 
(49) F(b", c’)=0, O(c’,a”)=0, Wa", b”)=0. 


Die Vergleichung der Systeme (5), (6), (7) mit den unter (5*), (64), 
(7*) verzeichneten zeigt aber, dass die Geraden abc, a’b’c’, abc” 
Gleichungen geniigen, wie sie zur Bestimmung der Hauptdreiseite 
auftreten miissen. Da die Zahl der Geraden genau dieselbe ist, so er- 
giebt sich der 

Satz: ,,Die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken zweier 
Hauptdreiecke bilden ein Hauptdreiseit. — Die Schnittpunkte der ent- 
' sprechenden Seiten zweier Hauptdreiseite bilden cin Hauptdreieck.“ 

Eine weitere Beziehung zwischen den Hauptdreiecken und den 
Hauptdreiseiten erhilt man durch folgende Bemerkung. Bezeichnet 
man nimlich die Determinanten der Formen F'(u, uw), O(u, w), (wu, w) 
durch die Buchstaben F, >, ¥, so werden die Gleichungen (5*) identisch 


erfiillt, wenn man in ihnen 


(8) 3 =F -go(§=—F-vn(y), b= O-w(’) —9%-f(8), 
Ce = V+ fe (n) = V+ oe (8) 


setzt. Ebenso gehen aus den Systemen (6a), (7a) resp. identische 
Gleichungeu durch die Substitutionen 


(9) . =F-go(§)—=F- u(y), RH O- ve (EE) —1VO-f.(8'), 
Ce = AY - f(y) = AVY - oy (8). 


(10) fax = F- pi(6") = F- daly"), by = D+ ve(E") = A" - .(6"), 
\ Ce = AW - f(y") = A" - gy (8") 


hervor. Ist daher =, H, Z irgend ein Hauptdreieck, und nennen wir 
dasjenige Dreiseit demselben ,,correspondirend“, dessen Seiten die drei 
Polaren 
vu gz), fz(W¥z), PF(X fn) 

sind, so verificiren die Systeme (8), (9), (10), dass die Hauptdreiseite 
abc, abc, a’ b’c’ resp. mit den den Hauptdreiecken ,,correspondirenden“ 
Dreiseiten identisch sind. Sonach bestehen zwischen den neun Ecken 
der Hauptdreiecke noch folgende Beziehungen: 


f(a §") =0, f(n’; f) =0, f(, f)=0, f(u’; f)=0, 


(11) ) p(f, &”) = 0, pb", &) = 0, if, &’) =0, off’, 8) =0, 
v(é, 1’) =0, ¥(&", n) =0, ¥(&, 7’) = 0, v¥(E', y) =0. 








J. Rosanss. 


IV. 

Die bis jetzt aufgestellten Gleichungen weisen darauf hin, dass 
die Construction der Hauptdreiecke aus den Punkten & y € allein mit 
einer andern einfachen Aufgabe zusammenhiingt, deren Loésung auf 
eine Gleichung zweiten Grades fiihrt. 


Sind nimlich p,q, r irgend drei gerade Linien, so kann man die 
Auffindung dreier Punkte y, z,¢ fordern, derart dass y auf der Ge- 
raden p, ¢ auf q, ¢ auf r gelegen ist und dass ferner 


z,¢ ein conjugirtes Punktepaar in Bezug auf den Kegelschnitt f 


t, y ” ”? ” ”? ” ” ” ” + 

Y; - ” ? ? ” ” ”? ? ”? y 
bilden. Es ist unschwer zu erkennen, dass die Auflésung von den 
Schnittpunkten einer der Geraden p, g, r mit einem Kegelschnitt ab- 
hangt. Die auf diese Weise entstehenden beiden Systeme von drei 
Punkten y, 2, ¢ treten in einfache Beziehung zu dem hier behandelten 
Gegenstande, sobald die Geraden p,q, r resp. mit den drei Polgeraden 
a,b,e von F, %, ¥ identisch sind. Denn bedeutet alsdann y, z, ¢ eine 
der beiden Liésungen obiger Aufgabe, so bestehen die Gleichungen 


pyy)=9, ge)=0, rh=0, 
(12) f(2,t}=0, ot, y=—9, vy 2) =—9, 
zu denen aber unter der neu gemachten Voraussetzung noch die wei- 
teren Beziehungen hinzutreten 
P(Z)VO GV, IMUY UV, TLhL g:. 


Aus beiden vereint folgt aber: 


(13) or 24)=0, f(n,)=9, 9,9 =—9, 9,4) =0, 
v(E,z)=0, v(u,y) =—9, 
d. h. es ergiebt sich in Riicksicht auf (12): 


(14) hewbai PW (6,4), wyr(n,), 
fw(yz), erly), vir (,y), 


wenn wir z. B. unter (£,/) die gerade Verbindungslinie (£, ¢) ver- 
stehen.*) Hieraus geht aber durch Vergleichung der rechten Seiten 
hervor, dass 

Py Vass Vf, v. © F; 


*) € und ¢ kénnen nicht zusammenfallen, da der Pol ¢ nicht auf der ihm 
correspondirenden Geraden gelegen ist. 
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d. h. y, 2, ¢ bilden ein Hauptdreieck. Da auf dem Dreiseit abc | 
zwei derartige Dreiecke y, 2, ¢ sich ergeben haben, so sind damit 
noch einmal die beiden anderen Hauptdreiecke (&’ ' ¢', &”§”) con- 
struirt: 


»Man bestimme auf dem dem Poldreiecke &n§ correspondirenden 
Dreiseit p, q,r drei Punkte y, 2,t je auf p,q,r gelegen, derart, dass 
f(z, t) =9, p(t, y) =9, v(y, 2) =O ist. Die beiden Lisungen bilden 
die beiden Hauptdreiecke &' nf €', &" ” §” “.*) 


A 


Die Anzahl der Relationen, welche vermége der Gleichungen 
(5), (6), (7) zwischen den Coordinaten der neun Punkte &7€, &’ x &’, 
—" 7" &” bestehen, lasst es erwarten, dass zwischen den Kcken der 
drei Hauptdreiecke allein Beziehungen stattfinden, welche sie als 
solehe (ohne Zuhilfenahme der Kegelschnitte) qualificiren. Ein ge- 
naueres Zusammenhalten der gefundenen Relationen zeigt in der That, 
dass z. B. die Dreiecke § §'&”, 4 7" 4’ einander conjugirt sind in Bezug 
auf den Kegelschnitt y u.s.f. Bezeichnet man daher die perspec- 
tivische Lage zweier Dreiecke kurz durch das Zeichen A\, so ergeben 
sich die drei Beziehungen: 


ERE” A ny’ 
(15) nun” WE" g’ | 
Eos’ MEE" E’ 





Aber dieselben sind zugleich geniigend, d. h. 


», Liegen neun Punkte &nf€, &'y' 6, &" n"&" so, dass die drei 
in (15) aufgestellten Lagenbeziehungen statthaben, so kann man (auf eine 
Weise) drei Kegelschnitte f, p, ~ derart bestimmen, dass jene neun 
Punkte die Ecken der drei Hauptdreiecke dieser bilden.“ 

Man hat nimlich nur den Kegelschnitt f derart zu bestimmen, 
dass in Bezug auf ihn die beiden Dreiecke 97 4", €&"§’ einander 
conjugirt sind und ebenso 9, ~ vermittelst der beiden Paare von Drei- 
ecken €6'€”", €&”&’; €&'&”, » 7" y’ herzustellen. 

Die Richtigkeit der Behauptung ist ohne Weiteres einzusehen; 
denn da z. B, vermége der Uonstruction des Kegelschnittes f aus den 
beiden Dreiecken 9 7 9", €§” §’ die Gerade (£’§”) mit der Polaren /, 


*) Ks sei noch bemerkt, dass in dem Falle, wo die Geraden p, qg,r mit den 
Seiten a’b’c’ (oder a”b”c’) zusammenfallen, die oben angewandte Schlussweise 
illusorisch wird. Auch bilden alsdann z, B, die beiden Punkte é'7’ mit einem 
beliebigen Punkte ¢ der Geraden r eine Lisung der obigen Aufgabe. 


——— TT 
- 


| 
} 
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identisch ist, gleichzeitig aber, wie aus der Definition von  folgt, die- 
selbe Gerade mit m; zusammenfillt, so ergiebt sich 


hn CW @Pg, U.S. [A 


Die Relationen (15) lassen erkennen, dass die beiden Dreiecke & x £, 
&' 9 § ganz willkiirlich gewahlt werden diirfen, von dem dritten 
Hauptdreieck ist aber dann nur noch eine Ecke, etwa &” beliebig zu 
bestimmen. Bezeichnet man die beiden Punkte (&y, &”n’), (&&, &” ’) resp. 
durch y, 6, so beschreiben die beiden noch fehlenden Punkte »”, £” 
resp. auf den Geraden (&’, y), (&’, 8) projectivische Punktreihen. 


Breslau, Januar 1880. 
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Das vollstaindige Formensystem einer binéren Form 
achter Ordnung. 


Von 


von GALL in DaArmsTaprt. 


Einleitung. 


Nach Herrn Prof. Gordan erhilt man das vollstindige Formen- 
system einer biniiren Form 8'*" Ordnung. durch Verbindung des Systems: 


f=a5; He? =(ff)3 Te = (Hf); te® = (ff)y3  O2"* = (f%),3 
S.'8 = (Hi); pe? =(fi,35 A=(ff); B= (fi) 
mit dem vollstiindigen System der biquadratischen Form 
ket = (ff)®; Ast = (kk); Ta = (kA); C= (kk); D=(kA),. 
Mit Hilfe der von Herrn Prof. Gordan gegebenen, die symbo- 
lische Rechnung wesentlich vereinfachenden Polarenbildungen I,, I,, I. 
und der Identitit [II seines Werkes iiber das Formensystem binirer 
Formen*) hilt es nicht schwer das vollstandige Formensystem endgiiltig 
aufzustellen. Zu dem Ende verbinden wir zuerst jede einzelne Form 
des Systems f, H, 7'--- mit dem vollen System der Form k, zeigen 
dann, dass die Ueherschiebungen von 7 und S iiber Formen & alle 
und diejenigen von © bis auf eine auf Ueberschiebungen anderer 
Formen des Systems /, H, 7,---, mit dem System & zuriickzufiihren 
sind und dass ein Gleiches von den meisten der aus H und p ent- 
stehenden Formen nachgewiesen werden kann. Nach diesem wird 
sich ergeben, dass die Ueberschiebungen aller Producte ( H® 7%... 
mit Producten k*: A’ T* durch zerfallende Theile ersetzt werden kénnen, 
mithin auszulassen sind. Den Schluss bildet die Aufstellung des vollen 
Systems. Wir verstehen in Nachfolgendem unter 9, , 92, 3, Y, oder 
pr; YY, YP”, Y”” Oder M4; Pex, Pes, Ps U.S. W. die Ueberschiebungen 


[pk ]1, [9% ]o, [9,A]s, [p,*la, [pA], [9 Alo, (9, 4]3, [p,Ali, [p, A7 Js, 
[p, KA]§, [p, A?]8 u. s. w. Es ist ohne Weiteres klar, dass wir unter 


Be 4 a) die Specialisirung der Gordan’schen Identitat III fir den 


*) Leipzig, Teubner 1875. 
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Fall «, =m, a, =n, a, =p verstehen. Im § 1. schicken wir das 
Nothwendigste iiber die Formen dritten Grades in den Coefficienten 
von f,* voraus, im § 2. entwickeln wir einige allgemeine Sitze tiber 
Ueberschiebungen einer biquadratischen Form mit einer beliebigen 
Form g,”. In den folgenden Paragraphen werden die Formen unter- 
sucht, die resp. ausser einem Symbol H, 0, 7’, S und p nur Symbole 
k, 4, T enthalten, und wir verstehen hierbei unter J, P und F Ueber- 
schiebungen von der Form: 


(i, k™A™T@=}, [p, ke A-Te], [f, ku Aw Ts], 


Im letzten Paragraphen findet sich das volle System, so weit es 
mir gelungen ist, dasselbe zu reduciren. 


§ 1. 
Formen dritten Grades. 
Man erhalt der Reihe nach fiir: 


hpi MN or pnry 
ay fff, Soesty M1= Fonsi liowen 


und 
(fis = > (fk )s3 


35) $e 


und 


5) (5 
LT YH TP = Ps ee [ (ff +i fp- 


(fi), =— © (fh, + o A-f; 








(= 


@) (Lh SOS ane i >in 20 ) 


und 


(fi), = — + (f),5 


a ts 
(4) 9533 Dy 


und 


HQ “nT = > roa dau Ae 


Ws 


(file = = (FP 
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wo ttf, yh i)G) 


344? (°°) (ff) f}-#= _ >) iG une {l= 


‘we 


und 


(ft); = 0. 


(O51 )> (o32)> (oa2)> (O53) 


ergeben sich die Relationen: 


Aus 


(1) (Hf), = aif, 
(2) (Hf); = — = 8, 
(3) (Af), =—et+ekes, 
(4) (Hf); = — ¢ fi 
g§ 2. 


Ueberschiebungen einer biquadratischen Form / mit o,”. 
Der Theorie der biquadragischen Formen entlehnen wir die Rela- 





tionen: 
(kA), =T, (AA), = — : a+ 2k, 
(kA), = 2k, 
(kA); = 0, 
(kA), =D, 
“ A? C 5 
(1) (&T) =—- +49, 
ys (kT), =0, 
1 Cc? 
RT) =} DA+ Fk, 
(KT), =O, 
his ais - A’ + o Ak? — 2 ke. 
Aus 


(of2)> (ots) (137)> (937) 


erhalt man weiter: 





Mathematische Annalen. XVII. 





























Analog findet man aus 
kg A kg A 
le os 013 
{ (T >), = [p24], — 


(Ty); = — (9,4), + 


12 





— 1) 2 


k,? k,? A,* 
erhalt man: 
(4) (pa k), _ 


und aus: 


ky k,® A,* 


Gehen wir aus von: 


Sit) Bee 


oder: 





m—2 Pa" 


Aus den Polarenbildungen: 


LGTPVE = 


(Ag) = [92k], - "= 9, -k, 
Re fie ine RS 
(A)s = [psk], — “=> (Pb, 
| Aes = — 2 [ok +2: = —* (mk 


8): Getabt), won 


C 
a+ <4 “Pi> 


nS 4— + C-9,—-+D-9, 





6—¢@ 
(3) ) (Tek + 4p C*5* lkgle + Cs) [Doe 


(3) 


CE9D agp ayn 


* 
und A,?A,?k,' 


(prA), = 2 [pT 


und A, A, k,', 


(5) (pak), — (pr), = (pT)®. 


§ 3. 


Ueberschiebungen von H. 
1. 


{ Hk }*. 


De 





st WD inseere, 





(1) 


un 


od 


(2) 


un 


di 
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(1) H+ fi +2 RP =(ffhs 
und bilden: 


(ffi), yO iG i r= SO 7%) 


(5 — ‘) wee. = 
oder 


Q) Fe+p4i= CFP +S CHT) + % CHEN) 
i (FOP + | Bef 








5 
’ 


und 





( ; 4 4 > si GfyHrTy i= S) ans ) [GrypHry, 
oder 


(3) (FSA = 5 (ff) — > (FPA + F (FOF — 4 Bef. 


Fiihren wir den Werth von ((fi)'f)> in (2) ein und ersetzen wir 
die Formen dritten Grades (fi)* durch die Form (fk)', so geht die 
Identitait (2) tiber in: 


4) Sat Gp 4i=— FA — FGDs tea tS B 


Nun erhalt man aus 


(542) mt (O53 ) 


die weiteren Identititen : 


P4 C os , ((fayHf}-! = >) ( aE i) [ff yiRe, 


+ ix 2 (fky+f Pp = > rue ) (ff ky, 


oder 
(5) (ff): + its + | (fit, =% + $F 
und 
(6) (fif)s + > (fils => be + oy 


Eliminiren wir nun successive (f,/),, (f;f), und (f,f),, so ergiebt sich 
zunachst aus (4) und (5): 


3* 
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und aus dieser und (6) 

5 . 1 ° 1 3 
9 *2 + a hk? + Ty Ai — cy Bf= _ (fifo 
und endlich mit Hilfe von (1): 


: - 1 ° 1 
(7) + A= b+ 7R4+ y Ai— = BY. 


2. (Hk), und (Hh), 


(O15) m (O44 


erhilt man die Identitaiten: 


Aus 


pees WS ) (fy fy = > C)(G) (ff yrkp, 


os 


(if: = Da eet ((ffy k}-, 


oder 

(1) > (shh + ofa f— ee ick 
und 

(2) H, = + (ff): — se (ih) 


3. Formen |H, k* - &* - Tre, die auszulassen sind. 


Da H, und H, Functionaldeterminanten sind, so folgt sofort, dass 
H’ wud H” in Folge von Formel (2) § 2. auszulassen sind. Ebenso 
ergiebt sich aus der Form von (Hk)‘, dass, von Gliedern K, J und 
F abgesehen, jedes Glied und jede Ueberschiebung mit dem symbo- 


lischen Factor (Hk)* fortzulassen ist. 
Nun erhalt man analog H,: 


Hy + FU + kb = (fale 


Es ist mithin von Formen J, K abgesehen (Hk), ersetzbar 


durch 
((f4 he k},. 


Man erhilt nun der Reihe nach fiir 


ap a t+ ay P+ Gy 4i— Gb Bf = — Fat ofits 








di 
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fa fk fa fk fa fk 
(See) (Sis) (88a) 
die Identitaten: 
(faf)? Be + > (fa ®, + > (fat) +k = (fa Ba fe + (Fabia) 


+ fat, 
((faf®h), + (faf)* k= (fab)! fy + 2 ((ftabety + > (fap)! 

+ fat, 
(fat) k= (fa +k, f+ 2 (fab f+ > (fale)? + 2 (tab)! 

++faf. 


Analog der letzteren erhilt man aus ( ae 
fi» fa = (+ fay f)* — 2((fak) 1) + —Z- ((fakP FY — (tak) fy 
+ fea f 
Aus diesen erhilt man successive: 
(fat) +k — fe fa = A((fak)'f + = ((fak)*f)!, 
(fafh)y + so (fat) b+ fe fa = (fate + (fab) f)! 
+t fae-f, 
(fat) he + -- (fal) + og (Fah)! kt — fie Fa 
== ((fak)f)) + = hea -f 


Ks ist mithin (H4k),, von zerfallenden Formen und Formen J, K 
und F abgesehen, durch Functionaldeterminanten ersetzbar, daher ist 
(H, A), und (H,T), wegen Formel (3), § 2. auszulassen. 


Um (HA), zu bilden, tiberlegen wir, dass, wegen der obigen 
Gleichung fiir H,, (Hk), ersetzbar ist durch [(f4/f),4], und Formen 
J und K. Bilden wir uns nach: 


f fa k f fa k f fa k ffak\’ 
| (eee tog Tah ete 
die Identitiiten: 
((ffa)?h) + (ffaek) + + (ffa'k), = (ff)? + = (fifa 
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((ffa)h)? + 5 (ffa)*k)! = (fafa) + + (fafa? + > (fifa 
((ffa)*k)! = (fifa)’ + © (fafa)® + > (fafa)? + He (fifa 
((f fk)? = — (fifa)! — = (fefa® — Ga (fal Ys 


aus denen wir durch successive Elimination der Ueberschiebungen auf 
der rechten Seite erhalten: 


((ff4)*k) + ((ffa%k), = = (fifa) + sx (fafa)? + ap (fifa 
24 ((ff.4)*k)' pie (ffa)>k)? = — (fyfa)® — + (fifa, 
((ffa)*k)y + 2 ((f fa)" Be + ((ffa)?h)s = — S- (fi fads 


“ 


Da aber, wie man sofort sieht, ((ff1)*k), aus Formen J, K und 
solehen, die zerfallen, besteht, so ist [(ffs)*k],, von eben solchen 
Formen abgesehen, ein Aggregat von Functionaldeterminanten und 
mithin wegen Formel (2) und (3) § 2. (H,A), und (HT), auszu- 
lassen. Da ferner die durch Faltung aus H und A* entstehenden 
Formen einerseits nur i, k, A, andererseits nur Formen K ergeben, 
so ist (HA) (HA) (Hk)? H,* k,*, von den auszulassenden Formen 
J, K, A abgesehen, ersetzbar durch das Glied: 

(ab)? (aA)! (bA’)! (ak? k,? b,?, 
das seinerseits durch die Formen [(f4k)*f4]*, [((f2h)°f4)' und (f4k)'*f4 
ersetzbar ist. Nach i? : m4 und e . ae ) erhilt man nun: 
(fak? fa) + (fakP fs)! + = + (hak) fa=((fafa ky? + = (fafa): 
> ((fakfa)' + > ‘om fa = (fafa) ky + = (fata) ok 


woraus sich sofort renee 


((fak? fay + > (fafa) = = + (fafa)* +k 


und die Ausscheidbarkeit von ade iat meh: H,' QD und (HT). 
Es bleiben also von H stammend die Formen: 

(1) H,, H,, H;. 

(2) H”, Hz, HH", His, Hija, His, Haaa, 

(3) (AT), (AT), (HT),, (Hs), (HaT); (a T)¢, (HaaT)s (Ha sT),- 
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g 4. 


Ueberschiebungen von 7 = (H/)'. 


Selbstredend sind (7k), und (7A), an, (TE), ist aber 

ersetzbar durch Glieder von der Form: 

(Hf) (Hk)? Hy, fz’ ki’, ((Hf),k), (Hf)s +k, 
oder durch: 
(H,f),, Hy:f, @-f,k), O-k, 
wenn man die iiber die Formen 3. Grades gebrachten Relationen 
beriicksichtigt. Da aber auch H, durch zerfallende Formen und 
Functionaldeterminanten ersetzt werden darf, so besteht 7’, aus einem 
Aggregat zerfallender Formen und ist demnach auszulassen. Ein 
Gleiches gilt mithin auch fiir (7'T),. Betrachten wir nunmehr auch 
eine jede Ueberschiebung von 7 als iiberfliissig, die auf Formen 
0, P, F, K wzuriickfiihrbar ist, so kann man zeigen, dass alle Ueber- 
schiebungen von 7’ auszulassen sind. TJ’, ist ersetzbar durch Glieder: 
(Af) (Hk)® HyS fe’ kz, ((Hf)ok)o, (Hf)3k),, (Hf), + k, 
oder durch: 
(Asf), (f-%,h)2, (OR), poh, fh. 

Da auch H, als ein Aggregat von Functionaldeterminanten dar- 
gestellt ist, so besteht auch 7, aus lauter zerfallenden Gliedern und 
es ist 7, mit (7'A), und (7'T), auszulassen. 7; ist ersetzbar durch 
die Glieder 

(Hf) (Hk)* Ha" fx", (Hf)rk)s, (Hf lake, (Hf\sk)y, (AP) +h, 
oder durch: 
(Af), (f-%, k)s, (Ok), , (pk),, (f- k, k)s, f- k 

Beriicksichtigen wir den gefundenen Werth von H,, so gehen 
diese tiber in: 


(1) ty . f; (Ok),, (pk), h Kk 
Analog nehmen die zu 7’, gehérigen Formen die Gestalt an: 
(2) H,-f, H-f,, f-%, fh’, O, p-k. 


Hieraus folgt zunichst der Wegfall von 7, und aller Formen mit 
dem symbolischen Factor (T'k)'. 

Nach Formel (2) § 2. ist aber (7'A), ersetzbar durch (Z,k), und 
(T,k),. Das letzte Glied enthalt den Factor (7%)‘, ist also nicht zu 
beriicksichtigen. Das erste liefert nach vorstehender Formel (2) Glieder 


von der Form 
Hi, 7 fo» (A,f)' k),, (A, f). -k 
A,-f,, (Hf)'kh, (Ah). + 
fo . ty 0, P, Ff, 


und Formen 
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ist also auszulassen mit (7’A)*. Nach Formel (2) § 2. ist 
(TA), = — 2(Tyk)y + + (Tyk)y 


Das letzte Glied ist wegzulassen, das erste ist ‘quivalent mit 
Gliedern von der Form: 
(AA kp, (A, AY RP, Hes f, A+ fis, foe te 
und Formen 
0, P und F. 
Die beiden ersten Klammergréssen 


(Hf,)'+* und (H,f)'*¥ 


geben: 
(1) (Hf) (fk)* und (Hf) ( Hk)’, 
d. i. 
(Tk), (-f,k)%, (Ok), (pk), und F, 

(2) (Hy)? (fk)* und (Hf)? (Hk)! 
d. i. 

(i-f, hk), (O%;, P und FP, 
(3) (Hf)* (fk)* und (Hf)* (Hh)*, 
d. i. 


(Ok),, Pound F. 
Mithin ist (7'A), adquivalent mit einem Aggregat von Formen 
(Tk)'-Q, Formen 0, P, K, F, (fm-ts-m), (Has-f), (H+ fis). 
Beriicksichtigen wir die fiir H, gewonnene Form, so liefert (H;,3-/) 
wieder zerfallende Formen und schon vorhandene 90, P u. s. w. 


((T &)* A)‘ giebt deshalb nur durch [H - f;,3, A)‘ etwas wesentlich Neues. 
Diese Ueberschiebung liefert (HA) - f;,3 und das Glied 


(Hf) He" (fk) (fh) ke, A}. 

Nun ist aber einmal (H/) (fk?)' = (Tk?)' + q((Af), k*)’ + --- 
und ferner (Hf) (fk*)’ = (fk)* (fk)* (Hf) + (fh)* (fk). H. Mit- 
hin ist auch das zu untersuchende Glied von der alten Form. Es 
ist also auch jedes Glied mit dem symbolischen Factor (7'A), auszu- 
lassen. In Folge der sich aus (3) § 3. ergebenden Relationen: 


(TT) + 4 C&T), = — [(kT), 4% — ZETA], 
(TT) + 35 CUT), = (ET). dP + =e (ET)'O}, 
(TTS =—[(kT),A], — = [(&7),d), 


ergiebt sich, dass (7'T), und (7'T)® aus denselben Griinden wie (7A), 
und (7A), wegzulassen sind. (7'T), liefert ausser wegzulassenden 
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Gliedern [(H, f,)'+‘, A}*-* und H- fi 4- Man folgert daher wie oben ~ 
bei (7'A),, dass (7'T), aus einem Aggregat von Formen 
0, P, K, F, (fn + tn) 

(HA): fea 


besteht und daher auch jedes Glied mit dem symbolischen Factor 
(7'T)® auszulassen ist. 

Diese Untersuchungen wiederholen sich fiir alle Ueberschiebungen 
von S = (Hi),. 


und 


g 5. 


Ueberschiebungen von 0. 
Aus (1 ‘ i) (6 : 9) (5 : 3) ergeben sich die Relationen: 
naan ttn > 
(2) Py tas k=(AO+ 4 > (fri) + ssf: 8 
(3) sia kn se eae 
Aus der Polarenbildung 
vac () @) 
as* ly kz = *>' (38) y (oR (xy)! 


ergiebt sich ferner 
a , ‘ 8 ; R 
(4) f= (f+, Dy — hse) +55 eds — Ghat 


Hieraus erhalt man successive: 


ahe k+f- ts = 3(f; i, —-+ (his + shes 
I. 3p + Gh: k—f- i; =3(hiy — ther is 
I. 30, 4+ 2h -k+f-g=hy-i 


Mithin ist ©, wegzulassen und (OT ),. 


Aus (1 4 t) ' f . >) ; (1 : 3) ‘ (1 ‘ ‘) , sowie der Polarenentwicke- 
lung a,° - ky! ergeben sich die Relationen : 
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05+ Spot 5 (f+ A (fdek = (fyi + Shei | 
Prt (ALAS (yk = (fidet > hii ahes, 
(Ai), + > (fiyek = (hist 3 (hit + (hirt ahes, 


(fdyk = (FR) +E (het 2 (hidet 2 hdr deh 
fi, = (FR) — 3 (hist Se (fate Bhi + 2 ft. 
Hieraus erhalt man successive: 


(fy k—fi, = M(fi)— = (fyi) +2) —B fei. 


Al(fisk],+(fDyk+F4, = 6(fiie— Uf + 2 fei, 
6p, +2(fi)s b+ 4 (fek—fi, = A(fyi)\— 4 fv 
40, +75 [(fiskh, thi =f; 


oder durch Einsetzung von (fi), = : f, und Entwickelung von (f,k),: 
II. 40, —f,-i—f- i, — % (fohe*— ZA). 


Es ist mithin 0,, (9A), (OT), und (pA), (pT), auszulassen. 


Man kann aber (OA), d. i. 0” und 0” wie p” analog entwickeln, 
und mithin sind auch 0”, ©” fortfallend. 


Zur Bildung von (@k), haben wir aus: 

(641) (632)> (625)> (614) (605) 
und der Polarentwickelung 

fa fy fy! 

©, + 2s + 55 FH), + J (fie + & (fk = (H), 
Ps + > (five), + 5 (fH, + | (fi kK — Ghd. +t (har, 
[(Fi)*R], + [(F*R), + 3 (Fi) k = (fri)s + 2 (hide +> (hiss 
(fi) k], + 5 (FS k= (hd, + 2 (hds +5 hint X(hir 
(fi -k—= (fk, is +3 (his +4 ids + > (fide + os (AO 
— (isfy = (fF -hy )s — F (hide + 8 (fds — 1 (his + 3 (hdd. 


Aus diesen erhalt man successive: 








atv 
shes 
shi 
elit 


> fst. 
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(fis -k+ (uf), =4(hiy — } (hide + $ (hie — fe (hii 
4[(fi)*k], + (fis -k — Gf) = 6(hids + > (hide + 4 (hat 
6[(/i) kl, + 2((fi)*R], + 5 (f)>- b+ GP, =4(d2 + | (hid 
4p, + +h (fi), — Ww = (hi, 

20, + Fl(fith + 4 (fis b+ (af = (har 


Ersetzt man (fi)' und (fi) resp. durch : a und — ; f; und beriick- 


sichtigt die aus ({ : i) folgende Relation: 


2 1 
(fk), == (f2k), + efs-k, 
so geht die Gleichung fir ©, tiber in: 
¢ ae ae : ee 
20, + & (fk — sag hs + GaN — hid =. 


Es ist daher nicht nur ©, sondern auch p, Functionaldeterminante, 
wonach also (0,k), (0,4), (p4), und (pT), auszulassen sind, Wir 
kénnen endlich auch sagen, 0, ist bis auf p, und Formen F durch 


(/,¢), oder (i,f), darstellbar. Ebenso ist p,, was aus y ‘+. oder 
st) (af): 4 042 
6\ (4 

= ae [(ft)?+* k}4-# = (f,%), sofort folgt, durch Formen F' aus- 
driickbar und (f,7), oder (i,f)*. Aus 

f, ik f, ik f, tk kif, 

(if 3 i)», (fs 1 9) (803) (00 4) 
folgt aber (f, = gesetzt): 


(hay ke + + (AOR + (his k= vie +5 93-4, 
A aPk), + t (f,0% +k = (9%). + (2%) + ba P3°%, 
(ft)? -k = (pk, t)s + 3 (P14). + + (92%), + + 93°* 


| oo ala 


° P 3 . 6 ° 1 ° 
— +t, = (K+ g, t)s — y VPite + = (P24), — F Ps ° ts 


Hieraus ergeben sich der Reihe nach die Gleichungen: 








v, Gaui. 
(pis k++ ig =3(Q,d, + = Osi, 

(pith) + Z (pi -k— H+ ig = 3Oi) + 293-4, 

BI(pi)'E}, + F [(piPk], + F (pi -k+ g- i, = gyi. 


Es ist daher (0,k), durch Formen P, F und zerfallendende Glieder 
ausdriickbar, mithin wegzulassen. ODieselbe Entwickelung ist fiir 
(O4k), und (0, A), méglich. 


Endlich findet man aus 
pik gik pik pik kig\, 
$31) §29)> 013)? (004) \0 04): 

, oe ‘ai ., 1 ; 
(pi'k)s + F (MiPk), +4 (PHL), + | Dk =O, + 590% 
((pi)*k), + > (pik), +2 (Pi! - k =(H i), + (Gs + | Parts 

, , , : 9 1 
((pi)°k), + : (pt)* -k = (gy, %)3 + >: (Pot). + 10 (93%), + a Pa %> 
(pi) -k=(@-k,iy + 2G i+ Fin +> ir + Zt, 

: par 2 , 4 ' i , 
p-— =(~-ki)y —2H Ist + (MI. — Fst + = Mi: 
Hieraus ergiebt sich successive: 
, ; 8 ; 
(pt), -k—%- p = 409%); + 3 (931), 

7 ° ‘ ‘ “ , . 
g (PIs K+ 4((piPk), + 4, - P = 6(H2t), + 2(Hs%)1 + Ht, 
a... ae wr , : 
21 (pt), -k + 5((pi)sk), + 6((pi)Ph), — p> p =4(G3), + MH -t, 
a (Pi) + 2((pi)>k), + = (pirh), + 4((pi'h, + i,- 9 = Q, >i. 
Wegen (pi), = (ak)' (ai) az i,° und (fi); = ; f, u.s. w. ist mithin 
(90,k), durch Formen F, P und zerfallende Formen darstellbar. Die- 
selbe Entwickelung ist ftir (04k),, (0,4), (0,4), moglich. Zugleich 
folgt hieraus, dass von Formen F' und zerfallenden Formen abgesehen 
(p,k), durch Functionaldeterminanten ersetzbar ist. Es ist also auch 
(p,4), (p,T), und ebenso (p4A), und (pT), tiberfliissig. 

Die 4. Relation (2) § 2. bedingt nunmehr auch das Fortfallen von 
(OA),; denn das letzte Glied liefert nach Obigem nur wegzulassende 
Formen. (0,%), ergiebt aber ausser Formen fF’: (f,-%,%), und 


(f-%,, k),. Entwickeln wir aber fi,‘ i,° ¢,° oder is,‘ /,° f,° und ersetzen 
in dem Resultat die y durch k, so erhalten wir: 











Yee wy 
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fy ty = (fri), 


und Glieder . 
(Aik, (iP, (Ad: &, 


(fy 4, Ws = fy - t3 + (Oyhk)o + (Mh), + P+ F. 


Dasselbe ergiebt sich fiir (i,-/,%), aus der zweiten Darstellung von 
©,, woraus die Ueberfliissigkeit von (04) ohne Weiteres folgt. Ebenso 
liefert: (OT),, (OT);, (OT), ausser zerfallenden Formen resp.: (0, A), 
und (0,A),, (0,4), und (0,A),, (0,4), und (0,4), oder mit Hinzu- 
ziehung des Ausdruckes fiir 0, und Hinweglassung von Kormen P 
und F nur die schon untersuchten: — | 


(0,4), (0,4), (0, 4),. 


Mithin sind auch alle Formen (OT)® auszulassen. 
Nach Analogie der Entwickelung von (Hy yk), erhiilt man aus: 


i fe k (633 i fe k tf k 
032)? \023)? \014/)’? \118 
die Gleichung: 


d. h. es ist 


169 (ifi)*R), + 5 (if By + (fs = — 2 afr 


Ks ist also (p,k), bis auf Formen F Functionaldeterminante und 
mithin (p,4), und (p,T), auszulassen und mit diesen (p4sA),, [psT],- 


Verbindet man hiemit noch die aus (04 1) resultirende Gleichung: 


((ifa)" hy + 2 (fe)? hs + > (Ghd he + (ifs = sf» 


so ergiebt sich, dass auch (0,k), auf Formen P und F' zuriick- 
zufiihren und mithin auszulassen ist. Dieselbe Entwickelung ist auch 
fiir (0,4), méglich, und da auch schon (OT), als hinwegfallend er- 
kannt ist und alle héheren Ueberschiebungen von © sich aus (0,h),, 
(0,4), und Oy, resultiren, so folgt sofort die Ueberfliissigkeit aller 
weiteren Formen 0. 

Hieran schliesst sich noch die Betrachtung der restirenden For- 
men P. Da p, durch (f,i)? und Formen F ersetzbar ist, so wird p, 
gleich einem Aggregat von Formen: 


((f,4)? (G)* fale tx”}, (fx), AD, (4, Bes 
da aber die beiden letzten die symbolischen Factoren (ai)* und (ai)! 
besitzen, so ist p, durch (/,%,)? ersetzbar. 


Aus (4 is 5) (is i 5) (is Hy 4) und {6 i, ft) erhalt man: 











v. Gat. 
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(k=, =), 
(high + hit ++ (hidk= ¥e+ (P+ 4 Vd 
(hi +5 hid k= (1%)s +2. +2 (O39) +4 Ge¥ 
fail -& = (9-k, V+ 29,3 +72 s+ (OsPi +> Pa°¥ 
%:-—p =(9-k, v],— (4), + (M2¥)s—+ (Wi += Pad, 


und hieraus sofort durch Elimination der Glieder auf der rechten Seite 


6 [( fat)? Alo + AUF th), + (Fyty)*-& — dy Fy =4(@3%)1 + Gy ¥- 
Es ist mithin (p,k), bis auf auszulassende und zerfallende Formen 
Functionaldeterminante. Es fallt daher 


(pg), (pgT), und (pss4); (pssT), 
aus demselben Grunde aus. 


§ 6. 
Entwickelung von »,. 


Aus (5 ; f) + f ) erhilt man mit Beniitzung der Relationen 


zwischen den Formen 3. Gerades : 


—(fsf)s + = (fife => Gs + Hi 


und 
(ist 2 Gti = A+ > Ak 
oder 
= + (ffs = 5 a+ se iy + 1 Ak 
oder 


Caf a = Fe A+ SH De + ay ts + Gy AP. 
Aus (64 {) erhalt man aber auch: 


(fit =i + A+ | Ak 
und endlich: 
i 


(Gip—= 2 i+ 2 A—ZAk. 
Ebenso ist 
(tt), = (ab) (at)* (bi)* = as - — ~ (fel )s + a0 A’ 


=—->; = (ak)? (aby (kby + 5 a= — < C+ oz A’, 





Qa 


—~- 
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also 

(Gi) = — GC+ EM 
Nun folgt aus (6 . f): 
> Leif, + 4 (is f= — [fst + + (fda, — 2 [(70)5 4), 

* Ui’, +2 Bei. 
Da aber aus (5 : 5) die Relation sich ergiebt: 
[(fi)*i], = — 3 (fa, — S (ft, — F (fi, + | Bi, 

so geht die vorhergehende tiber in: 
3 (Gi) fh, + + Def = 5U( fi"), — (Fa), +2 ([(fi) te + 3p Bi. 


Ersetzen wir hierin die (fi)* durch fp auf bekannte Weise, so wird 
sie Zu: 


2 (Gipfl, ++ Gf =— + (his tt Afda + $ (Has 
+ 2) (frie + ay Bi. 


Beriicksichtigen wir aber die beiden aus ({ 3) und (5 : 3) folgen- 


den Relationen: 
(fis + (fos +> (hide = (fe + [FOE], + F (FO%, 
(fais +> (fede = (Ry + S (O'R), + J UHH, + (FD, 
so geht sie tiber in die Form: 
[ify + + (ef — + Af, — | Bi — F (fds 
— = [(fi)*k), — 3 ((fik), — (fk = — Fy hide. 


Setzen wir hierin die oben gefundenen Werthe fiir (¢7), und (i7),, so 
erhalten wir eine Relation zwischen 


(f,_. und (%f), 


3lifle + + (fd — 2 of —E Bi — FP ((f)%*), — F Uf)", 


— 38 (fis), — 2 (fk — 3 AR + aw A= — F (hd 
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Combiniren wir aber die beiden aus (63 1) und (545) resultiren- 
den Formeln: 
Py — 2[(Fi* ky + 7 [(Fi*k]}, — S [(FIR], + gy (fH? k= Ne 
und 
Pi + 2U(fi)R), + 48 (CAH, + > [CFR], +E (FIR = (Hide, 
so erhalten wir eine zweite Relation zwischen (i,f), und (/;%), 

(frie = (igh)o + SUFI HE], + + ((FDR), « 


Berechnen wir hieraus (i,f), und setzen diesen Werth in die erste 
der vorstehenden Darstellungen von p, ein, so wird endlich: 


DP =— we (fa + yg Of + | Bit He Ah— ay 
+P UFOs + gop UF *Ee + gy (CFA) HL + agg (OR. 


Es ist hiermit der Nachweis geliefert, dass p, als ein Aggregat von 
zerfallenden Formen und Formen F dargestellt werden kann. 

Bei einer schliesslichen Darstellung von p, durch andere Formen 
des vollstindigen Systems wiire [(/7)*k],, |(ft)*k],., [Cft)°*],, (f0*® 
resp. durch: 


1 4 oa ve _— hic 

a (h*)s» — 35 (fee + 30 Af,, a a (fsk),, ia fs 
zu ersetzen. Die hier auftretenden Ausdriicke (/,/);, (fok)., (fyk); 
ergeben sich leicht aus (6 f 3) (0 >) af t) in der Form 


Arf 


(Abs =a hk —< Cf, 
(fky = 22 fk — so Cf — (fdr, 
(fk) = 2 fk —+ Cf— + (fd), 


so dass endlich p, als Aggregat der Formen 


. f"; fy -k, Cf, Bi, Af,, A’f 
erscheint. 
Es sind also auch alle Formen mit dem symbolischen Factor 
(pk)* auszulassen. Es bleiben mithin von Unterschiebungen mit p: 


Pp 
Pi» Por Ps» Pp’, PA; Pas Pad) pray PAs PAAA; 
(pT), (pT); (pT), ? (pa T), (pa T); (pa Ts, (paaT)s (p1aT),4- 
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§ 7. 


Ueberschiebungen von Producten P, = f™ . H% . Te . j% . Q% « S% . p% 
iiber Producte P, = h*: . A’ . Ths, 


Jede Ueberschiebung von der Form: 
[P,, kT]®& und [P,, AT]e 


ist auszulassen, da sie ein zerfallendes Glied von der Form /,-(HT)*- P; 
enthalt. Es ist ferner jede Ueberschiebung 


[P;, k? + Pxl@; [Py, kA» Pel; LP, A? Pile 


iiberfliissig, sobald P; den wirklichen Factor f oder i enthilt, da ein 
Theil der Ueberschiebung eine Invariante von der Form /;,, ij 4 u. 8. Ww. 
zum Factor hat. Die Ueberschiebungen: 


(Py, T°, (Py, kAT|®, (P,, APTle 


fallen aus: weil man T und den anderen Factor von P; auf zwei ver- 
schiedene Factoren von P,; vertheilen kann und man hierdurch einen 
zerfallenden Theil erhalt. Alle Ueberschiebungen: 


[P,, Pyle; (P;, PAP. ]¢ u.s. w. 


fallen aus, sobald P, H oder p zum Factor hat. Es bleiben daher 
nur Ueberschiebungen von der Form: 


[Ou . 7. S%, Ty }e 
zu untersuchen. Wegen der Ordnung der Covarianten 0!*, 7'8, S18 
und der Zahlengleichengleichungen 14—2-.4-+ 6 und 18=3.4+6 
enthalten diese aber stets ein zerfallendes Glied, sobald P, den Factor 
T.® enthilt. Es bleiben daher nur Ueberschiebungen von der Form 
[0% . Ti. Sa, kes AP|e 
iibrig , oder wegen der Zahlengleichungen 2 - 14 = 7.4, 2-18 =4.-9 
und 14+ 184-8 nur die Ueberschiebungen : 
[O?, Pij®, (O7, Pyle, [T?, Pij¢ u.s. w. 


Nun ist aber nach Clebsch’s ,,Biniéren Formen“ pag. 119 
a S [H.i2® —2Qp-f-i+(ii?- Pp). 


Es fiihrt also [0?, P,j@ von schon untersuchten Ueberschiebungen ab- 
gesehen auf: |(i7), -/?, P,j@. Hine Abzihlung ergiebt aber, dass (i7), 
durch die Formen: H,, f- /,, A - H, ki linear dargestellt werden kann, 


Mathematische Annalen. XVII, 4 
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also [(éi)_/%, Pyl¢ durch (H,, Py), (f- fy, Pele, (4H, Pale und (k-i, Pyle 
ausdriickbar ist. Wir kénnen nun nicht direct sagen, dass auch diese 
durch Theile ersetzt werden diirfen, da sie nicht in dem Schema 
[P;, P,j¢ enthalten sind. Die dritte ist allerdings in diesem Schema 


enthalten; die anderen kénnen aber durch Ueberschiebungen von der 
Form 


[H, P,j@ (f?, Pel: (i, P| 


ersetzt werden und sind mit diesen auszulassen. (Vergleiche Clebsch 
pag. 276.] 


Es ist ferner 


T? = — — (HH), - f? — 2(Hf)?- H-f + H, 
und da 


(HH), = m pf + m, ; Hi + m,f?k, (Hf), = ss if 


ist, so fiihrt [7'*, P,)¢ auf friihere Producteniiberschiebungen und [/?-k, P,.)¢ 
zurtick; aber auch das letztere ist durch Formen [/f?, P,|@ darstellbar. 
Ebenso ist 


S? = — + [(HH), @ — 2(Hi)? Hi + (i)? 


auszulassen, da 


(Hi)? = mf: f, + m, ? + m, Hk + m, Af? 


. ist. 
Analog erhilt man: 
@.T—— 5 ((Hf) if — Hi — (Hi) f? + pfH), 
@-S—— + [(Hfy- i — pi — (Hi)? - fi+ Gi,f- H), 
S-T—— + ((HH), - fi —(Hi), fH — (Hf), Hi + pH®); 


und beweist dann analog dem Obigen auch die Auslassbarkeit der 
Ueberschiebungen dieser Producte iiber P,. 


§ 8. 
Aufstellung des vollen Systems. 


Wir kénnen nunmehr zur Aufstellung des volien Systems schreiten, 


womit natiirlich nicht gesagt ist, dass auch unter den restirenden For- 
men eine oder die andere auszulassen ist. 
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1. Formen 1. Grades: f. 

2. Formen 2. Grades: H, i, k, A. 

3. Formen 3. Grades: 0, p, T, B, fy, fos fey fy 

4. Formen 4. Grades: 8, A, H,, H,, Hy, t,, %, t3, %, C. 

5. Formen 5. Grades: 9,, Pi> Po, Ps, fei, fi.2, fe,3, fi,es f’, f", f", fa. 
6. Formen 6. Grades: '; D, tk, 15 tk,2, tk,3, tik; =. Hy, t. $”, r". 14. 
7. Formen 7..Grades: p’’, pa, fis fe’, fe", fia, (FTP, (t=0 bisi= 4). 
8. Formen 8. Grades: ix, ix’, ix”, ix, (HT), (T+. 

9. Formen 9. Grades: (pT), (fi. T)**', £4, £4, £7’, faa. 


10. Formen 10. Grades: (i% gat HY, Ha, 14, t4, 4, t4a- 
i=2, = 


11. Formen 11. Grades: pj, paa, (f4T)*, (faT)*. 
12. Formen 12. Grades: (H4T)*+', (é1T)’, (is T)!. 
13. Formen 13. Grades: (paT)**. 

14. Formen 14. Grades: Hj 4, Hs, Haaa. 

15. Formen 15. Grades: p44, Pia, Paa- 

16. Formen 16. Grades: (HisT);, (Has7T),- 

17. Formen 17. Grades: (psaaT)3, (psaT),-*) 


Darmstadt, Februar 1880. 


*) Anm, der Red. Dem Herrn Verf. sind die neueren Untersuchungen 
Sylvester’s iiber vollstindige Formensysteme unzuginglich gewesen. In einer 
auf p. 223 des zweiten Bandes des American Journal of Mathematics abgedruckten 
Tabelle giebt Sy!vester die Zahl der Grundformen des zur binaren Form 8. Ord- 
nung gehiérigen Systems auf 70, ausserdem Grad und Ordnung der Grundformen 
an. Es wird eine wichtige und dankenswerthe Aufgabe sein, die von Herrn 
v. Gall entwickelten Ueberlegungen so weit auszubilden, dass sie mit diesen An- 
gaben iibereinstimmen. [Juni 1880.] 











Ueber die geometrische Definition der Projectivitat auf den 
Grundgebilden erster Stufe. 


Von 


Fevix Kier in Miinchen. 


In der nachstehenden Notiz komme ich auf einen Gegenstand 
zuriick, den ich vor mehreren Jahren gelegentlich meiner Unter- 
suchungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie in Discussion gezogen 
hatte; ich meine v. Staudt’s Definition der Projectivitaét auf Grund- 
gebilden erster Stufe.*) Ich hatte damals auf eine Liicke in v. Staudt’s 
Darstellung aufmerksam gemacht, die in der That vorhanden ist, hatte 
aber, um sie zu beseitigen, zu einer iiberfliissigen Erganzung der De- 
finition meine Zuflucht genommen. Fine Correspondenz mit den 
Herren Liiroth und Zeuthen belehrte mich in der That bald, dass 
eine Beschrinkung meiner Zusiitze még!ich war. Indem ich meine neue 
hierauf gegriindete Anschauung in einer ausfihrlicheren Publication**) 
darlegte, glaubte ich inzwischen doch noch immer in einem Punkte 
an einer Vervollstiindigung der v. Staudt’schen Definition fest- 
halten zu sollen. Erst neuerdings bin ich durch Herrn Dar boux***) 
darauf aufmerksam gemacht worden, dass auch noch diese Erginzung 
iiberfliissig ist. Ich bin Herrn Darboux hierfiir um so mehr ver- 
pflichtet, als meine bez. Darstellung in einige neuere geometrische 
Publicationen ungeindert iibergegangen ist und also allgemein ver- 
breitet zu werden droht. 


Die Frage, um welche es sich handelt, kann folgendermassen 


*) Vergl. diese Annalen VI, p. 132, Note. 
**) Annalen VII, p. 581—537. 
***) Herr Darboux hatte inzwischen die Giite, mir eine ausfiihrlichere 
Darlegung seiner Auffassung dieser Theorie zur Verfiigung zu stellen, die ich 
hier nachfolgend (p. 55—61) zum Abdruck bringe. Die doppelte Besprechung 


desselben Gegenstandes wird durch seine Wichtigkeit gerechtfertigt erscheinen. 
[F. Klein. Ende Mai 1880.] 

















Definition der Projectivitit. 53 


bezeichnet werden. Bekanntlich definirt v. Staudt zwei Grund- 
gebilde erster Stufe als projectivisch, wenn sie derart aufeinander 
bezogen sind, dass je vier harmonischen Elementen des einen vier 
harmonische Elemente des anderen entsprechen. (Hiermit ist eo ipso 
ausgesprochen, wie ich schon hier ausdriicklich bemerken will, da 
spatter gerade auf diesen Umstand Gewicht zu legen ist: dass jedem 
Elemente des einen Gebildes ein Element des zweiten entspricht.) Es 
handelt sich nun um den Nachweis, dass die so erklirte Zuordnung 
vollig definirt ist, wenn man drei Paare zugeordneter Elemente kennt. 
Zu dem Zwecke beweise man zunichst nach Liiroth und Zeuthen 
(im Anschlusse an v. Staudt’s urspriinglichen Gedankengang), dass 
man, von drei Elementen ausgehend, durch immer wiederholte Con- 
struction eines vierten harmonischen Elementes das ganze Gebilde in 
der Weise mit Elementen iiberdecken kann, dass in jedem noch so 
kleinen vorgegebenen Segmente mindestens ein construirtes Element 
liegt. Ich .will die Gesammtheit der so construirbaren Elemente die 
rationalen nennen. Dann ist es an sich deutlich, dass den rationalen 
Elementen des einen Gebildes die rationalen Elemente des anderen 
unzweideutig entsprechen miissen (sofern man, wie vorausgesetzt wird, 
bei der beiderseitigen Construction von drei zugeordneten Elementen 
ausging). Aber es fragt sich, ob durch das Entsprechen der 
rationalen Elemente das Entsprechen der irrationalen Elemente 
mit gesetzt ist. Das irrationale Element kann definirt werden 
durch eine unendliche (gesetzmissige) Aufeinanderfolge rationaler 
Elemente, deren Grdnze es ist. Und nun war mein Zusatz zu 
v. Staudt’s Definition, an welchem ich auch in meiner zweiten Dar- 
stellung festhielt, der, dass man aus dem Entsprechen der unendlich 
vielen Elemente zweier derartiger Reihen rationaler Elemente auf das 
Entsprechen der beiderseitigen Griinzelemente solle schliessen diirfen. 
Ich hatte dem auch die andere Formulirung ertheilt: dass vier Ele- 
menten des einen Gebildes, welche eine ,,Folge“ bilden, auch wenn 
irrationale Elemente in Betracht kommen, allemal sulche vier Ele- 
mente des anderen Gebildes entsprechen sollen, welche wieder eine 
Folge bilden. — An dieser Stelle greift jetzt Herrn Darboux’s Be- 
merkung ein. Was ich ausdriicklich verlangte ist bereits eine noth- 
wendige Folge der v. Staudt’schen Definition. Denn nehmen wir 
an, dass vier Elementen des ersten Gebildes, welche eine Folge bilden, 
auf dem anderen Gebilde solche vier Elemente entspriichen, die es 
nicht thun. Dann kénnte man die ersten vier so in zwei Paare 
theilen, dass die beiden Paare ein gemeinsames harmonisches Paar 
besitzen, wahrend die entsprechenden zwei Paare von Elementen des 
anderen Gebildes kein gemeinsames harmonisches Paar haben. Den 
beiden Elementen des ,,harmonischen“ Paares auf dem ersten Gebilde 
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kénnten also iiberhaupt keine Elemente auf dem zweiten Gebilde ent- 
sprechen. Und das widerstreitet v. Staudt’s urspriinglicher Definition, 
die, wie ich schon oben hervorhob, ausdriicklich voraussetzt, dass 
jedem Elemente des einen ein Element des anderen Gebildes ent- 
sprechen solle. Unsere Voraussetzung war also unzulissig: was zu 
beweisen war. 

Man sieht zugleich den Punkt, in welchem ich irrte. Einseitig 
mit v. Staudt’s Erzeugung der projectivischen Beziehung beschiftigt 
verlor ich den Wortlaut der Definition aus den Augen. Ich suchte 
das Element zu construiren, welches, auf dem zweiten Gebilde, einem 
irrationalen Elemente des ersten Gebildes entspricht, und ich vergass, 
dass es sich zuniichst nur um die eindeutige Bestimmtheit dieses Ele- 
mentes handelt und dass es also geniigt, indirecte Beweisgriinde heran- 
zuziehen. 


Miinchen, im April 1880. 














Sur le théoreme fondamental de la géométrie projective. 


al 


par 


M. G. Darspoux 4a Paris. 
(Extrait d’une lettre 4 M, Klein). 


Dans deux Mémoires insérés aux tomes VI et VII des Mathematische 
Annalen vous vous étes occupé incidemment de la démonstration que 
v. Staudt a donnée du théoréme fondamental de sa géométrie de position. 
Cet éminent géométre prend pour base une définition particuliére de la 
projectivité et il dit que deux séries linéaires d’éléments sont en relation 
projective lorsque, a quatre éléments de l'une des séries en relation 
harmonique, correspondent toujours quatre éléments de l’autre série 
formant aussi, et dans le méme ordre, une suite harmonique. Lors- 
qu’on adopte cette définition, il y a a établir le théoréme suivant: 

Si deux séries de points pris sur une méme droite sont en relation 
projective, il ne peut pas y avoir plus de deux points de lune des séries 
qui coincident avec leurs homologues, ou, en d’autres termes: si trois 
éléments de Vune des séries coincident avec leurs homologues, il en sera 
de méme de tout autre élément. 

C’est de ce théoréme que v. Staudt donne, dans sa Geometrie 
der Lage, une démonstration que tout le monde avec vous s’accorde 
& regarder comme incompléte. Mais il me semble que si la démon- 
stration laisse 4 désirer, le théoréme lui-méme est parfaitement exact 
et qu'il peut étre établi sans le secours d’aucune hypothése complé- 
mentaire de la nature de celle que vous avez énoncée au tome VII 
p. 536 des Mathematische Annalen. 

Je supposerai d’abord que, laissant de cdté la géométrie de 
v. Staudt et employant les notions métriques, on accepte immédia- 
tement la représentation des points par des abscisses évaluées numéri- 
quement. On peut alors établir en toute rigueur le théoréme suivant: 

Si deux séries d’éléments se correspondent de telle maniére qua 
quatre éléments quelconques de lune des séries, formant une proportion 
harmonique , correspondent quatre éléments également en rapport harmoni- 
que, la correspondance est définie par cette unique propriété; et elle 
coincide avec la transformation homographique. 
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Il suffira évidemment de considérer le cas ot les deux séries sont 
composées de points sur une méme droite, et ot trois éléments de 
l'une des séries coincident avec leurs homologues; car on peut toujours 
réaliser cette derniére condition en soumettant lune des séries 4 une 
transformation homographique; on peut méme supposer que les points 
qui coincident avec leurs homologues sont définis par les abscisses 
0,1, co. Il résulte immédiatement de la définition de la correspondance 
considérée qu’i un point de l'une des séries correspond un seul point 
de autre. Soit x l’abscisse d’un point quelconque de la premiere série, 
« Yabscisse du point homologue. On aura x = g(x) et la fonction 
gy devra déja satisfaire aux trois conditions: 


(1) p(0)=0, p(l)=—1, p(co)=oo. 


Cela posé, considérons trois points, d’abscisses x,, x, 2, formant avec 
le point co une proportion harmonique; on aura 


+4, = 22. 


Comme les points homologues doivent aussi former une proportion 
harmonique, on devra avoir en méme temps 


9 (X,) + Y(x%3) = 2g(2), 


ce qui donne une premiére équation fonctionnelle 
(2) 9 (a) + p(x) = 29 (“t*) 
& laquelle devra satisfaire la fonction gm. Si je fais x, = 0 j'ai 
y (x,) = 29 (*) 
et par conséquent |’équation (2) peut s’écrire 
(3) P(X.) + P(x;) = p(x, + 2). 
On ne sait pas résoudre d’une maniére générale cette équation fonc- 
tionelle, tant qu’on ne suppose rien sur la fonction p.*) Mais il est 


*) L’équation fonctionnelle 


9() + p(y) = p(x + y) 
se rencontre dans un grand nombre de recherches de mécanique et de physique. 
Cauchy Ila résolue, avec plusieurs autres équations analogues, dans son analyse 
Algébrique, mais en supposant la fonction q continue. Dans un article sur la 
composition des forces en statique (Bulletin des Sciences Mathématiques t.1X. p 281) 
j'ai fait la remarque, & peu prés évidente, que la méthode de Cauchy s’applique 
encore et conduit an méme résultat si l’on suppose seulement que la fonction 
conserve son signe ou soit croissante dans un intervalle quelconque. Mais on peut 
aller plus loin et montrer que |’on aura g(x) = Az, A 6étant une constante, toutes 
les fois que la fonction p(x) sera asaujettie 4 )’unique condition de prendre dans 
un intervalle quelconque des valeurs positives et négatives qui, les unes ou les 
autres, soient inférieures en grandeur absolue & une limite fixe. Ainsi il suffira, 
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clair que nous n’avons fait usage que d'une partie de la définition 
générale et nous allons en effet obtenir des propriétés nouvelles de la 
fonction g. 


Considérons les quatre points en proportion harmonique, ayant pour 
abscisses %,, 2, 23, — 2%. On aura 


(4) Wy Ly = Hy?. 
les abscisses des points correspondants seront (x,), p(x,), (a), 
y(—2;) ou, en vertu de l’équation (3) 


P(x,), P(t), P(%3), —p(#s) 
et l’on devra avoir 


P (1) P(%2) = [ (as)]? 
ou 


par exemple, qu’ il y ait un seul intervalle dans lequel les valeurs positives de 
la fonction demeurent inférieures 4 un nombre fixe, pour que l’on ait p(w) = Aw. 
En effet, de l’équation 


p(x) + p(y) = o(@+ 9) 

on déduit aisément que la fonction 
p (x) = (x) — xq(1) 

1° s’annule pour toutes les valeurs commensurables de x, 2° satisfait aussi a 
léquation 

v(z)+oy=—vaty) * 
et par conséquent reprend la méme valeur pour deux valeurs de x qui different 
d'une quantité commensurable quelconque. Elle prend donc dans un intervalle 
déterminé toutes les valeurs qu’elle peut acquérir dans les autres intervalles, Par 
suite si elle n’est- pas constamment nulle, si l’on a, par exemple, 


(a) 20 
on en déduira ™ 
(mato) = mp (wo) 2 0, 


m étant un nombre commensurable, aussi grand qu’on le veut, positif ou négatif. 
Ainsi la fonction prendra des valeurs positives ou négatives aussi grandes qu’on 
le voudra, et il y aura dans tout intervalle une infinité de valeurs de a qui feront 
acquérir ces valeurs & la fonction. 

Par suite si les valeurs positives ou négatives de la fonction dans un intervalle 
quelconque doivent demeurer finies, il faudra nécessairement que |’on ait 

w(x) =0 

ou 


9 («) = xy(1) 
pour toute valeur de z. 


Au point de vue de la question qui nous occupe, la remarque précédente 
aurait pour conséquence le théoréme suivant: 

Si la correspondance est définie par la condition qu’d trois points quelconques 
M, M’, M” formant avec le point déterminé A une proportion harmonique, corre- 
spondent trois points N, N’, N” formant avec le point déterminé B une proportion 
harmonique, cette correspondance est la transformation homographique, pourvu 
qu’il existe au moins un intervalle, ne comprenant pas de point de la premiére 
série dont homologue soit aussi rapproché de B qu’on le voudra. 
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(5) P (21) P(X) = [p (Vx, 2»)]?. 
Remarquons qu’en vertu de la relation (4), x, et x, sont de méme 


signe. Si donc l’on fait x, — 1, on supposera simplicitement 2, positive 
et Yon aura 


(6) p(x) = (Yz,)]?. 

Cette équation nous montre que g(x) sera positive toutes les fois 
que x le sera. 

On peut considérer maintenant la recherche comme achevée, car 
Pégalité 

p(x+h) — (x) = oh) 

nous montre que la fonction sera croissante; et comme pour toutes 
les valeurs commensurables de x on a 


p(%) = zp(l) = 2 
on peut conclure que la méme expression a lieu pour les valeurs in- 
commensurables de 2. 

Voila done la proposition entiérement démontrée; il est vrai que 
nous avons employé la géométrie métrique; mais vous n’aurez aucune 
peine & admettre a priori que les raisonnements qui précedent peuvent 
en quelque sorte étre traduits dans la géométrie de position. C’est ce 
que je vais faire voir en peu de mots. 

Je.commenceral par établir un lemme préliminaire. Considérons 
deux segments PQ, P’Q divisant harmoniquement un autre segment 
AB. On sait que ces deux segments PQ, P’Q sont compris l'un dans 
Yautre ou n’ont aucune partie commune. Done si deux segments em- 
pietent Tun sur Vautre, il nexiste pas de segment les divisant tous les 
deux harmoniquement. 

Je vais démontrer au contraire que si deux segments PQ, P’Q 
nempictent pas l'un sur Vautre, il existe toujours au moins un segment 
les divisant harmoniquement. 

Supposons, pour éviter toute difficulté relative 4 l’infini, que les 

oo deux segments aient été rapportés sur 

7’ une conique ou, si l’on veut, considérons 

la droite comme une courbe fermée et 
soient p’, q’ les conjugués harmoniques 
e* P , Q@ par rapport au segment PQ; 

p,q seront dans l’are Pa@ qui ne con- 
y tient pas le segment P’Q. Supposons 

qu'un point M se meuve de P’ en Q; 
/-@° son conjugué harmonique mw par rapport 
au segment PQ parcourra lare pad, 
tandis que le conjugué harmonique 
uw du méme point par rapport au segment P’.@Q parcourra l’arc 
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P’ PaQ@. Il y aura done au moins une position de M pour laquelle 
uw et mw’ coincideront. 

Nous admettons, on le voit, que si deux mobiles se meuvent sur 
une droite d’une maniére continue, c’est-a-dire de maniére 4 occuper 
toutes les positions, et que l'un, aprés étre demeuré en arriére, finisse 
par dépasser l'autre, il y aura au moins une position dans laquelle ils 
coincideront. Mais vous verrez facilement qu'il n’y a pas la de 
désavantage pour la démonstration nouvelle. La proposition précédente 
ou des propositions auxquelles il est aisé de la ramener doivent étre 
admises quand on a a représenter par un nombre une grandeur in- 
commensurable et en particulier 4 définir la racine carrée, qui est 
employée dans |’équation (6) de la premiére démonstration. 

Il résulte de ce qui précéde un moyen précis de reconnaitre si deux 
segments empiétent ou n’empiétent pas l’un sur l’autre; il suffira de 
chercher s'il y a un troisitme segment qui les divise harmoniquement. 

Cela posé, considérons sur une méme droite deux séries projectives 
de points et supposons que les trois points A, B, C de l'une des séries 
coincident avec leurs homologues. II] resulte des belles recherches de 
MM. Liiroth et Zeuthen que vous avez exposées au tome VII des 
Mathematische Annalen (p. 531) que, dans tout intervalle, il y aura des 
points qui coincideront avec leurs homologues (ce sont les points qui, 
dans notre premiere démonstration, ont leurs abscisses rationnelles). 
Je dis que tout autre point x coincidera avec son homologue 2’. En 
effet, s'il en était autrement, nous pourrions prendre entre x et # deux 
points A et B, dans l’ordre (cA Bw’), que coincideraient avec leurs 
homologues. Alors les deux segments «A, Bz’, n’empiétant pas l'un 
sur lautre seraient divisés harmoniquement par un troisitme segment 
et par conséquent les segments «A, Bx formés par les quatre points 
homologues de x, A, B, x’ devraient étre divisés harmoniquement par 
le segment m’n’, homologue de mn. Or cela est impossible, puisque 
les deux segments «A, Bx, empiétant l'un sur l'autre, ne peuvent 
admettre aucun segment qui les divise tous les deux harmoniquement. 
Il est done impossible que 2’ ne coincide pas avec « et la proposition 
de v, Staudt se trouve établie dans toute sa généralité. 

Une fois le théoréme fondamental établi, on peut en déduire de 
nombreuses conséquences. I] est aisé par exemple de reconnaitre avec 
v. Staudt (Geometrie der Lage § 121—122) que lon peut définir 
la correspondance projective ou homographique dans le plan ou dans 
Vespace par |’unique condition qu’a des points en ligne droite de ’une 
des figures correspondent dans l’autre des points en ligne droite. On 
déduit en effet facilement de cette définition et du principe fonda- 
mental 1° qu’ un point correspond un seul point, 2° qu’a une droite 
ponctuée correspond une droite ponctuée projectivement, 3° que si quatre 





60 G. Darsovx, 


points d’un plan dont trois ne sont pas en ligne droite coincident avec 
leurs homologues, il en sera de méme de tout autre point du plan, ete. 

Mais il y a une autre conséquence du theoreme fondamental sur 
laquelle je désirerais, en terminant, appeler votre attention. Mdbius 
dans son beau Mémoire Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein 
geometrischer Darstellung (Abh. der K. S. Ges. d. Wissensch. IV.) 
se propose d’étudier la transformation la plus générale dans laquelle 
& un cercle corresponde un cercle et il arrive au fond a cette con- 
clusion qu’une telle transformation équivant a l’inversion (transfor- 
mation par rayons vecteurs réciproques) accompagnée de déplacements. 
Mais pour établir cette intéressante proposition il suppose, et il le dit 
expressivement (p. 535), que la correspondance des deux figures soit 
assujettie aux conditions de continuité. Je me propose de montrer, en 


m’appuyant sur ce qui précéde, que ces conditions ne sont pas 
nécessaires. 


Supposons en effet que l’on veuille rechercher la transformation 
la plus. générale dans laquelle 4 un cercle correspond un cercle. I! 
est clair d’abord qu’A un point devra correspondre un seul point. A 
tous les cercles passant par un point A de la premiére figure (CU) 
devront correspondre tous les cercles passant par le point correspon- 
dant A’ de la seconde figure (C’): soumettons la premiére figure (C) 4 une 
inversion ayant pour pole A, ce qui donnera une figure (D), et de 
méme la figure (C’) 4 une inversion ayant pour pole A’, ce qui donnera 
une figure (D’). Les deux figures (D), (D’) étant telles qu’a une droite 
de lune corresponde une droite de l'autre seront en correspondance 
homographique. Mais cette correspondance doit étre telle qu’a un 
cercle corresponde un cercle et il est aisé de reconnaitre que cela ne 
peut avoir lieu que si les deux figures sont semblables. 


En effet les points a l’infini de (D) ne peuvent avoir leurs homo- 
logues de (D’) qu’a linfini. Car soit m un point a l’infini de (D); si 
ce point avait pour homologue un point m’ a distance finie, & tout 
cercle de (D’) passant par m’ devrait correspondre une courbe allant 
& Vinfini, ce qui est impossible puisque "homologue de ce cercle est 
un cercle. Done les droites de l’infini se correspondent dans les deux 
figures. A un parallélogramme de la premiére figure correspond un 
parallélogramme de la seconde. Donc, comme le remarque Mobius, 
& un rectangle (parallélogramme inscrit dans un cercle) correspond un 
rectangle; & un angle droit, un angle droit; 4 un carré (rectangle 
& diagonales rectaugulaires) correspond un carré. 

D’apres cela soit ABCD un carré de (D) ayant pour homologue 
le carré A’ BC’ D’ de (D’). On peut toujours amener ces deux carrés 
& la coincidence en soumettant la figure (D’) & une transformation 
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homothétique et & un déplacement. Alors les deux figures homo- 
graphiques ayant quatre points coincidents seront superposables dans 
toute leur étendue. 

Ainsi la transformation cyclique de Mobius peut toujours se réaliser 
au moyen d’une inversion [passage de (C’) en (D’)] suivie d’une trans- 
formation homothétique et d’un déplacement [passage de (D’) en (D)| 
et enfin d’une autre inversion [passage de (D) en (C)]. On sait que 
toutes ces opérations peuvent toujours se ramener soit 4 une seule in- 
version, soit & une transformation homothétique, précédées ou suivies 
d’un déplacement. 


Paris. 





Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen.*) 


Von 


Fevrx Kiem in Miinchen. 


Durch eine Reihe von Arbeiten, die im XIV. und XV. Bande der 
mathematischen Annalen verdffentlicht sind, bin ich allmahlich zu 
einer allgemeinen und im Wesentlichen neuen Auffassung der ellip- 
tischen Modulfunctionen gefiihrt worden. Indem ich im Folgenden 
einige auf diese Auffassung beziiglichen Ideen entwickele, ist meine 
besondere Absicht, zu zeigen, dass die verschiedenen Formen, welche 
man den Modulargleichungen ertheilt hat und die in gewissermassen 
verwirrender Mannigfaltigkeit bisher unvermittelt neben einander standen, 
sich einem einfachen, allgemeinen Principe als sehr specielle Fille ein- 
ordnen. 


I. 
Allgemeines iiber elliptische Modulfunctionen. 


Die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, wie ich sie auf- 
fasse, hat es mit allen solchen eindeutigen Functionen einer Variablen 
@ zu thun, welche gegeniiber ganzzahligen linearen Substitutionen 
von der Determinante Eins: 


ao + B 

yo+o 

ungeiindert bleiben. Diese Substitutionen brauchen im einzelnen Falle 
die Gesammtheit aller ganzzahligen Substitutionen dieser Art durchaus 
nicht zu erschépfen; sie bilden also, allgemein zu reden, eine in der 
Gesammtheit enthaltene Untergruppe. Daher scheint es mir ein erster 
wichtiger Schritt zu einem planmiissigen Studium der elliptischen Modul- 
functionen zu sein, dass man alle in der erwihnten Gesammtheit ent- 
haltenen Untergruppen aufstelit und nach sachgemissen Riicksichten 
classificirt. Meine heutige Darlegung soll sich, soweit sie sich auf 


o = 


*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie, Sitzung 
vom 6. Decbr. 1879. 
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derartige allgemeine Fragen bezieht, auf die Besprechung einiger Classi- 
ficationsprincipien und der aus ihnen hervorgehenden functionentheo- 
retischen Folgerungen beschriinken. Ich nehme dabei an, was freilich 
eine grosse Beschrinkung ist, dass die in Betracht kommenden Unter- 
gruppen einen endlichen Index haben, d. h. dass sie einen endlichen 
Theil der Gesammtheit aller w-Substitutionén umfassen. 

Zwiorderst ist ersichtlich, dass alle die Gesichtspunkte, die man, 
seit Galois, bei endlichen Gruppen von Transformationen kennt, auch 
bei unendlichen Gruppen, und somit bei der Gruppe aller w-Substi- 
tutionen, ihre Bedeutung behalten. Ich spreche demnach von ausge- 
zeichneten Untergruppen, indem ich darunter solche verstehe, die mit 
der Gesammtheit aller w-Substitutionen vertauschbar sind, — oder 
auch von relativ ausgezeichneten Untergruppen, die, in einer umfassen- 
deren Untergruppe enthalten, sich wenigstens mit den Substitutionen 
dieser umfassenderen Untergruppe vertauschbar erweisen. Kine leichte 
Ueberlegung zeigt, dass in der That die Gesammtheit der w-Sub- 
stitutionen die verschiedenartigsten ausgezeichneten Untergruppen ent- 
halt, dass also die Gesammtheit, um den Galois’schen Ausdruck zu 
gebrauchen, eine ,,zusammengesetzte“, und sogar eine héchst zusammen- 
gesetzte Gruppe ausmacht. 

Mein gweites Classificationsprincip griindet sich auf die arithmetische 
Natur der Substitutionscoéfficienten a, B, y, 0, welche bei Substitu- 
tionen der Untergruppe vorkommen. Es ist dieses Princip gewisser- 
massen ein empirisches. Es hat sich naimlich gezeigt, dass sich die 
bei einer Untergruppe auftretenden a, 8, y, 0 in vielen Fallen dadurch 
charakterisiren lassen, dass man Congruenzen angiebt, denen diese 
Coéfficienten in Bezug auf einen Zahlenmodul m geniigen. Ich spreche 
dann von einer Congruenzgruppe, und zwar der m‘" Stufe, sofern m 
die kleinste Zahl ist, die zur Definition der Untergruppe ausreicht. 
Aber es muss stark hervorgehoben werden, dass durchaus nicht alle 
Untergruppen Congruenzgruppen sind. Die Congruenzgruppen sind 
diejenigen, mit denen man sich bisher fast ausschliesslich beschiftigt 
hat; die anderen Gruppen scheinen desshalb nicht weniger interessant; 
nur sind sie, zunichst, weniger zuginglich. 

Ich komme nun zu meinem dritten, functionentheoretischen Kin- 
theilungsprincipe. Dasselbe diirfte insofern das wichtigste sein, als 
sich vermége desselben gewisse Schwierigkeiten, welche sich bisher 
einem weiteren Fortschritt in der Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen entgegengestellt hatten, einfach wegheben. — Ich muss dabei 
auf die bereits zu Kingang dieser Mittheilung citirten Arbeiten zuriick- 
greifen. Ich zeigte in denselben an verschiedenen Stellen (Annalen, 
Bd. XIV p. 133, 420 ete.), dass jeder in der Gesammtheit der w-Sub- 
stitutionen enthaltenen Untergruppe vom Index uw in der w-Ebene ein 
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gewisses, noch in vielen Hinsichten willkiirliches, Fundamentalpolygon 
entspricht, das aus 2u, abwechselnd schraffirten und nicht schraffirten, 
»lementardreiecken“ besteht, und dessen Kanten vermége der Sub- 
stitutionen der Untergruppe paarweise zusammengehdren. Die ge- 
schlossene Fiche, welche durch Vereinigung der zusammengehérigen 
Kanten des Fundamentalpolygons entsteht, besitzt, im Sinne der 
Analysis situs, ein gewisses Geschlecht, p, — und der Zahlenwerth 
dieses p, welches ich kurz als Geschlecht der Untergruppe bezeichne, 
ist mein functionentheoretisches Eintheilungsprincip. Es gilt vor allen 
Dingen, zu unterscheiden, ob p = 0 ist, oder nicht. 


An die so exponirte Theorie der Untergruppen schliesst sich nun 
eine Lehre von den zugehdrigen Moduln, d.h. von solchen eindeutigen 
Functionen von @, M(@), die bei den Substitutionen der Untergruppe, 
nicht aber bei anderen Substitutionen ungeindert bleiben. Aus nahe 
liegenden Griinden betrachte ich hier, wo es sich um Untergruppen 
von endlichem Index handelt, nur soleche Moduln, die innerhalb der 
durch das Fundamentalpolygon definirten geschlossenen Fliche keine 
Unstetigkeiten héherer Art besitzen; ich nenne sie algebraische Moduln. 
Hier wird nun sogleich das Geschlecht der Untergruppe von Wichtigkeit. 


“Ist p= 0, so kann man einen zugehirigen algebraischen Modul 
so wiihlen, dass er jeden vorgegebenen Werth im Fundamentalpolygon 
nur einmal annimmt. Ist aber p > 0, so muss man, um den einzelnen 
Punkt des Fundamentalpolygons zu bezeichnen, mindestens zwei Moduln 
gleichzeitig betrachten, zwischen denen dann eine Gleichung von dem 
betreffenden p besteht. — Dementsprechend rede ich im ersten Falle 
von einem Hauptmodul, im zweiten von den Moduln eines vollen 
Systems, wobei selbstverstiindlich ist, dass man, im, zweiten Falle, 
statt zweier Moduln ev. eine gréssere Zahl von Moduln verwerthen 
kann, die dann an eine Reihe algebraischer Identititen gebunden sind. 

Man hat nun sofort folgenden Satz: 


Alle zur Untergruppe gehorigen algebraischen Moduln, sowie alle 
algebraischen Moduln, die einer umfassenderen Untergruppe angehiren, 
driicken sich, fiir p=0, durch den Hauptmodul, anderenfalls durch 
die Moduln des vollen Systems rational aus. 

Dann aber nachstehendes Resultat, vermége dessen, wie ich schon 
andeutete, eine vielfach aufgeworfene Frage erledigt wird: 

Soll w' mit @ durch eine Substitution einer vorgelegten Untergruppe 
zusammenhiingen, so ist, falls p=O0, nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreicheud, dass der Hauptmedul, berechnet fiir @, mit dem fiir 
« berechneten Hauptmodul iibereinstimmt. Ist aber p > 0, so st fiir 
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den gleichen Schluss die Gleichheit aller Moduln eines vollen Systems 
erforderlich. — : 

Uebrigens spreche ich, den anderen bei den Untergruppen ge- 
troffenen Unterscheidungen entsprechend, von Congruenzmoduln (der 
me" Stufe), so wie von ausgezeichneten Moduln. Nur beziiglich letzterer 
sei hier eine Bemerkung gestattet. Wenn die Moduln M(@), M,(@), --- 
das volle System einer ausgezeichneten Untergruppe bilden, so driicken 
sich , wie nian sofort sieht, alle Werthe M (26), M, (sete yore 
durch die urspriinglichen Werthe rational aus. Nun zeigen die Ueber- 
legungen, die ich Annalen Bd. XV., p. 251 ff. entwickelte, dass man 
in solechen Fallen M, M, so wihlen kann, dass die rationalen Aus- 
driicke in lineare iibergehen. Etwas Aehnliches gilt fiir solche Unter- 
gruppen, die nicht schlechthin, sondern nur relativ ausgezeichnet 
sind. — Eine solche Wahl scheint in vielen Beziehungen zweckmissig, 
wie ich noch weiter unten hervorzuheben habe, und in der That hat 
man auch friiher, ohne die in Rede stehenden allgemeinen Ueber- 
legungen zu haben, ausgezeichnete Moduln, wenn sie auftraten, immer 
diesem Principe entsprechend gewihlt. 


Zu den somit zur Sprache gebrachten allgemeinen Definitionen 
méchte ich hier nur einige wenige Beispiele anfiihren, indem ich 
iibrigens auf meine anderen neueren Publicationen verweise: 


1. Die Theorie der Modulfunctionen bekommt dadurch einen be- 
sonders einfachen Charakter, dass die Gesammtheit aller w-Substitu- 
tionen, als Gruppe aufgefasst, das Geschlecht Null besitzt. Desshalb 
giebt es einen Hauptmodul, der allen anderen Moduln tibergeordnet 
ist, die absolute Invariante J (Herrn Dedekind’s Valenz, vergl. 
Borchardt’s Journal Bd. 83). 


2. Die v Wurzel aus dem Legendre’ schen x? , sowie die v* Wurzel 
aus x? x? ist fiir jedes ganzeahlige v ein Hauptmodul. Kine nahe- 
liegende Frage ist die, wesshalb in der bisher tiblichen Theorie von 
diesen Moduln nur eine kleine Zahl auftrat, nimlich x?, x, /x, 
Vx, 2x2, xx’, Vux, Vax, xx, ux, Vux, ‘ux. Die Antwort 
ist, dass unter allen Moduln j/x®, j/x?x? nur diese Congruenzmoduln 
sind*), 


*) Ich benutze diese Gelegenheit zu einer Berichtigung. Dass nicht jeder 
Modul ein Congruenzmodul ist, habe ich bereits im XIV. Bande dieser Annalen 
p. 128, 129 ausgesprochen, Zugleich verwies ich auf zwei friiher von mir be- 
rechnete Gleichungssysteme (Annalen XII, p. 175, 176), durch welche derartige 
Moduln definirt werden; das eine ist vom siebenten, das andere vom zehnten 
Mathematische Annalen. XVII 5 
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3. Als einen Hauptmodul fiinfter Stufe und zugleich als einen 
,ausgezeichneten“’ Modul, der sich bei beliebigen o-Substitutionen 


linear transformirt, bringe ich hier die Ikosaederirrationalitét » in . 


Erinnerung (Annalen, Bd. XIV, p. 158). Desgleichen als volle Systeme 
ausgezeichneter Moduln von der siebenten Stufe (die auch nach dem 
Princip der linearen Transformation gewihlt sind): einmal die drei 
Verhiltnissgréssen 4::v (Annalen, XIV, p. 456), zwischen denen 
die Gleichung besteht: 
Bat wrv+rr,=—0, 

dann die vier Verhiiltnissgréssen x, : 7, : 2: Z, (Annalen XV, p. 268), 
fiir die man folgende Relationen hat: 


SS ®& —«2y2? 0 
| %2 0 xy — 4,72 =0- 
| w — 2,2 0 X | 


' Das zugehérige Geschlecht ist gleich drei. 


II. 
Anwendung auf die Transformationstheorie. 


Unter Transformation n" Ordnung sei der Uebergang von @ zu 


‘ 


a = = verstanden, oder, was noch vortheilhafter ist, weil es die 
Umkehrbarkeit der in Betracht kommenden Operation deutlicher her- 
vortreten lisst, der Uebergang von @ zu w = — =. Dann ist das 


allgemeinste Problem, welches man aufstellen mag, dieses: 


Man soll alle algebraischen Gleichungen angeben, die, einem solchen 
Uebergange entsprechend, zwischen irgendwie gegebenen algebraischen 
Moduln und ihren transformirten Werthen statthaben. 


Es ist nun keineswegs meine Absicht, dies Problem in voller 
Allgemeinheit hier zu behandeln. Vielmehr geniigt mir ein viel be- 


Grade. Es hat mich nun Herr Cayley darauf aufmerksam gemacht, dass 
die Gleichung zehnten Grades numerisch falsch angegeben ist. Zugleich hatte 
Herr Cayley die Giite, seinerseits die betr. Rechnung von Neuem (unter Benutzung 
der auch von mir eingehaltenen Methode) durchzufiihren. Sein Resultat ist, in 
der von mir im XIV. Bande eingehaltenen Schreibweise , das folgende: 
J:J —1:1= (5a — 27) (12523 — 25a — 265a — 243) 
: (— 31252 + 9375a' + 1875023 + 87502 
+ 30375. + 19683)? 
: — 1382400000 a? (a + 1)%. 


[Mai 1880. ] 























Elliptische Modulfunctionen. 67 


scheideneres Ziel. Ich erinnere zunichst an die Gleichungen, welche 
zwischen J(@) und J(@) J’ bestehen und die man als Prototyp 
aller Modulargleichungen erachten kann. Sodann wiinsche ich zu zeigen, 
dass es unendlich viele von vorneherein erkennbare Faille giebt, in denen 
Gleichungssysteme auftreten, welche mit den zwischen J und J’ be- 
stehenden Transformationsgleichungen in allen wesentlichen Eigenschaften 
iibereinstimmen. — Als wesentlich erachte ich dabei den Grad der 
Gleichung, ihre Galois’ sche Gruppe und die Vertauschbarkeit der in 
ibr auftretenden Argumente. 


Den eigentlichen Kern meiner bez. Ueberlegung bildet ein gruppen- 
theoretischer Satz, der als selbstverstindlich gelten kann. Es handelt 
sich darum, einzusehen, dass zwei Untergruppen m* und n'e* Stufe, 
sobald m und n theilerfremd sind, eine Untergruppe mn'* Stufe gemein 
haben, die innerhalb der Gruppe m'e Stufe dieselbe Stellung einnimmt 
wie die Gruppe n'* Stufe innerhalb der Gesammtheit der w-Sub- 
stitutionen. Und dies folgt einfach daraus, dass irgendwelche Con- 
gruenzen, denen Zahlen a, 8, y, 9 modulo m unterworfen sein mégen, 
mit anderen Congruéhzen, denen dieselben Zahlen modulo n genitigen 
sollen, in keiner Weise collidiren kénnen, sobald m und », wie voraus- 
gesetzt, relativ prim sind. 


Auf Grund dieser Anschauung priife man jetzt die Schliisse, welche 
zur Existenz der zwischen J und J’ bestehenden Transformations- 
gleichung und ihren Eigenschaften hinleiten*). Man sieht dann sofort, 
dass der gruppentheoretische Theil derselben ungeiindert bleibt, wenn 
man an die Stelle der Gesammtheit der @-Substitutionen irgend eine 
Untergruppe m'* Stufe setzt, sofern m zum Transformationsgrade n 
relativ prim ist. — Und nun handelt es sich, will man zu meinem 
allgemeinen Satze kommen, nur noch darum, dies gruppentheoretische 
Resultat functionentheoretisch zu interpretiren. Offenbar muss man, 
dem Obigen zufolge, unterscheiden, ob das Geschlecht der Untergruppe 
me" Stufe gleich Null ist oder nicht. Im ersteren Falle kann man 
auch functionentheoretisch so weiter schliessen, wie man es bei der 
absoluten Invariante J that; nur tritt an die Stelle von J der betr. 
Hauptmodul. Wir haben dann folgenden ersten Satz: 


Ist M ein Hauptmodul m'* Stufe, so bestehen fiir alle Transfor- 
mationsgrade n, die zu m relativ prim sind, zwischen M(w) = M und 


M (— ) = M’ Gleichungen, die nach Grad, Galois’ scher Gruppe 


*) Man kann diese Schliisse sehr knapp zusammenziehen, so dass gar keine 
Rechnung mehr erforderlich ist. Vergl. die Darstellung bei Dedekind, Borchardt’s 
Journal Bd. 83, wo indess die Galois’sche Gruppe nicht bestimmt wird. 


5* 
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und Vertauschbarkeit der Argumente mit der zwischen J und J’ be- 
stehenden Transformationsgleichung wibereinstimmen. 

Im zweiten Falle bedarf das Schlussverfahren einer Modification, 
die aber, nach dem Vorausgegangenen, nicht mehr schwer zu finden 
ist. Statt der einen Invariante J muss man jetzt sdimmtliche Moduln 
M, M,, ---~ eines vollen Systems gleichzeitig betrachten. Zwischen 


den Werthsystemen M(m) = M, M,(@) = M,, --- und om (— *) 
= DM’, M, (— ") = M,;, --- findet jetzt ein Entsprechen statt, das 


dem zwischen J und J’ durchaus analog ist. Man hat also statt einer 
Gleichung zwischen zwei Gréssen das, was die Geometer eine ,,Corre- 
spondene“ nennen, und zwar eine Correspondenz auf einer ,,Curve vom 
Geschlechte p.‘ 

Grad und Galois’ sche Gruppe dieser Correspondenz sind wieder 
dieselben, wie bei der zwischen J und J’ bestehenden Gleichung; auch 
ist die Correspondenz, wie jene Gleichung, in den zweierlei in Betracht 
kommenden Argumenten symmetrisch. a 

Es ist kein Grund vorhanden, derartige. Correspondenzen nicht 
ebenso in Betracht zu ziehen, wie jene Gleichungen; wir haben also 
schliesslich fiir jeden Transformationsgrad n unendlich viele Gleichungs- 
systeme, die siimmtlich als Modulargleichungen bezeichnet werden kinnen ; 
und dies ist der Satz, um dessen Ableitung es sich bei der heutigen 
Gelegenheit handelte. 


Dass sich nun, wie in der Einleitung bemerkt, simmtliche bisher 
aufgestellten Modulargleichungen in. das so gewonnene allgemeine 
Schema als sehr specielle Fille einordnen, ist leicht zu sehen*); ein 
“specieller Nachweis wiirde hier zu weit fiihren.. Ich erinnere nur an 
die Jakobi-Sohnke’schen Modulargleichungen fiir j/x, an die 
Schréter’schen Modulargleichungen in irrationaler Form, etc. Dabei 
ist freilich eine gewisse Kritik néthig, sobald es sich um Correspon- 
denzen handelt. Natiirlich muss man bei einer solchen Correspondenz 
immer den zwischen M, M,, --- einerseits, und den zwischen 
M’', M,',--~- andererseits bestehenden Identititen Rechnung tragen. | 
Aber auch dann wird die Correspondenz nicht immer durch eine Gleichung 
zwischen den M, M,,--- und den M’, M,’,--- definirt sein. Hat man also 
durch irgend eine Methode eine solche Gleichung gefunden, so bleibt | 


*) Ich betone ausdriicklich, dass es sich im Texte nur um Modulargleichungen 
handelt (bei denen Vertauschbarkeit der Argumente Statt hat), nicht aber um 
Multiplicatorgleichungen oder andere verwandte Gleichungen. 
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zu untersuchen, ob sie zur vollen Definition der gewollten Correspon- 
denz ausreicht, und wenn es nicht der Fall ist, so muss man eben 
noch weitere Relationen zwischen den M, M’ aufsuchen*), — . 

Noch folgende Bemerkung mége hier eine Stelle finden. Es sollen 
die Moduln M, M,,--- der m'*" Stufe ausgezeichnet und dabei so ge- 
wihlt sein, dass sie sich bei beliebiger w-Substitution linear trans- 
formiren. Dann sieht man leicht, dass die zwischen den M und M’ 
bestehenden Relationen bei gewissen simultanen linearen Transfor- 
mationen der M, M’ ungeiindert bleiben miissen. Handelt es sich also 
darum, die fraglichen Relationen explicite herzustellen, so kann es 
vortheilhaft sein, vorher alle von M, M’ abhingenden Ausdriicke zu 
bilden, die diese Higenschaft der Unveriinderlichkeit besitzen. Eine 
solche Untersuchung, die der linearen Invariantentheorie**) angehort, 
kann z. B. mit Nutzen bei den gewoéhunlich betrachteten, zwischen x? 
und 4? bestehenden Gleichungen durchgefiihrt werden. Ich habe den- 
selben Gedanken bereits friiher (Annalen XIV, p. 162 — 164) benutzt, 
um fir die niedrigsten Transformationsgrade die Ikosaedermodular- 
gleichungen ohne Weiteres hinzuschreiben. Ich habe ihn neuerdings 
herangezogen, um wenigstens einige Modularcorrespondenzen der sie- 
benten Stufe zu bilden. Die Moduln, welche ich dabei verwende, und 
die zwischen ihnen bestehenden identischen Relationen wurden bereits 
oben genannt. Ich kann also sofort die Resultate anfiihren, was nun- 
mehr zum Schlusse geschehen mag. Es sind folgende: 


*) Herr Stud. Hurwitz, der mich bei solchen Untersuchungen unterstiitzte, 
wurde dabei fiir den 23. und 47. Transformationsgrad zu folgenden eleganten 
Gleichungen gefiihrt: 


Vurt+Verv4+Va Vax’ 42’ == 1, 
[2(Vaat+Vev —1)— V2 Wun av]? 
=8(Vxat Vad +1) —7)/16 un’ ar’. 


Hier bedeuten 4, 4 in der iiblichen Weise die transformirten Werthe von 
x, x. Das volle System der in Betracht kommenden Moduln ist durch 


Vx, Vx, Vax 
gegeben, zwischen denen folgende Identitaiten bestehen: 
- (Vx y+ (/) =1, (‘ux’)? = Vx : Vs; 

die zugehérige Untergruppe ist von der 48. Stufe. — Jede der beiden angegebenen 
Gleichung€n stellt die bei ihr in Betracht kommende Correspondenz rein dar. 

**) Natiirlich gilt etwas Aehnliches in beschriinkterem Sinne, wenn es sich 
nicht um ausgezeichnete Moduln schlechthin, sondern um ,,relativ ausgezeichnete“ 
Moduln handelt. Hieher gehiren z. B. die bekannten Regeln, welche die Art der 


Glieder bestimmen, die in den zwischen Vx, Vr bestehenden Gleichungen auf- 
treten, “ 
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1) Fir n =3 und n = 5 erhdlt man nachstehende einfache lineare 
Gleichungen , deren jede zur Definition der bei ihr in Betracht kommenden 
Correspondenz ausreicht : 4 


VAt+uut vv =0*), 
My Ly + %; %, + LY Ly + Fy Z, = 0. 
2) Die Modularcorrespondenz fiir n = 2 wird durch irgend zwei 
der folgenden drei Gleichungen vollig definirt: 
Le X, + a, % —YV2- 2, x, = 0, 
Ly Ly + ©, % — V2 - ay x, = 0, 
Uy Ly + %y Ly — 2-4, x, = 0. 


3) Fiir n=4 bekommt man das einfachste**) Resultat, wenn 
man die 4: u:v heranzieht. Die Correspondenz ist dann ndmlich durch 
die eine Formel gegeben: 


(Q?- Aw top? -wr tv? vd)t (Nw + ew’ + vd) =O, 


sofern ausdriicklich festgesetzt wird, dass man von der evidenten (doppelt- 
stihlenden) Lisung 

Msp iv =Asuiy 
absehen soll. 


Miinchen, im November 1879. 


*) Diese Gleichung stellt sich vermége ihrer dreigliedrigen Form unmittelbar 
neben die bekannten Formen: 


Vwl<t+Vu1' =1, Vurt+ V0) = ‘; 
die Legendre fiir den dritten Grad und Giitzlaff fiir den siebenten Grad ge- 
wonnen haben. 
**) Ich hatte zuniichst nur mit den a: x, : %: 2, operirt; das Resultat, wie 
es im Texte mitgetheilt ist, riihrt von Herrn Hurwitz her. 
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Ueber Relationen zwischen Classenzahlen binarer quadratischer 
Formen von negativer Determinante. 
(Erste Note)*). 
Von 


J. GrersTerR in Bamberg. 


Die acht Formeln, welche Herr Kronecker*™) zwischen den 
Classenzahlen der quadratischen Formen von negativer Determinante 
aufgestellt hat, sind dadurch hergeleitet worden, dass man in den 


Modulargleichungen, welche zwischen u = j/k, v = j/l, resp. zwischen 
Potenzen von diesen Gréssen bestehen, die beiden Moduln einander 
gleichsetzte***). Auf ganz demselben Wege kann man aus den von 
Herrn F. Klein eingefiihrten Modulargleichungen der reguliren 
Korper +) analoge Relationen herleiten, welche in Bezug auf den ein- 
fachen arithmetischen Aufbau mit den Formeln Kronecker’s auf 
gleicher Stufe stehen. Ich erlaube mir insbesondere die Resultate mit- 
zutheilen, welche aus den Ikosaeder-Modulargleichungen folgen. 

Zu diesem Zwecke seien folgende Festsetzungen getroffen : 

Es seien d, a ganze Zahlen, welche der Bedingung d - a =n ge- 


niigen, und zwar sei immer d > /n, also a << Yn. Es sei ferner 0 
irgend ein Theiler von n. 
Daun bedeute: 


Yii(n) = J [4 + (5)¢] ; 
Y_i(n)= 2 [4 o (5)a], 


*) Abgedruckt aus den Géttinger Nachrichten vom 4, Juni 1879. 
**) Die erste ausfiihrliche Mittheilung siehe Crelle, J. Bd. 57, pag. 248 ff, 
***) Siehe insbesondere: Stephen Smith: Report of the British Association 
1865 vol. 85. Kronecker: Monatsberichte d. Kgl. Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin. 19. April 1875, Seite 235. 
+) F. Klein: ,, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und 
die Auflisung der Gleichung 5. Grades.“ Math. Annalen Bd. XIV, pag. 160 ff. 
’ ++) Die Functionen O(n), Y(m), H(m) sind von Hrn, Kronecker in der- 
selben Bedeutung verwendet. 
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so 2-[()+()]-« 
O(n) = Ld, 
Y(n) = Z(d—a), 
wo die Summen rechter Hand hinzuerstrecken sind iiber alle Theiler 
d, a, 8 von n. 
Ferner sei: 
H(m) die Anzahl aller nicht fiquivalenten Classen ganzzahliger quadra- 
tischer Formen Px? + 2Qxy + Ry? von der Determinante 
Q@ — PR = — n, deren iussere Coefficienten P und R beide 
gerade sind. Hiebei sind aber die Formenclassen 2 92? +-2 oy? 
und 292? + 2ery + 2oy? als 4, resp. 4 zu zihlen. 
H,(m)  bedeute diejenigen Formen von H(n), durch welche quadra- 
tische Reste mod. (5) darstellbar sind, 
H_,(m) jene, durch welche quadratische Nichtreste mod. (5) darge- 
stellt werden kénnen, so dass immer H,() = H_, (m) ist. 
Ausserdem sei H,(0) = H-1(0)=0; H(o)=— 7,5, und H(t) 
= 9(l) = ¥(l) = 0, wenn / keine ganze Zahl bedeutet. 
Endlich bezeichnen wir mit: 
k, alle Zahlen 0, + 5, + 10, welche ihrem absoluten Werthe nach 
< ¥'4n sind; 
ky, alle Reste mod. (5), d. h. die Zahlen: 
1, 4,6,9---, welche < /4n sind; 
k_, alle Nichtreste mod. (5), d. h. die Zahlen: 
2,3, 7,8+-+, welche < //4n sind; 
k alle Zahlen, O, +1, +2, +3.---, welche ihrem absoluten 
Werthe nach < //4n sind. 
Dann bestehen folgende Relationen: 
I. n==-+ 1 mod. (5). 
1) 2- SH(4n—Kk,?) = O(n) + 2- ¥(nm) — 2¥ 51 (n), 


— 3 
2) 60. 2H os = 6Vz1(n) — 50(n), 


3) 5. 2H, (4n —KL,) = 52 H_1(4n—Kk2,) = Vzi(n), 
4) 3-ZDH(4n—K,,) = O(n). 
II. » = -+ 2 mod. (5). 
1) 3- DH(4n—k,?) = O(n), 
2) 


bo 


- SH(4n—k,,) = ¥(n), 
- DH(4n—ki,) = O(n). 
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III. » = 0 mod. (5), 
= 5".m-+, wo m 2 0 mod. (5). 


1) DHy1(4n—k,?) = &(m) + 20 (Z) + 2 (4), 
2) 2. 2(E) Han —2) = on). 


. Die Summation linker Hand erstreckt sich in allen diesen Formeln 
auf die oben mit k,, ki1, k_1, k bezeichneten Zahlenreihen und in 
den Formeln I. und II. gehéren die oberen, respective die unteren 


Vorzeichen zusammen. (*) bedeutet das Legendre’sche Zeichen. 


Zwischen diesen Formeln und den Kronecker’schen besteht, 
soviel ich sehen kann, nur die Abhingigkeit, dass es eine Combination 
giebt, welche sich auch aus den Kronecker’schen ableiten lasst. 
Diese Combination liefert die Formel: 

A) ZH(4n—k?) = O(n) + ¥(n) 

die sich auch direct aus den Modulargleichungen ergiebt, welche 
zwischen den rationalen Invarianten J, J’ des elliptischen Integrales 
erster Gattung bestehen. Bezeichnet man nimlich die Kronecker’schen 
Relationen, gebildet fiir die Zahl m der Reihe nach mit I(m),--- so 
findet man mit Hiilfe der Fundamentalrelationen, welche zwischen den 
von Hrn. Kronecker gebrauchten Functionen F'(n), G(n) und der 
Function H(m) bestehen, leicht, dass: 


Me hx —II(m) oder 

~— | (nm) — ¥1(m) + 41V(m) -—- £V(m) 
ist (wo n= 2". m und m ungerade ist), und zwar je nachdem u 
ungerade oder gerade ist. 











Ueber Relationen zwischen Classenzahlen binaérer quadratischer 
Formen von negativer Determinante. 
(Zweite Note)*). 
Von 


J. Gerster in Bamberg. 


Die acht Kronecker’schen Relationen zwischen gewissen Classen- 
zahlen quadratischer Formen von negativer Determinante sind bekannt- 
lich aus den gewdhnlichen Modulargleichungen durch Resultanten- 
bildung gewonnen worden. **) In gleichem Sinne untersuchte ich schon 
friiher die von F. Klein aufgestellten Modulargleichungen der reguliren 
Kérper***) und theilte insbesondere die Ikosaéderresultate in den 
Géttinger Nachrichten vom 4. Juni 1879 mit). Ich habe mich neuer- 
dings in analoger Weise mit den unendlich vielen Formen der Modular- 
gleichungen beschiiftigt, welche nach der kiirzlich von F. Klein darge- 
legten allgemeinen Theorie der elliptischen Modulfunctionen +7) existiren 
und méchte im Folgenden einige bisher von mir erhaltene Resultate 
mittheilen. 

Ich muss dabei hervorheben, dass ich zu diesen neuen Unter- 
suchungen, wie zu meinen friiheren, durch Herrn F. Klein veranlasst 
und bei der Ausfiihrung in mannigfacher Weise unterstiitzt worden bin. 


*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie, Sitzung 
vom 7. Februar 1880. 
**) Betreffs dieser Relationen vergl. man folgende Litterftur: 
Kronecker: Crelle’s Journal Bd. 57 pag. 248 ff. und Berliner Monatsberichte von 
1857, 1862, 1875. 
Hermite; Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications a l’arith- 
métique in den Comptes Rendus Bd. 55 (1862). Vergl. auch den 
Briefwechsel zwischen Liouville und Hermite ebenda Bd. 53 (1861). 
Joubert: Sur la théorie des fonctions elliptiques et son application a la 
théorie des nombres in den Comptes Rendus Bd. 50. 
Stephen Smith: Report of the British Association 1865 Bd. 35. 
***) Mathem. Annalen Bd. XIV pag. 123 
+) Vergl. den hier voranstehenden Wiederabdruck der betr. Note (p. 71— 73). 
++) Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Miinchen vom 
6. December 1879 (oder auch p. 62— 70 des gegenwirtigen Annalenheftes), Viel aus- 
fiihrlicher in der Vorlesung: Ueber elliptische Modulfunctionen, Sommer 1879. 
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Die Tendenz der neuen Untersuchungen kann folgendermassen 
bezeichnet werden: Es gilt, bei den Modularcorrespondenzen m‘* Stufe 
die Anzahi der ,,Coincidenzen“ in doppelter Weise abzuzdhlen, némlich 
einmal auf arithmetischem, dann auf algebraischem Wege. Auf arith- 
metischem Wege erhilt man dabei stets eine Summe von Classenan- 
zahlen; setzt man dann die beiderlei Resultate einander gleich, so hat 
man, was ich als eine Classenzahlrelation der m*" Stufe bezeichne, 
und solcher Classenzahlrelationen giebt es, den verschiedenen Werthen 
von m entsprechend, unendlich viele. — 

Die hiemit bezeichnete Aufgabe ist nun bis jetzt von mir nur 
theilweise durchgefiihrt worden. 

Die arithmetische Abzihlung, welche die linken Seiten unserer 
Relationen liefert, bietet, auch bei allgemeinstem Ansatze, keinerlei 
principielle Schwierigkeit. Ich habe die betr. Resultate ftir eine be- 
liebige Primzahlstufe im I. Abschnitte dieser Note explicite angegeben. 

Hingegen ist eine allgemeine algebraische Abzihlung, welche die 
rechten Seiten der Classenzahlrelationen der m'" Stufe ergiebt, vorerst 
noch zu ferne liegend. Die Hauptschwierigkeit liegt hier offenbar in 
der Lésung der Aufgabe, die Modularcorrespondenzen der m'e" Stufe 
auf der Curve des Geschlechtes p nach einer allgemeinen auf alle 
Transformationsgrade passenden Methode durch algebraische Gleichun- 
gen zu definiren. Verhiltnissmissig einfach aber gestaltet sich diese 
Abzihlung noch, wenn die betrachteten Congruenzmoduln Hauptmoduln 
im Sinne von pag. 64 sind.*) Fiir sie ist nimlich p =O und man 
hat es mit Modulargleichungen schlechthin, nicht aber mit Modular- 
correspondenzen zu thun. Ich habe mich bei Untersuchung der rechten 
Seiten bisher ausschliesslich mit solchen Hauptmoduln beschiiftigt. Sie 
allein schliessen schon eine grosse Menge der genannten Classenzahl- 
relationen in sich ein. Insbesondere enthalten sie auch die acht 
Kronecker’schen Formeln, welche nach der hier gemachten Kin- | 
theilung als Formeln 2., 4., 8., 16. Stufe erscheinen. 

Was an diesen Formeln besonders bemerkenswerth erscheint, ist 
der Umstand, dass thre rechten Seiten stimmtlich sich durch hochst ein- 
fache a priori angebbare Theilersummen darstellen lassen, dass sie also 
durchgehends mit den acht Kronecker’schen Relationen in Bezug 
auf ihren einfachen arithmetischen Aufbau auf gleicher Stufe stehen. 
Indess habe ich von einer Aufziihlung aller dieser letztbezeichneten 
Resultate abgesehen und mich im II. Abschnitt der Note darauf be- 
schrinkt, die Gesammtergebnisse zu bezeichnen, welche mit den ge- 
nannten Mitteln fiir die siebente Stufe gewonnen werden, 

*) Blosse Citate auf Seitenzahlen beziehen sich immer auf die eingangs citirte 


Abhandlung von F, Klein [und zwar auf den in diese Annalen aufgenommenen 
Abdruck]. 
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I. 
Die linken Seiten fir beliebige Primzahlen. 


Die folgenden Erérterungen beziehen sich auf ein vollstindiges 
System ausgezeichneter Congruenzmoduln der m' Stufe, wo m eine 
Primzahl > 2 sein soll. Dieses Modulsystem soll weiterhin nath 
pag. 65 so gewiahlt sein, dass es fiir verschiedene Werthe o und @ 


dann und nur dann dasselbe Werthsystem M,’, M,',--- aufweist, wenn 
: viys la B| |10| 
@ und ow’ auseinander durch ganzzahlige Substitutionen » 3 =l01 


mod. q von der Determinante «dé — By = 1 hervorgehen, dass sie 

a 

hingegen fiir Substitutionen af 
congruent sind, sich linear transformiren. 

Die Gruppe dieser linearen Transformationen besteht bei den hier 


, welche mod. g nicht zur Identitat 


: , Dirt te oa 
gemachten Einschrankungen, wie bekannt, aus as - ) Substitutionen. 


Ich muss nun zunichst die F. Klein’schen Resultate, welche diese 
Modulsysteme betreffen, nach zwei Richtungen hin weiter ausfihren. 
1) Neben die von F. Klein genannte Modularcorrespondenz der 
—1 


2 


q' Stufe stellen sich noch g - ¢ — 1 weitere, welche alle aus 


jener dadurch hervorgehen, dass man das urspriingliche Modulsystem 
M, M,, M,,--- fest lasst, hingegen das transformirte M’, M,’, M,’ 


den eben genannten sf —% Substitutionen (von der Identitit abge- 


9 


sehen) unterwirft. Arithmetisch gelangt man zu densélben nach 
pag. 66 dadurch, dass man in M(@), M,(@),--- an Stelle von @ 
o =+ mets setzt und M(q@’), M,(@’), --- beziehungsweise mit 
M'(@), M,'(@)--+- bezeichnet. Hiebei bedeutet ri irgend eine 
ganzzahlige Substitution von der Determinante 1 und alle derartigen 


, ’ | 


| @ | a } 
Substitutionen ly’ oh welche mod. g zu yé congruent sind, liefern 


dieselbe Modularcorrespondenz. Dem entsprechend will ich die ein- 
zelne Correspondenz im Folgenden kurz durch 





Flan 1 ewo+8B 
; ~ nm yo+a 
bezeichnen. 
Nach pag. 69 geht ferner jede dieser Correspondenzen durch 
s¢—)) simultane Substitutionen der beiden Modulsysteme M, M’ 


in sich tber, und wenn insbesondere der Transformationsgrad m quadra- 
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tischer Rest mod. g ist, so giebt es eine Correspondenz, fiir welche 
diese simultanen Substitutionen cogredient (d. h. unter sich identisch) sind. 

2) Auch fiir Transformationsgrade », welche zu q nicht relativ 
prim sind, existiren in gewissem Sinne Modulargieichungen, bez. 
Modularcorrespondenzen, niimlich algebraische Relationen zwischen 
den gegebenen und den transformirten Moduln. 

Ich begniige mich hinsichtlich dieser Gleichungen, die als beson- 
deren Fall die gewéhnlich sogenannten Modulargleichungen zwischen © 
Vx, V/2 fiir einen durch 2 theilbaren Transformationsgrad einschliessen, 
mit einigen wenigen Bemerkungen, die fiir das Folgende néthig sind. 

Der Grad dieser Gleichungen fiir die Transformation n'*' Ordnung 


ist in den einzelnen Variablen durch n - TT (1 fe *) dargestellt. 
Hiebei erstreckt sich das Product TT’ tiber alle verschiedenen in n ent- 
haltenen Primzahlen » mit Ausnahme von g. Ferner bleiben diese 
£ig—') simultanen linearen Substitutionen der 
1)? 


Correspondenzen bei 


beiden Modulsysteme ungeiindert. Da es im Ganzen fie derartige 


Substitutionen giebt, so existiren itiberhaupt @ ner) Modular- — 


gleichungen der gemeinten Art. — 

Nunmehr handelt es sich darum, auf zahlentheor etischem Wege die 
Coincidenzen aller dieser Modularcorrespondensen abzuzdhlen, ad. h. an- 
zugeben, wie oft es vorkommt, dass das urspriinglich gegebene 
Modulsystem M, M,,::-: 
mit dem transformirten M’, M,,-- 
iibereinstimmt.*) 

Wir wollen der leichteren Ausdrucksweise halber in dem Falle, 
wo auch quadratische Theiler g? besitzt, welche zu gq relativ prim 
sind, nicht an den im Vorhergehenden hesprochenen irreduciblen Corre- 
spondenzen festhalten,**) sondern auch alle jenen irreduciblen Glei- 
chungen zu gleicher Zeit im Auge behalten, welche den Transformations- 


graden ra entsprechen. Ist m ein reines Quadrat, so hat man noch 


eine gewisse Verabredung, die Transformation 1. Ordnung betreffend, 
hinzuzufiigen. 
Verstehen wir jetzt mit Kronecker unter H(m) die Anzahl aller 


*) Es muss hierzu bemerkt werden, dass sich die folgenden Abziihlungen 
nur auf jene Coincidenzen beziehen, welche Werthen mit nicht verschwindendem 
imaginaren Bestandtheile entsprechen. 

**) Hilt man an den irreduciblen Gleichungen fest, so sind alle quadratischen 
Formen Px? + Qvy + Ry’, fiir welche P, Q, R mit n einen Theiler gemeinsam 
haben, bei Berechnung der Classenzahlen auszuschliessen. Vergl. Joubert, die 
citirte Abhandlung. 
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Classen quadratischer Formen Px? + Qxy + Ry? von der negativen 
Determinante 


Y —4PR=—n, 
wobei jedoch die Formenclassen Px? +.Pxy + Py? und Pa? + Py? 
beziehungsweise als 3 und ; gezihlt werden und H(0) = — +s 


gesetzt wird, so ist die Anzahl der fiir die Correspondenz 
, 1 ao 
wnt att 
entstehenden Coincidenzen im Allgemeinen durch: 
gZH(4n — 1?) 
dargestellt. Hier bedeutet g eine ganze Zahl, welche ich das Gewicht 
nenne, und /; beschreibt die simmtlichen positiven und negativen 
ganzen Zahlen, eventuell auch 0, welche = + i = + (dn-+ a) mod. q 
sind und fiir welche 
A=4n — 12 
nicht negativ wird. Das Gewicht g*), welches als Multiplicator der 
Classenzahlsumme auftritt, ist gleich der Anzahl derjenigen linearen 
Transformationen der betrachteten Modularcorrespondenzen in _ sich, 
welche zu gleicher Zeit die Gleichungen: 
M:M,:M,:---=M':M,:N,:--- 


in sich tiberfiihren und jeder der aufgezihlten Classen quadratischer 
Formen entspricht ein Cyklus von solchen Coincidenzen, welche durch 
die g bezeichneten Substitutionen in einander iibergehen. 

Dieses allgemeine Verhalten bedarf nur in einigen speciellen Fallen, 
welche sich auf die Determinante A = 4n.— |; = 0 mod. q beziehen, 


einer Erginzung. Sind ndmlich die sg —)) simultanen Substitutionen 


der Correspondenzen in sich cogredient, — ein Fall, der, wie oben 
geschildert, nur eintritt, wenn der T'ransformationsgrad m quadratischer 
Rest mod. q ist, — so ist die Anzahl der Coincidenzen durch: 
P—1) © 4n—?P? 
009 0 (45 ") 

dargestellt, wo 1 sich iiber alle jene positiven und negativen Werthe 
hin erstreckt, fiir welche 4m — / nicht negativ und durch gq? theilbar 
ist. Fir die tibrigen Correspondenzen des Falles A = 0 mod. q sind 
dann in den Classenzahlsummen links jedesmal alle jene Formen aus- 
geschlossen, fiir welche 


P=Q= R=0 mod. g 
ist. Ist in diesem Falle q = 3 mod. 4, so wird die entstehende Anzahl 
von Coimcidenzen durch 





*) Diese Auffassung des Gewichtes g verdanke ich Herrn F. Klein, 
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g ae a 4n—P 
¢ (2H (4n — Bye) — 2H (“2 )) 


2 . 4n—T? 
9 (2H (4n — by) — 2H(AS +) 
dargestellt, je nachdem n S 0 mod. q, oder n= 0 mod. q ist. Wenn 


hingegen der Modul q = 1 mod. 4 ist, so trennen sich ausserdem noch 
diejenigen Classen quadratischer Formen von einander, durch welche 
quadratische Reste und jene, durch welche quadratische Nichtreste 


mod. q darstellbar sind, fiir welche also der Charakter (=) den Werth 


+1, bez. —1 hat. Bezeichnen wir die Anzahl der Classen erster 
Art mit H4:(m), jene der zweiten mit H_,(m), so sind die beziiglichen 
Coincidenzzahlen durch 





oder 


g ZH_,(4n — bya) 
dargestellt, je nachdem B, y quadratische Reste oder Nichtreste mod. q 


sind. — Der Index 2)/n bedeutet hier eine Zahl, welche, zum Quadrat 
erhoben, = 4m mod. q ist. 


oder 


Hinsichtlich des Gewichtes g hat man, abgesehen von der cogre- 
dienten Correspondenz, folgende Resultate: Im Falle |, S$ O mod. g ist 


= 1 —1 
r= [eG] oe [4G] 
oder = q, je nachdem A = 4n — /; quadratischer Rest, oder Nicht- 


rest oder congruent 0 mod. qg ist. Dabei bedeutet (= ) das Legendre’ 


sche Zeichen, also + 1 oder — 1, je nachdem g = 1 oder = 3 mod. 4 
ist. Ist 1 == 0 mod. q, so ist g fiir jeden der bezeichneten Fille gerade 
das Doppelte des angegebenen Werthes. Nur eine Ausnahme findet 
hier (J = 0 mod. q) statt. Wenn nimlich A =0, g =3 mod. 4 und 
n = 0 mod. g ist, so wird wieder g = q statt 2q sein. 

Die Anzahl w aller Correspondenzen der Transformation n'" Ord- 


nung, welche ein und dasselbe g liefern, ist im Allgemeinen a(g—1) 


und sie alle besitzen dieselbe Anzahl von Coincidenzen, indem diese 
niimlich durch ein und dieselbe Classenzahlsumme dargestellt ist. Sie 
gehen aus einander hervor, wenn man simultan die beiden Modul- 


systeme den sif—5 cogredienten Substitutionen unterwirft. Nur fiir 


den Fall A = 0 ist dieses wieder dahin zu ergiinzen, dass es fiir den- 
selben Werth von g (wieder abgesehen von der cogredienten Corre- 
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spondenz) 2 Arten von Modularcorrespondenzen giebt, sobald n > 0 
mod, q oder gleichzeitig n = mod. g, g = 1 mod. 4 ist. 

Von den ausgezeichneten Modulsystemen der gq’ Stufe, wie sie 
bisher vorausgesetzt waren, kann man nunmehr unmittelbar herab- 
steigen zu nicht ausgezeichneten Systemen von Congruenzmoduln N, N,, 
N,,--- derselben Stufe, d. h. zu solehen Modulsystemen, welche ausser 
bei ganzzahligen Substitutionen o° = cots =: O1 mod. q augh 
noch bei anderen solchen Substitutionen der Determinante 1 ungeiindert 
bleiben. Diese Substitutionen sind in jedem speciellen Falle durch 
gewisse Congruenzen fiir a, 8B, y, 6 mod. gq definirt. Alle diese Moduln 
lassen sich nach pag. 64 als rationale Functionen der erst betrachteten 
ausgezeichneten Moduln der q'*" Stufe darstellen und die verschiedenen 
Werthsysteme des Systems ausgezeichneter Moduln, welche einem festen 
Werthsysteme des nicht ausgezeichneten Modulsystems entsprechen, 
gehen aus einander durch gewisse lineare Substitutionen der ersteren 


ste ) (q?@— — 
hervor, welche eine in der Gesammtheit der “4 ; ))  Substitutionen 


enthaltene Untergruppe bilden. Hieraus ergiebt sich sofort, dass das 
nicht ausgezeichnete Modulsystem fiir verschiedene Werthe und @ 
nur dann dieselben Werthe aufweist, wenn die diesen a Werthen ent- 
sprechenden Werthsysteme des ausgezeichneten Modulsystems durch 
eine Substitution der letztgenannten Untergruppe aus einander hervor- 
gehen. Dem entsprechend treten jetet linker Hand als Anzahlen von 
Coincidenzpunkten einfach lineare Combinationen der oben beschriebenen 
Classenzahlaggregate auf, die sich in jedem speciellen Falle leicht hin- 
schreiben lassen. 


Il. 
Die rechten Seiten fiir die siebente Stufe. 


Von den ausgezeichneten Moduln, wie sie im ersten Abschnitt 
beschrieben sind, sind nur diejenigen der ersten fiinf Stufen Haupt- 
moduln. Sie liefern die Modulargleichungen der reguliren Kérper, 
d. h. die Modulargleichungen der rationalen Invariante, des Doppel- 
verhiiltnisses, Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders*) und fiir sie lassen 
sich daher die rechten Seiten der beziiglichen Classenzahlrelationen 
einzeln leicht ermitteln. Dagegen treten fiir die genannten ausge- 
zeichneten Congruenzmoduln héherer Stufen bereits Modularcorrespon- 
denzen auf. Es kénnen aber noch vielfach nichtausgezeichnete Moduln 
der gq‘ Stufe vorkommen, welche wieder Hauptmoduln sind. Ich 


*) F. Klein: Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die 
Auflisung der Gleichungen fiinften Grades in den Mathem. Annalen Bd. XIV, 
pag. 162. 
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mochte mir vorbehalten, bei einer niichsten Gelegenheit eine volle Auf- 
ziihlung dieser Fille zu geben. 

Fiir die siebente Stufe schreibe ich folgende wesentlich verschiedene 
Hauptmoduln hin: 





foo ae 
P lui a 
2. N=- fet, 
( (Af wt?) (pS APA+ y*C8y + 7 Br) 
i= Tligupee Te Tetras 
(4? + w® + v*) + aa (Au tur +r) 
7 ae (Af uty) (yaa yOu y2 Ber) 
ur —14+V=1 
ae + a? + ov? + > (het ee +92) 


Aus ihnen setzen sich alle iibrigen Hauptmoduln der siebenten Stufe 
rational zusammen. — Die Bedeutung der Gréssen 4, wu, v, y, A, B,C 
ist hier dieselbe wie in der F. Klein’schen Abhandlung:- Ueber die 
Transformation 7. Ordnung der elliptischen Functionen, Math. Ann. 
Bd. XIV (insbes. pag. 440, 444, 445). — 

Ausserdem sei bemerkt, dass fiir Transformationsgrade n = 0 
mod. 7 wieder wirkliche Modulargleichungen zwischen 2, uw, v und 
i’, uw, v’ stattfinden, indem diese Gleichungen von selbst nur die 


Gréssen M = =P, M’ = Ae enthalten.*) Diese Angabe entspricht 


dem, dass man die Ikosaedermodulargleichungen fiir einen durch fiinf 
theilbaren Transformationsgrad als Gleichungen zwischen y° und 7° 
anschreiben kann, wie hier beiliufig bemerkt sei. 

Auf Grund der genannten Hauptmoduln 7, Stufe gelingt es nun, 
die stimmtlichen Formeln 7. Stufe mit Hilfe eines einzigen Pargmeters 
§(n) dargustellen, der tibrigens nur dann einen von Null verschiedenen 
Werth haben kann, wenn m quadratischer Rest mod. 7 ist. Nach 
Adjunction dieses Parameters driicken sich die sdimmtlichen rechten 
Seiten der Classenzahlformeln 7. Stufe durch hochst einfach definirte 
Theilersummen des Transformationsgrades n aus, wihrend der Parameter 
E(m) selbst sich nicht allgemein durch diese Theilersummen darstellt, und 
daher als eine wesentlich complicirtere zahlentheoretische Function 
erscheint, tiber die ich bei einer anderen Gelegenheit Mittheilung 
machen michte. 

Die angedeuteten Theilersummen von n sind folgende: 

1) ®(m) ist die Summe aller Theiler von n, 





*) Z. B. hat man nach einer Rechnung, die Herr Klein gelegentlich an- 
stellte, fiir n= 7 folgende Gleichung: 


1 — MM’ = (2(y+y") + 3(92-+y5)] (M4+M' +1), 
Mathematische Annalen. XVII. 
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1) 
2) 
3) 


4) 


5) 


1) 


2) 


3) 


4) 


1) 
2) 


J. Grerster. 


2) Y(n) ist die Summe der Theiler von n, die > /n sind, weniger 
der Summe der Theiler von n, die < )/n sind. 
3) U; bedeutet die Summe jener Theiler a; von n, die < yn sind 
und zugleich die Bedingung a;==-+- i mod. 7 erfiillen, mit der 
Festsetzung, dass wenn m ein reines Quadrat und //n = + i mod.7 
ist, zu dieser Summe noch ; Vn hinzuaddirt werde. 
4) U* bedeutet die Summe der Theiler von n, welche < //n, durch 
7. theilbar und durch 7” dividirt congruent +- i mod. 7 sind. 
|°) Ausserdem bedeutet &(m), wie schon soeben gesagt, die hier 
nicht naher zu definirende héhere zahlentheoretische Function. 
Die Formeln 7. Stufe sind dann (nach Hinwegwerfung von ge- 
meinsamen Factoren) folgende: 


lL n= quadr. Rest mod. 7 
4n—? 


-ZH —— =&(), 
3. DH (4n — 1) = O(n) — 6U,, — 148 (n), 
3- EH (4n — 1.) = O(n) — 3U,,-— 3U,,,, 


=; (3¥(n) — O(n)) + 3U,,, 


- 2H (4n — Ey) = O(n) — 60,2 — TE (n), 
- 2H (4n — Uz) = O(n) + 12), + 28 &(n). 


IT. » = quadr. Nichtrest mod. 7. 


- ZH (4n — 1.) = O(n) —60,—, 
- 2H (4n _ Y=) = D(n), 


= 5 B¥m — om) +30,-, 


-2H (4n — tyr) = D(n). 


III. n=0 mod. 7. 
n= TH. m; mz 0 mod. 7. 


ZH (4n—l2) = 20(m) + 70 (*) +7¥(*), 
3.2H (4n—1,*) = #O(m) — 30,9 —30™. 


; d 
Die Summen linker Hand erstrecken sich fiir die so geschriebenen 
Formeln iiber folgende Zahlensysteme: 





~~ =~ RO eee Or lUwhlUCU TT DLUC<iC H!/AG CU 
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1) lh =0, +7, +14,---=0 mod. 7, 

2) 1, =1,6, 8,13, ---=-+1 mod.7, 

3) =2,5,9, 12, .--=-+2 mod. 7, 

4) l,=3, 4,10, 11, .--=-+4 mod. 7, 

und sind so lange fortzusetzen, als 4n — 1; nicht negativ ist. Des- 


gleichen beschreibt / alle positiven ganzen Zahlen, fir welche in—?P 





eine ganze positive Zahl oder Null ist. Ferner sind o (< i) und 
¥ (+. Ye gleich Null zu setzen, falls = keine ganze Zahl sein soll, und 


der Index r /w bedeutet immer Poin kleinsten quadratischen Rest 
mod. 7, welcher ins Quadrat erhoben = wr? mod. 7 ist. Endlich be- 
deutet der Index d in Formel III, 2 einen beliebigen der quadratischen 
Reste 1, 2,4 mod. 7, so dass diese eine Formel 3 Formeln vertritt. — 
Zum Schlusse schreibe ich beispielsweise noch je eine Formel 
gtr, 13% und 11 Stufe hin. 
I. Sei m= quadr. Nichtrest mod. 9, so ist: 


3 ZH(4n—1,*) = O(n) —6U,-. 
II. Sei » =5 mod, 13, so ist: 
6 DH(4n -- 1?) = O(n) — 6U, — 6U,;. 
III. Sei » =1 mod. 11, so ist: 


22 DH (*"—") 4.3 SH(4n — 12) + 45H (4n — 1,2) 


+ 22H(4n — 1,7) + 22H(4n — 1,") = O(n) + ¥(n). 
Die auftretenden Symbole sind hierbei ebenso definirt, wie bei 


den Formeln 7. Stufe, nur dass an Stelle von mod. 7 bezichungsweise 
mod. 9, mod. 13, mod. 11 zu setzen ist. 


Ich kniipfe hieran noch einige Bemerkungen iiber Liouville’s 
einschligige Arbeiten. Bekanntlich war Liouville der Erste, der in 
dem hier behandelten Gebiete tiber Kronecker hinaus ging. Auf 
seine reinzahlentheoretischen Ansitze gestiitzt konnte er auf die Existenz 
von unendlich vielen den Kronecker’schen analogen Classenzahl- 
formeln hinweisen. Die Analogie der Liouville’schen mit den 
Kronecker’schen Formeln bestand hauptsiichlich darin, dass es sich 
hier wie dort um Aggregate von Classenzahlen quadratischer Formen 
von negativen Determinanten handelte, welche eine arithmetische Reihe 
2. Ordnung bildeten. Hingegen kam Liouville, so viel ich weiss, 
nirgends ausdriicklich auf die Frage zuriick, welcher Art die zahlen- 
theoretischen Functionen sind, durch welche jene Classenzahlaggregate 
6* 
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definirt werden kénnen, und es ist klar, dass diese Functionen im 
Allgemeinen wesentlich complicirter ausfallen werden, als jene einfachen 
Theilersammen, welche ausschliesslich in den oft erwahnten acht 
Kronecker’schen Formeln enthalten sind.*) Aber im Besonderen 
kénuen wohl solche Aggregate auftreten, zu deren Definition derartige 
einfache Theilersummen hinreichen und welche also in jeder Beziehung 
mit den acht Kronecker’schen Formeln analog sind. Indes hat 
Liouville nur eine geringe Anzahl derartiger neuer Formeln in 
kleinen, sehr zerstreuten Abhandlungen wirklich explicite hingestellt.**) 

Von diesen fallen nur zwei unter die bislang von mir gewonnenen 
Resultate. Seine Formeln im Journal de Mathématiques sér.2 Bd. XIII 
pag. 2, und Bd. XIV pag. 262 sind nimlich beziehungsweise specielle 
Formeln 6. und 10. Stufe. Hingegen findet sich keine der von mir 
im Vorhergehenden mitgetheilten Relationen unter den Liouville’schen 
Angaben Méglicherweise sind aber derartige Resultate implicite in 
den Liouville’schen Abhandlungen enthalten und dann miisste aller- 
dings der rein arithmetischen Methode Liouville’s der Vorrang ge- 
lassen werden. Aber ganz abgesehen von dem zahlentheoretischen 
Werthe dieser Untersuchungen ist es immerhin fiir den neuen Stand 
der elliptischen. Modulfunctionen bezeichnend, dass nunmehr auch hier 
auf dem urspriinglich von Kronecker eingeschlagenen Wege in Bezug 
auf solche Classenzahlrelationen ein wnendlicher Ausblick eriffnet ist, 
wiihrend das alte Gebiet derselben mit der. erwihnten acht Kronecker’- 
schen Formeln vollkommen erschipft war. (Vergl. Kronecker in den 
Berliner Monatsberichten von 1875 pag. 235.) 


*) Formeln, in denen complicirtere zahlentheoretische Functionen auftreten, 
hat spiiterhin auch Kronecker aufgestellt und zwar durch Umformung von 
©0-Reihen, vergh Berliner Monatsberichte von 1875 pag. 225 ff. 

**) Vergl. Liouville’s Journal, sér. 2, Bd. XII p. 98, Bd. XIII p. 1. ff. Bd. XIV 
p- 2, 7, 8, 262, sowie die allgemeinen Auseinandersetzungen in Bd, III—VIII 
ebenda, insbesondere die Bemerkungen in Bd. VII, p. 44. 

















Ueber Reihenentwicklung nach Bessel’schen Functionen. 
Von 


Juuius Kénia in Budapest. 


(Auszug aus einem Schreiben des Verfassers an die Redaction.) 


Im ersten Capitel seiner Abhandlung iiber Bessel’sche Functionen 
(Annalen, XVI. Bd. p. 2) beschiftigt sich Herr Sonine mit dem 
Probleme, die Entwicklung einer beliebigen analytischen Function in 
Reihen zu geben, die nach Bessel’schen Functionen der Variabeln 
fortschreiten und im Uebrigen der Taylor’schen, bez. Mac- Laurin’ - 
schen Reihe entsprechen. Wiihrend die Lésung, die C. Neumann 
fiir dieses Problem gegeben, die Coefficienten noch in Form geschlossener 
Integrale liefert, bestimmen sich in den Formeln (22) und (23) der 
angefiihrten Abhandlung die Coefficienten direct durch recurrirende 
Gleichungen, also gerade so, wie im Falle der Potenzreihen. 

Gestatten Sie mir jedoch die Bemerkung, dass ich diese Darstellung 
schon im V. Bande der Annalen (,,Ueber die Darstellung von Functionen 
durch unendliche Reihen“ pag. 510) gegeben habe. Nur der Umstand, 
dass diese Resultate sich in einer grésseren Arbeit zumeist allgemein 
functionentheoretischen Inhalts finden, scheint der Grund zu sein, 
dass sie in den seitherigen Arbeiten iiber Bessel’sche Functionen 
iibersehen wurden. 

Der einfache tiberaus kurze Gang der Entwicklung, den ich da- 
mals eingeschlagen habe, ist dem complicirten Transformationsapparate 
bei Herrn Sonine um so eher vorzuziehen, als auf diesem Wege 
die Bestimmung der Convergenzverhiltnisse wohl nicht als stringent 
angesehen werden kann. 

Meine am a. O. gegebene Ableitung benutzt iibrigens die Sitze 
der allgemeinen Functionentheorie gar nicht. Auf 8S. 311—12 findet 
sich die Reihenentwicklung einer beliebigen analytischen Function nach 
Functionen 


Gy (2), G, (2), te Gn(Z), ee 
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wo 
G, (2) = (¢ — 2)", (2), und ®,(z) fir z= 2, 


endlich von Null versechieden, im Uebrigen aber beliebig ist. Die 
Bessel’schen Functionen geniigen diesen Bedingungen, und die 
speciellen Resultate fiir diesen Fall sind unter verschiedenen anderen 
Anwendungen auf 8. 338 angegeben. — Nur die recurrirenden 
Formeln fiir die Coefficienten (pag. 312 und 338) sind bei H. Sonine 
durch die ausgerechneten Ausdriicke ersetzt, die iibrigens aus jenen 
ohne Miihe abgeleitet werden kénnen. 


Budapest 1880. 

















Ueber das Additionstheorem und das Umkehrproblem der 
elliptischen Functionen. 


Von 


A, Brut in Miinchen. 


Im Folgenden beabsichtige ich einen Weg anzugeben, auf dem 
man in den Kernpunkt der Theorie der elliptischen Functionen, 
die Lehre von der 9-Function, mit Hilfe einer kurzen Rechnung 
in naturgemiisser Weise eingefiihrt wird. Ich will nimlich zeigen, 
dass der auch in der Theorie der Abel’schen Functionen fruchtbare 
Process der Normirung des Integrals dritter Gattung (dem man zu 
diesem Zwecke die Form eines Doppeliutegrals giebt) gewissermaassen 
von selbst zur Kinfiihrung der Jacobi’schen Functionen Z und 0 
hinleitet, deren fundamentale Bedeutung im Verlaufe der Entwicklung, 
aus der sie hervorgehen, deutlich zu Tage tritt. Ich bediene mich 
der Jacobi’schen Bezeichnungsweise und setze nur die Periodicitits- 
eigenschaften des Integrals erster Gattung als bewiesen voraus. 


I, 
Das Additionstheorem fiir Integrale erster Gattung. 


Differenzirt man in Bezug auf die Verinderlichen x, und x, die 
Gleichung*): 


1 4% VX, | 
(1) |} 1 2 YX, |=9, 
ie ee a: | 


wo X;=4;(1.— a) (1 — x*a,), (i= 1,2), x, c, C Constante sind, 
und ¢ mit C ebenso zusammenhiingt, wie x; mit X;, und eliminirt 


*) Geometrisch ausgedriickt ist diese Gleichung die Bedingung dafiir, dass 
drei Punkte der Curve: 
y® = 2(1 — x) (lL — x? x) 
in gerader Linie liegen. 
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dann c, so erhalt man eine Differentialgleichung fiir x, und 2, die 


sich durch —" der folgenden Hilfagrbese bequemer bilden liisst. 
Man setze: 


x, — Xe as xZ%— ec aan > ~— i‘ 
¥z,-— VX, VX,—Ve iaa— VC 
Die Gleichung: 
aX — (x -—e+AayVCy=0 


wird dann durch « = x, und « = 2, identisch erfiillt, und man hat: 
12(X — C) 


a — BAVC — («@ — ¢) = Wx? (@ — &) (v — a) = O(@, A). 
Hieraus ergiebt sich durch Differenziren: 
o® 
G4 
dz;= —di Go 
Ox z= rj 
Nun ist: 
og _. =e XxX, C) ) Bie ol 
[2] - BESO -270=2yKs 
en a 
i we % a 2) 
Daher: 
(2 GR ae: Se hon dig _ di 
by 2VX, Zz nw? 12 (x, — He) ? 2 VX, WAZ (ary — aq)’ 
woraus: 
dx dx 
(3) peed “2 _ — (), 
: 2VX;, 2VX, 


Eine Form des Integrals dieser Differentialgleichung ist die Aus- 
gangsgleichung, eine andere Form erhilt man, indem man (3) Glied 
fir Glied integrirt, wobei rechts eine Constante auftritt, die eine 
Function von ¢ sein wird. Man bestimmt dieselbe auf folgende Weise. 
Zunichst gebe man (1) die Form: 


(4) a, VX, — 2, VX, + ¢(VX, —V X,) = VC: (a, — 2) 
Quadrirt man diese Gleichung, so erhilt man eine in ¢ rationale 
Form, die, vom dritten Grad, die zwei Wurzeln c = z,, c = 2, be- 
sitzen wird. Nennt man die dritte Wurzel c, so ist das Product der 
drei Wurzeln gleich dem negativen Quotienten der Coefficienten des 


ersten und letzten Gliedes der nach Potenzen von ¢ geordneten Glei- 
chung; also: 


we ce ee 
6) 2,20 = [2a | 


daher, mit Benutzung der Gleichung (4): 
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(6) VX,— VXe — ve = fan . 
me Ly — Xe c c 

Aus der Formel (5) leitet man noch die ~~ ab: 


V: = 1— x? _ — x? 
(7) oe é Hy (1 — a) ( 2? X4) —Vayi @) (1 - - % =a i 


% (aq ~ &) 











" 1 : ; 
aus der man erkennt, dass, fir x, =0; 2, = ze Wird. Hierdurch 


erhilt das Integral der obigen Differentialgleichung die Form: 


f- ' day * dit, dx _dy 
8 i wae = 
(8) 2VX, +f 2VX, Sar J 2VY’ 


wo y= 4 unter dem eieumiin auf der rechten Seite einge- 





fiihrt wurde. 
Bezeichnet man den imaginiiren Periodicitiitsmodul des Normal- 


u= Vx ? 


iK’ Si vz’ 


Vx; = sin am (u;,x), Ye =sinam (y,x), 





mit: 


und setzt: 


so wird die neue Form der Integralgleichung von (3): 
(8a) u, +u,=iK’—y, 
und demnach, mit Benutzung einer bekannten T'ransformationsformel 


(die tibrigens auch aus der in (8) vorgenommenen Transformation des 
Integrals folgt): 


(9) c? = sin? am y = sin? am (uv, + u, + 1K’) 
1 
= FainFam Ge Fag) | 
Fiihrt man dies in die Gleichung (7) ein, nachdem man dieselbe 
reciprok genommen und den Nenner auf rationale Form gebracht hat, 
so erhilt man, indem man beiderseits die Wurzel zieht, die Additions- 
formel fiir Sinus amplitudo: 





Viaeq(1 — 4) (1 — w* 24) + Vary (1 — ay) (1 — xa) 
1— 4°24, 

_sin am u, cos am «,Aam u, + sin am u, cos am u,Aam tu, 

1 — x? sin? am %, sin? am Us, 


sin am (uv, + u,) = 
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Hieraus folgen die spiiter zu verwendenden Formeln: 


(9) > {sin? am (u, + u,) + sin? am (u, — u,)} 


__ gL — ay) (1 — x* ry) + ay (1 — ag) (1 — x* arg) 
ite (1 — x? 24 29)? , 
4VX,X, 


(10) sin? am(u, + t,) — sin’ am(u, — t) = [aa ap 





2. 
Das Additionstheorem fiir Integrale zweiter und dritter Gattung. 


Wiewohl fiir das Folgende unwesentlich mag das Additionstheorem 
fiir die beiden anderen Gattungen von Integralen ebenfalls auf dem 
eingeschlagenen Wege abgeleitet werden, weil der hierzu ndthige 
Rechnungsaufwand betriichtlich geringer ist, als ihn die mir sonst 
bekannten Beweise verlangen. 


Ich gehe von den Integralen aus: 


s zx 
“ada "__daVA 
J(u) ~J “2VxX ? x(uya)— f 2(a—a) Vx ’ 
‘ 0 


welche, wenn man: 





1 
° . © ° . 1 
“= sin? am wu; a = sin* am @; b = sin? am £; K= | i 
J 2VX 

0 

und: 

. 1 ‘ ‘ 
(1) sin? am a= = sin? am (6 + iK’) 


x* sin? am 6 


setzt, mit den von Jacobi eingefiihrten Integralen 2. und 3. Gattung 
Z(u) und TT(w, 8) in der Beziehung stehen : 


K , 
(2) J(u) = xf x? sin? am udu — Z(u); 
0 
~ du cos am BA am 6 
 CHho-- | sees" ae 


0 


cos am 6A am 6 
= TT(u, B) —u- sin am B ’ 





wo 


1 — x® sin? am u sin* am 


(4) Tih(w, B)=— foam amu: sin am 6 cosamfpAam 6 
6 


Die Summe von zwei Integralen zweiter Gattung J(u,) + J(u) 








-— aa! eae ee 
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lisst sich mit Hiilfe der Formeln (2) und (6) des § 1. transformiren. 
Man hat nimlich in den Bezeichnungen dieses Paragraphen: 


wad ay + 5m. Wed xy di a (a rm ) and fae. 
c 


2VX, .  ° = 


Fiihrt man hier statt der x, c die Integrale wu, y ein und integrirt 

zuniichst unbestimmt, so kommt, indem man die Integrationsconstante 
aus u, = 0 bestimmt, wo denn (§ 1. (8a)) u, = — y+ iK’ wird: 
J (u,) + J(u.) = x? sin am u, sin am u, sin am (u, + wu.) + J(u, + u,). 
Diese Formel bleibt offenbar richtig, wenn man J durch Z ersetzt; 
dies ist dann aber die zu beweisende Additionsformel fiir Integrale 
zweiter Gattung. 


Fiir die Summe von zwei Integralen dritter Gattung erhilt man 
(in den Bezeichnungen des § 1.): 
__dx,VA __daVA 
2(a,— a) VX, 2 (a_y—a)VX,  — #A*(@, —) (@ —a) 
Nun ist: 





x? A? (x, — a) (a, — a) = O(a, A) 
= “Ure .. ano c) 


a-—c 


A-= (2 ie (4— year) 

os VO—VA iz) VC+VA )’ 
wo die eingefiihrte Grésse c mit 2,, 2, in der in § 1. erérterten Weise 
verbunden ist. Daher wird: 


c—a 

















A— — — ° 
VAdi 2@ log i 
Fe, — a) @—@) ,_ = 
VC+VA 
YO-VE__ VX,-V%, 
1 dlog ‘—s th—& 
L VC+VA  VX,—VX, 
c—a  — Wp 


Man gestaltet zunachst den Zahler dieses Ausdrucks dadurch um, 


dass mau von jedem der beiden Briiche die Grésse = abzieht, wo- 
durch derselbe mit Riicksicht auf (5) und (6) § 1. die Form erhialt: 


a 42 
x | mz a, 
¢c c 


wo die Grésse p mit a und ¢ in derselben Beziehung steht, in der 
e mit z, und a, steht, so dass also: 











A. Brrr. 


a 1 
A P= §? sin® am (a + y) ~~ 42 sin? am (uy + Uy — B) 
ist, wenn: 


1 


== gin? _ 
a = sin* an & = — a 
x® sin? am 6 


= sin? am(f + iK’) 

gesetzt wird. Der Ziahler des obigen Ausdrucks erhalt unter Ein- 
fiihrung dieser Bezeichnungen — bis auf einen in die Constante der 
Integration eingehenden Factor — die Form: 


1 — x’ sin am 4, sin am #, sin am B sin am (wu, + uw, — 8). 


Man geht zum Nenner tiber, indem man / A mit — / A, d.h. @ mit 
—a und also 6 mit — 6 vertauscht, und erhilt, nach Bestimmung 
der Integrationsconstanten aus dem Specialfall u, = 0, u, = iK’ — », 
die Gleichung (s. oben (1), (3)): 


TT (u,, B) + TT(u,, B) 


1 — x? sin am % sin am Up sin am f sin am (u; + U, — B) 
1 + x? sin am & sin am wy sin am f sin am (wu, + w% + 6 B) 


+ TT (uw, + u,, B). 


= . log - 





3. 
Vorlaufige Normirung des Integrals dritter Gattung. 


In den folgenden beiden Paragraphen wird das von Jacobi mit 
TT (uw, «) bezeichnete Integral dritter Gattung durch Addition eines 
Logarithmus und eines Integrals erster Gattung in eine Normalform 
iibergefiihrt, welche beziiglich des Vorkommens von Argument und 
Parameter symmetrisch, und deren reeller Periodicitiitsmodul Null ist. 
Das Erstere geschieht im Anschluss an die Form des Integrals dritter 
Gattung a(u, @) ($ 2.), fiir welche sich vermége einiger in § 1. ent- 
wickelten Formeln die Rechnung einfach gestaltet, und von der man 
leicht zu einer fiir die weitere Normirung bequemeren Form iibergeht. 

Man bringe das Integral a(w,@) auf die Form eines Doppel- 
integrals: 


dzdua 0 ( VA 
rem |e He =f. f Mis bok wa 


YVe=sinamu; Ya=sinama; 
X=—2z(1—2)(l1—x#2)} A—a(l —a) (1 — xa) 
ist. Vertauscht man den Parameter « mit dem Argument wu, d. h. 


(a, Y A) mit (x, YX), so kann man der Differenz 2(u, «) — x(c, u) 
die Form geben: 





wo 
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u(u, @) — (a, w) 


VX—VA 1 VX—VA 
--ff aeaef VE - oe }- Wi a ( 7 )} 


Aber die zu differenzirenden Ausdriicke, reciprok genommen, haben 
die Form des oben § 1. mit A bezeichneten Ausdrucks, wenn man 
dort statt x2,,c bezw. x,a setzt. Wird ferner voriibergehend statt 
der dort auftretenden Grésse x,---y gesetzt, so hat man mit Hiilfe 
von (2) § L.: 


@ (VX-VA\_ @ (!1\_ _ 1, — #a(@—y) 
is(ot )- CE G)- 2 VX : 
Vertauscht man in dieser Formel x mit a, so erhilt man den 


anderen der zu bildenden Differentialquotienten, und der obige Klammer- 
ausdruck wird: 


8 fh) 8. 2 ee 
vx va (1) ~ apa ae (7) = “trea” 


u(u, a) — u(a, u) + f fovea - «(a — x) = 0. 
0 vi 








also: 


Man vereinige nun das eine der beiden Doppelintegrale mit 2(u, «), 
das andere mit a(a, w) und setze: 


m,(u, @) = a(u, a) + Sf wa 


4VXA 


Die niihere Verbindung der Integrale rechts fiihrt auf eine elegante 
Form von 2,(u, a). Es ist niimlich: 





=” on VA ) Pa 
2VxX @@ \Va—a 4VXA 
ieee ; (<) ey (ae — a aa — “y(e—ar+2VXA ; 


2VX Ga \a War 4 VXA(a — a)? 





Nach § 1. Formel (7), die auch nach Vertauschung von z, mit c 
richtig bleibt, hat man aber: 


xy(a — x)? = {Ya(l — x) (1 — #2) — Yx(1— a) (I— xa) }’, 


und demnach: 


1, (U, =f fF dada , a(i—=) (1 awe) = sa) 0 sey 








4VXA (a — a)" 
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Wir iibertragen diese Beziehung zuniichst auf eine andere Form 
des Integrals dritter Gattung. Differenzirt man 2, nach uw, so kommt: * 














x“ 
Ox, (u, «) ada 
ee 
da a(1 — x) (1 — x*x) — w(1 — a) (1 — #*a) ) (2 
-f 2VA (a — x)? 
Setzt man hier « = - - —, so wird: 
wy 
Vy = sin am v = sin am(u+ ik’), I 
und demnach, mit Riicksicht auf § 1. (9): 
° ( 
xyVA *x2ada 
T= ay T J 27a ; 
0 
a * da pet y) (1 — xy) + y(1 — a) (1 — x®a) 
2 Va \ (1 — x®ay)® 
fs {sin? am (v + @) + sin® am(v — )} da. 
1 
Integrirt man nach v, so kommt: ( 


y , y 
g [ wvl4_. dy 49 * wadady 
i—x'ay 2VY : 4VYA 
0 0 


0 
=| fw {sin? am(v + @) + sin? am(v — «)} dvda, 
v0 0 


oder, mit Benutzung der in § 2. eingefiihrten Bezeichnungen, wenn 
man noch das letzte Doppelintegral gleich TT,(v, a) setzt: 


2TT(v, a) + 2vJ (a) =T1,(v, @). 

Bevor wir mit der Untersuchung der Periodicitiitseigenschaften des 
Integrals dritter Gattung beginnen, zerlegen wir TT,(v, «) in zwei 
Theile, welche den Summanden unter dem Doppelintegralzeichen ent- 
sprechen. 

Ks geschieht dies mit Hiilfe der Formel (10) § 1.: 


4VYA 


ww sin? am(v + @) — sin? am(v — @). 


Hieraus folgt niimlich: 




















Ueber elliptische Functionen. 95 


4 log(1 — x? ay) ss aad am(v + a) — sin® am(v — a@)) dv da. 
é 


Multiplicirt man mit x? und subtrahirt (bez. addirt) die Gleichung 
(1), so kommt, nach Division mit 2: 


(2) T(v, @) + 0+ J(a) F > log(1 — x*ay) 


-{f# sin? am(v + «) dvda, 
0 0 


Fuhrt man noch die Bezeichnung ein: 


(3) TI, (v, @) wt ig sin? am(v — a) dvda 
0 
so ist: 


TT,(v, — @) fife sin? am(v — a) duda 


= —f fe sin? am(v + a) dvda 
0 0 
und also, wegen (1): 


(4) 2TT(v, e) + 2v - J (a) =TT,(v,a) — TT, (v, — @). 
(Jacobi, fund. theor. funct. ell. p. 140.) 


Das Integral TT, kann man, wie leicht ersichtlich, auf die Form 
bringen: 


(5) TT, (v, «) =f dv{J(e—») + J(v)}- 


4, 


Periodicitétseigenschaften der Integrale zweiter und dritter Gattung. 
Definitive Normirung. 


Fiir die weitere Normirung des Integrals dritter Gattung TT, (v, a) 
ist die Kenntniss der Periodicitaétsmoduln desselben nothwendig. Der 
Vollstindigkeit wegen mégen dieselben hier kurz entwickelt werden, 
wobei wir mit denen des Integrals zweiter Gattung J, durch welches 
sich TT, darstellen laisst, beginnen wollen. 

Man fihre in: 


J (v) = |* sin? am vdv 


0 
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als Variable unter dem Integralzeichen statt v - --v —2K ein, wo- 
durch die Grenzen 0 und v bezw. in 2K und 2K + v iibergehen. 
Man erhilt so: 
J(v) =J(v + 2K) — J(2K). 

Nun ist aber, wie sich durch Einfiihrang von — v statt v unter 

dem Integralzeichen ergiebt : 
J(— v) = — J(v). 

Setzt man also in der vorstehenden Gleichung fiir v --- — K, so 

kommt: 
J(2K) =2Jd(K) = 2j, 
wo: 
kK 
j a J x? sin? am v dv 
gesetzt ist. Es wird so: 
(1) J(u + 2K) =Jd(v) + 2). 
Zur Bestimmung des imaginiiren Periodicitiitsmoduls fiihre man in J 
die Integrationsvariable v + 2: K’ statt v ein. Man erhiilt so: 
J(v) — J (K) =J (vo + 2iK’) —J(K 4+ 2K’), 
wo zur Abkiirzung das Integral J mit den complexen Grenzen v+2i K’ 
und K + 2iK’ durch die rechtsstehende Differenz bezeichnet wurde. 
Man schliesst hieraus (unter Anwendung der gleichen Bezeichnungs- 
weise) : 
J(v + 2iK’) — J(v) = J (K+ 2iK') — J (K). 
Nun ist aber: 
J(v + 2iK’) — J(v) = 2{J(K + ik’)—J(K)}.- 

Um dies zu beweisen, gehe man zu dem complementiren Modul 
x = VY1— x? iiber, wobei sich K in K’ verwandelt. Sind « und B 
zwei reelle Gréssen, so hat man: 


J(a, x’) — J(B, x’) aa | x? sin? am(u, x’) du 
fi 
e 
=a— Bp + | A? am(u, x) du 
a 


ip 
= — if A? am(iv, x) dv+a— 8, 


wo i=)Y— | ist. Aber vermége bekannter Transformationsformeln 
wird: 
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_4* am(o, x) 
cos? am (v, x) 


A? am (iv, x’) = 


= x’ sin? am(v + K+ ik’). 


Ersetzt man daher unter dem Integralzeichen v — K — ik’ durch 
eine neue Variable, so kommt: 


J (a, x’) — J(B, x’) 
= —i{J(K +ik'+ if)—J(K+ik’ + ia)}} +oe—8£. 
In dieser Gleiehung ‘setze man « =0 und 6 = K’, beziehungs- 
weise B = — K’, so folgt durch Vergleichung: 
J(K', x) = K’ + i{J(K + 2iK’, x) — J(K + ik’, x} 
= K' —i{J(K, x) — J(K+ik’,»}, 


wo die mit ¢ multiplicirten Differenzen rein imaginire Gréssen sein 
miissen, weil, (K’, x’) reell ist. Setzt man also: 


K+ik’ 


I(K + ik’) —J(K) = f'# sin? am odo = ij’ 
x 


so ist j’ eine reelle Grésse, und es wird: 


(la) J(K + 21K’) — J(K) =2ij, 
ferner: 
. “a j =K'—J(K’,x), 
und somit: 
(2) J(v + 2iK’) — J(v) = 2i7’. 


Die Beziehungen (1) und (2) enthalten die Periodicititseigen- 
schaften des Integrals zweiter Gattung. Aus ihnen folgt fiir das oben 
eingefiihrte Integral dritter Gattung: 

a 2k 
Th(e + 2K, @) —Th(0, «) = fide fx? sin? am(v — «) dv 
6 0 
a 2K—a 
= | da fe sin? am vdv = 2ja, 


0 —a@ 


und ebenso: 
TT, (v + 21K’, w) — TI, (v, «) = 2ij’ @. 
Das Integral TT,(v, a) hat also die Periodicitiitsmoduln 2ja und 27j’«. 


Subtrahirt man nun von TT, die Grésse =, so ist fiir die Diffe- 


renz der reelle Periodicititsmodul Null. Wenn man die gleiche Be- 
dingung auch dem Integral zweiter Gattung auferlegt, so sind: 


Mathematische Annalen, XVII. 7 
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TI, (v, “ 

(3) seein 
Zo)=— 3 - J(v) 


be TT, (v, «), 


die definitiv normirten Integrale dritter wnd sweiter Gattung. Es 
ist also: 


(4) 1, (v + 2K,a)—T,(v, 2); Z(v + 2K) =Z(0). 
Die imaginiren Periodicititsmoduln sind: 


» pre: a) —Th(v, «) = 28! GK’ — Kj’)—— “2 
2 
Z(v + 21K’) — Z(v) = x (jK’ — Kj’)=— . 


Es besteht nimlich nach einem bekannten Satze von Legendys die 


Identitit*): e 


j'K- ae jK’ a . ’ 
wo a der halbe Kreisumfang vom Halbmesser eins ist. 
Die Function Z(v) ist ebenso wie J(v) eine unpaare Function, 
und wird wie diese unendlich nur fiir diejenigen Werthe von wu, fiir 


die sin am v unendlich wird, nimlich fiir » —iK’ (bis auf Perioden- 
vielfache), und zwar wird dann Z(v) unendlich wie — J(v), d. h. wie: 


=" udy a / 
; Ve “VY 


fiir sinamv=/y =. 


Durch die Function Z(v) liasst sich das Integral dritter Gattung 
TT,(v, @) ebenso darstellen, wie oben TT,(v, «) durch J(v) dargestellt 
wurde. Da wegen § 3. (5): 


TT,(v, «) = — TI,(v, a) + - = = | (Z¢ — v) + Z(v)) dv, 


*) Mit Hilfe der oben (1a), (1b) aufgestellten Beziehungen kann man der 
linken Seite dieser Gleichung die Form geben: 


1 
= e fee ae da dy nw’ 2y2 — 42a? 

K-K’—K-J(K’,x’) — K'- J(K,x) ff Seo y? — xta%), 

0 0 
wo X in « und dem Modul x, Y in y und dem Modul «’ = Vi — x? geschrieben 
ist. Ein eleganter Beweis der Legendre’schen Relation, der von Glaisher 
herriihrt, und den Cayley, Treatise on ellipt. funct. p. 49, mittheilt, kniipft an 
diese Form an, deren Differentialquotient nach x? gleich Null gefunden wird, 
worauf sich der Werth des differenzirten Ausdrucks aus dem Falle x = 0 bestimmt. 
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so folgt durch Zerlegung: 
(6) T,(%,@) = f'Z0) dv + {20 dv — [2 dv. 
5 é 


5. 
Die 0-Function. 


Die vorstehende Darstellung des normirten Integrals dritter Gattung 
TI,(v, @) durch die Z-Function riickt den Gedanken nahe, an Stelle 
der Letzteren das dort auftretende Integral dieser Function als neue 
Function einzufiihren. Dieselbe wird nur fir vo =i K’ (bis auf 
Periodenvielfache) unendlich (s. § 4. am Ende), und zwar un- 
endlich wie: ou 

. : 
Ve -xVy = — logy 


fiir = Co. 





Setzt man also jenes Integral nicht selbst gleich einer neuen Function, 
sondern — bis auf eine additive Constante — gleich dem Logarithmus 
einer solchen: O(v), also: 


(1) J Z(v) dv = log Sty > 
und demnach: 
Q' (v) 
Z(v) _ “O(v) ? 


so wird die Function O(v) fiir endliche Werthe von v iiberhaupt nicht 

unendlich, sondern nur Null fiir v =iK’ (bis auf Periodenvielfache), 
Ferner ist O(v) eine paare Function, deren Periodicititseigen- 

schaften sich aus denen von Z(v) sogleich ergeben. Weil nimlich: 


2K +k 
[zo dv “—_ Z(v+K) dv 


= [{Z+K) — Z(v— K)} dv =0 


ist, und weil ebenso: 
K+2ik’ 2K’ 


2 dv = { Ze + K) dv 


ik' 
— [{Z@+K+ik) — ZietE—iIK) dew SS 


7q* 
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ist, so folgt: 


gtex 
J Z(v) du = f Z(v) dv; 
0 0 
ferner: 
grein’ : : 
Z(v) dum fZ@+2iK’) dv 7. {Zv0 — dv 
K-+2K" K 
= Z(v) dv — “ (vo—K), 
XK 
und ,also: 


o+2iK’ ’ 
ni aK 


fzo du=— + 4 in+ = 





Dies in die neue Bezeichnung iibertragen, giebt: 
O(v+ 2K) = O(»); 


2 re - 
«) O(0 + 2K’) = — + Ov) -¢ ll 








—2 K' - 
wenn g=e “ _— gesetzt wird. Wir bemerken hierzu noch die oben 
abgeleitete Gleichung: 


O(iK’) = 0. 
Die Gleichungen (2) in Verbindung mit: 
0(— v) = O(v) 


geniigen aber zur Herstellung einer Entwicklung von O(v) in eine 
trigonometrische Reihe. 
In der That, man setze: 
O(v) = TAne * , 

wo 2 die Summe iiber alle Glieder mit ganzzahligem m von — oo bis 
+ co andeutet, und, wegen O(v) = O(—v), A, — A_% ist. Die 
Periode 2K von O(v) ist durch die Gestalt des Exponenten bereits 
beriicksichtigt. Die Coefficienten A,, bestimmen sich dann aus der 
Vergleichung der beiden Formen, in die man die Reihe fiir 0(v + 27K’) 
bringen kann. LEinerseits ist nimlich: 


t v 
——— (m—1) 
O(vo + 2iK’) = TAn igre * ; 
wo 
—7kK' 
7 


q=e 


ist, andererseits, wegen (2): 








=~ _. i 2 
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=? (m—1) 
O(v + 21K’) = — DAnqre * " 


Durch Vergleichung der Coefficienten gleichhoher Potenzen von 
ino 





e * erhalt man so die Recursionsformel: 


n= Am-1 gr, 
und hieraus: 
‘Am — (Con lyf 4.¢"*. 
Daher endlich: 


—mmn kK’ ize 
a + “—— +inm 


O(v) — A, - Le = ) 





wo noch die Constante A, = 1 gesetzt werden kann, weil im Vor- 
stehenden iiberall O(v):0(0) eingefiihrt worden ist. Indem man 
die Glieder mit entgegengesetzten Werthen von m vereinigt, erhiilt 
man die bekannte Entwicklung: 


v 


O(v) = 1 — 2¢q cos ~ + 2q' cos ae — 2q° cos Ske +::- 

Um die @-Function zur Darstellung des Integrals dritter Gattung 
TI(v, «) und der elliptischen Functionen sin am v etc. zu verwenden, 
gehe man auf die Formel (6) des § 4. zuriick, die durch Einfiihrung 
von O(v) aus (1) die Form erhilt: 


Ty (0, a) — log G5) — log NG 





Vertauscht man in dieser Formel « mit — a und bildet die Differenz, 
so erhilt man mit Riicksicht auf die Kormeln § 4. (3) und § 3. (4): 


O(v + a) 
O(v — a) 


= —T1,(v, «) +11, (0, — a) + 73 
= — 2T1(v, «) — 2vT(a) + 29h 
= — 2TI(v, a) + 2vZ(a). 


log 





— TT; (v, a) = TT; (0, seid a) 


Daher endlich die bekannte Formel: 


1 O(v — 
T(v, @) = vZ(a@)+ 5 log oor a : 
Wie sich nun weiter aus dieser Gleichung durch Differenziation nach 
v und nachmalige Integration nach « die Beziehung: 


O(v — a) O(v + a) 


_. 42 gin? in? = 9*(0)- 
1 — x? sin? am @ sin? am v = 9?(0) 6?(0) 08a) 
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ergiebt, die fiir a = K den Ausdruck von A am v durch die 0-Function 
und folgeweise den von cos am v und sin am v vermittelt, ist bekannt 
(Jacobi, fund. funct, ell. p. 152). 

In bequemem Anschluss an die vorstehend entwickelten Formeln 
lassen sich die zahlreichen Relationen ableiten, durch die Jacobi in 
den letzten Nummern seiner ,,fundamenta“ die elliptischen Functionen 
der Anwendung zuginglich gemacht hat, und in welche einzufiihren 
die Absicht dieser Blatter war. 


Miinchen, im Mai 1880. 




















die Wendepunkte der Curven vierter Ordnung mit 
Doppelpunkten. 


Von 


A. Britt in Miinchen. 


Die zwélf Wendepunkte einer Curve vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten kénnen einer zweifach unendlichen Schaar von Curven 
vierter Ordnung als Basispunkte dienen. Ich will in dieser Note 
, zeigen, wie man die Gleichung einer solchen Schaar aus derjenigen 
der gegebenen Curve ableitet. 

Wenn zwei algebraische Curven durch ihre Gleichungen 

f —_ 0, y=0 
gegeben sind, und eine Curve my = 0 existirt (@ ebenso wie f von 
niederer Ordnung als w), deren simmtliche Schnittpunkte mit f einen 


Theil des Schnittpunktsystems von f mit wy bilden, so besteht bekannt- 
lich die Identitit: 
y=ap-+ ff, 


(wo «, B Ausdriicke von den zur Ordnung von y ergiinzenden Ord- 
nungen sind) immer dann, wenn g nur durch einfache Punkte von f 
hindurchgeht. Aber sie bleibt unter Umstiinden*) auch noch bestehen, 
wenn f und @ ausser in einfachen sich noch in Doppelpunkten u. s. w. 
von f schneiden. 

Ich erwihne drei solche Fille: 


I. Wenn in jedem Doppelpunkt von f, durch welchen  ein- 
fach hindurchgeht, ~ einen Doppelpunkt (mit tibrigens be- 
liebig gerichteten Tangenten) besitzt. 

II. Wenn in jedem Doppelpunkt von f, in welchem auch 
gm einen solchen mit denselben Tangenten wie f hat, y 
ebenfalls einen Doppelpunkt mit den gleichen Tangenten 
besitzt. 


*) Vgl. Néther, Math, Ann, Bd. VI, S. 351. 
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I1I. Wenn in jedem Doppelpunkt von f, in welchem yw einen 
ebensolchen mit den gleichen Tangenten wie / besitzt, am 
einen dreifachen Punkt hat, fiir welchen die Richtungen 
von zwei Zweigen beliebig sind, wihrend die des dritten 
einer gewissen Bedingung geniigt.*) 

Zur Bestimmung der Wendepunkte einer Curve vierter Ordnung 
dient zuniichst die Hesse’sche Curve H=0O. Aber man kann, wenn 
jene Curve Doppelpunkte hat, statt H Curven niederer Ordnung an- 
geben, welche die Wendepunkte ausschneiden. 

Ist eine Curve vierter Ordnung f = 0 mit einem Doppelpunkt ge- 
geben, und legt man durch die beiden weiteren Schnittpunkte a und 
a, welche die in dem Doppelpunkt gezogenen Tangenten noch mit f be- 
sitzen, eine Gerade [, so geht die Curve, welche durch die Gleichung: 


H.T=0 


dargestellt wird, durch alle Schnittpunkte des Tangentenpaars ¢- rt 
mit f. Da in dem Doppelpunkt die Bedingung Il. erfiillt ist, so be- 
steht die Identitiat: 

H-{ =Atr+ Bf, 


wo denn also A=() eine Curve fiinfter Ordnung darstellt, welche 
durch die 18 Wendepunkte von f und die zwei Schnittpunkte hindurch- 
geht, die ausser a und a die Gerade T mit f gemeinsam hat. 

Wir betrachten weiter eine Curve vierter Ordnung f = 0 mit zwei 
Doppelpunkten d, und d,. Sei ¢,t,¢,7, das Product der vier Tangenten 
in derselben. Legt man durch die vier weiteren Schnittpunkte a,«, a, a, 
dieser Tangenten mit f ein Kegelschnittbiischel, so besteht zuniichst 
der Satz, dass ein Kegeischnitt dieses Biischels durch die Doppelpunkte 
von f hingurchgeht. Denn legt man durch d, und d, die Gerade [ = 0, 
so hat die Curve: 

rP=0 
je einen Doppelpunkt in d, und d,. Ist nun A =O die Gleichung 
eines durch d, und d, gehenden Kegelschnitts, so kann man dessen 
Tangenten in diesen beiden Punkten so bestimmen, dass von der Curve: 
r-A=0, 
welche in d, und d, je einen dreifachen Punkt besitzt, die unter III. 
geforderte Bedingung in jedem dieser Punkte erfiillt ist. Es muss 


*) Das Product der Abstandsverhiltnisse der Tangenten der drei Zweige in 
Bezug auf die Tangenten des Doppelpunkts muss gleich sein dem Product der 
Abstandsverhiltnisse (ebenfalls in Bezug auf die Tangenten des Doppelpunkts) 
der drei Strahlen, die man nach den Schnittpunkten einer beliebigen Geraden 
mit der in Bezug auf den Doppelpunkt genommenen (n — 3)'*" Polaren der Curve 
f ziehen kann. (Siehe diese Annalen Bd. 13, S. 180.) 
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dann also méglich sein, tiber den noch unbestimmten Coefficienten in 
A so zu verfiigen, dass die Identitiit besteht: 
tt,t,7, =f A+ ef, 
wo ¢ eine Constante ist. A —0 ist dann die Gleichung eines durch 
die Doppelpunkte und die Punkte a, a, a,@, gehenden Kegelschnitts. 
q- e. d. 
Ist N = 0 die Gleichung eines andern Kegelschnitts jenes Biischels 
durch a,a,a,0,, so geht die Curve: 
(xA+4N)-H=0 


wo *, A beliebige Constante sind, H die Hesse’sche Determinante 
von f, durch alle Schnittpunkte von: 


t,t, t,t, = 0 


mit /, und erfiillt in d, und d, die in II. vorgeschriebene Bedingung. 
Es besteht also die Identitit: 


H(xQ+AaN) = t,1,t,t.(xF+1%) + C-f, 
wo C von der sechsten Ordnung ist, F’ + 4% = 0) ein Curvenbiischel 
vierter Ordnung darstellt, welches durch die 12 Wendepunkte von f 


hindurchgeht, und auf f dieselbe einfach unendliche Schaar von je vier 
Punkten ausschneidet, welche durch das Kegelschnittbiischel : 


xQ+iN=O 


ausgeschnitten wird, dessen Basispunkte die Punkte a,a,a,0, auf den 
Tangenten in den Doppelpunkten von f sind. 

Dabei geht die Curve / = 0 durch die beiden Doppelpunkte von 
f einfach hindurch, weil dies mit A = 0 der Fall ist. 

Die Gleichung: 

*eF+id+ upf=0 
stellt somit eine lineare doppelt unendliche Schaar von Curven vierter 
Ordnung dar, welche die zwélf Wendepunkte der gegebenen Curve zu 
Basispunkten hat. 

Es bleibt noch zu zeigen, wie man zu der Gleichung N = 0 ge- 
langt. Da A=O ein Kegelschnitt ist, der durch jeden der Doppel- 
punkte von f einfach hindurchgeht, wiihrend die doppelt gerechnete 
Verbindungslinie [? = 0 derselben dort je einen Doppelpunkt hat, so 
muss, da die Bedingung I. erfiillt ist, eine Identitét von der Form 
bestehn: 

PN — A’A-+ ef, 
wo ¢ eine Constante, A’ = 0 die Gleichung eines Kegelschnitts ist, 
der durch die Doppelpunkte von f geht, N = 0 die eines ebensolchen 
durch die oben mit a,a@,a,a, bezeichneten Punkte und noch vier 
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weitere Punkte von f, durch welche auch A’ = 0 hindurchgeht. Diese 
vier Punkte sind indess durch obige Identitit noch nicht vdllig be- 
stimmt, denn man kann ihr die Form geben: 


(N+ eA) = (A'+e!") 4+ ef, 
wo @ eine willkiirliche Constante ist. Die Coefficienten in N sind 
also, wie dies zu erwarten war, lineare Functionen eines willkiirlichen 
Parameters, und die vorstehende Identitit liefert zugleich das oben ver- 
wendete Kegelschnittbiischel. 
Die Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten habe ich ahn- 
lichen Betrachtungen schon friiher (a. 0. a. O.) unterzogen. 


Miinchen, im Mai 1880. 
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Zur Theorie der Strahlencomplexe zweiten Grades. 
Von 


F, Scuur in Maciejewo. 


Bekanntlich bedeuten die adjungirten Formen von homogenen 
quadratischen Formen mit drei bez. vier Veriinderlichen, die ihrerseits 
Curven bez. Flachen 2. Grades in Punktcoordinaten darstellen, dieselben 
geometrischen Gebilde in Linien- bez. Ebenencoordinaten. Meines 
Wissens ist eine aihnliche geometrische Deutung der adjungirten Form 
einer quadratischen Form von sechs Veriinderlichen, die ja einen 
Strahlencomplex 2. Grades darstellt, bisher nicht gegeben worden. 
Durch meine geometrischen Untersuchungen im XV. Bande, 8. 432 
dieses Journals bin ich auf eine solche Deutung gefiihrt worden. 

Sind niimlich p,,---, y, die Punktstrahlencoordinaten eines 
Strahles p, ist also: 


By = By Yo— B2Yyy Pa FH XYg— MeYpy° > Dy = LeYq — MqYgn "> 
wo x, y zwei Punkte von p, sodass also die identische Relation besteht: 


3 
> +3=0, 
so sind die Ebenenstrahlencoordinaten 2,,---, 2, desselben Strahles 
p mit jenen durch die Gleichungen: 
ON; = Pi+s (¢ = i. 2, aie 6) 
verbunden, wo, wie stets im Folgenden, der Index k + 6 mit dem 
Index k gleichbedeutend ist. 
Dies vorausgeschickt sei nun: 
6 


(1) PA ik DiPe = 9, 
£e&=1 


WO a; =a; die Gleichung des zu betrachtenden Strahlencomplexes 
2. Grades. Die Gleichung eines Polarcomplexes eines -Strahles q ist 
dann: 


6 


6 
(2) = Pas +A D> pigirs = 9, 
i,k=l 
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wo q gleichzeitig in (1) liegen mag, sodass die Gleichung besteht: 
6 


(3) PT. = 0. 
i,k=1 


r sei nun ein Strahl, der sowohl in (1) als in 2) liegt, dessen Coordi- 
naten also den Gleichungen geniigen: 


6 


(4) a urn == (), 
i,k=1 


6 6 
(5) > anrit + a> rigits = 03 
i,k=l s=1 


dann liegt auch g im Polarcomplexe von r, der die Gleichung hat: 


6 6 
(6) 2 amin + 4 > pirigs = 0. 
ijk=1 f=1 
Die drei Complexe (1), (2), (6) haben nun i. A. die Strahlen p 
einer Regelfliiche 4. Grades gemein. Nun sieht man aber aus den 
Gleichungen (1) bis (6), dass, wenn p ein Strahl dieser Regelfliche 
ist, dasselbe auch von dem Strahle s gilt, dessen Coordinaten: 


(7) es = api + Ba+ 77%, 
wo a, B, y nur so gewahlt zu werden brauchen, dass die Relation: 
3 


> 4843 = () 


é=1 


erfiillt ist. Die durch (7) dargestellten Strahlen sind aber die eine 
Erzeugung einer Regelfliche 2. Grades, sodass jene Fliche 4. Grades 
in zwei Flaichen 2. Grades zerfallt, Geniigen nun die Ebenen- 
strahlencoordinaten t,,---, t, eines Strahles ¢ fiir alle Werthe von s; 
der Gleichung 


6 
Ly 
(8) st = V, 
= 
so sind die Strahlen ¢ offenbar die andere Erzeugung der durch (7) 
dargestellten Regelfliche 2. Grades. Nun wird die Gleichung (8) erfiillt 
durch die Annahme: 


6 
(9) ors — Drains + Asigs iI, 2» - 6) 
=1 


fiir alle aus (7) hervorgehenden s,. Eliminirt man also die s, aus (8) 
und den sechs Gleichungen (9), sucht also die Gesammtheit der 
Strahlen ¢, die aus allen Strahlenpaaren g, r des Complexes (1) fiir 
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dasselbe 4 hervorgehen, so erkennt man, dass diese Strahlen einen 
Complex 2. Grades erfiillen, der durch die zu (1) adjungirte Form 
dargestellt ist. 

Aus meinen geometrischen Untersuchungen 8S. 463 folgt aber 
leicht, dass die Strahlen ¢ einen der zu (1) in Involution liegenden 
oder mit (1) die Singularitiitenfliche gemeinsam habenden Complexe 
2. Grades erfiillen. 

Wir erhalten also folgenden Satz: 

», Stellt eine quadratische Form von sechs Veriinderlichen 
einen Strahlencomplex 2. Grades in Punktstrahlencoordinaten 
dar, so stellen die ihr adjungirten Formen, welche vermige 
des variablen Factors eine einfach-unendliche Schaar bilden, 
in Ebenenstrahlencoordinaten die Complexe 2. Grades mit 
derselben Singularititenfliche dar‘*), 


Maciejewo, im Juni 1880. 


*) Verzichtet man auf die geometrische Interpretation, so ergiebt sich dieser 
Satz sehr leicht, wie mir Herr Prof. F, Kleiu nachtriiglich mitgetheilt hat, aus 
der Gleichungsform, die derselbe im II. Bande dieses Journals gegeben hat. In 
der That hat beim Gebrauche der a, ..., 2, der gegebene Complex die un- 
endlich vielen Gleichungen: — 


6 a, 
t=1 t=1 
und die zugehdrigen Complexe sind: 


6 22 


= = 0 
k+a” 


+| 


i=1 
worin das Theorem bereits liegt; denn es handelt sich bei der Bildung der ad- 
jungirten Form um einen Process, der bei linearen Transformationen ungeindert 
bleibt, der also auch beim Uebergange von den a; zu den p; bestehen bleibt. 














Synthetischer Nachweis des Euler’schen Satzes tber 
Krimmungsradien. 


Von 


W. Marx in Miinchen. 


»tst p ein Punkt eines Kegelschnittes, N seine Normale und n 
deren Pol beziiglich des Kegelschnittes, und fillt man von n eine Senk- 
rechte zu dem durch p gehenden Durchmesser pp’, so ist das Stiick der 
Normale zwischen ihrem Fusspunkte p und dem Durchschnittspunkte x 
mit jener Senkrechten gleich dem Kriimmungsradius des Punktes p.“ 





Denn ist gq der zu pp’ conjugirte Durchmesser und schneidet 
eine durch q zu pp gezogene Parallele die Tangente pm in ¢, so ist 
t der Pol von pq oder von pq’, je nachdem man Ellipse oder Hyperbel 
hat. Die Polaren der vier Punkte ¢, m, p und des unendlich ent- 
fernten Punktes auf pm schneiden den Durchmesser qq in den 


Punkten gq, f, dem unendlich entfernten Punkt auf qq’ und in c. 
Sonach ist 








unt 


so 


gle 
die 








t 
] 








Euler’s Satz itiber Kriimmunggsradien. 


pt _ ef 


; ae 
pn cq 


und da ferner aus den Dreiecken pef und nzp: 


cf _ =p 
: pf up” 
so wird 
cg Ja. cq 





— ‘ph —s ep - sing 
gleich dem Kriimmungsradius des p sein. Der Satz behialt auch fiir 
die Parabel Giiltigkeit. 

Es sei nun p ein Pankt einer Oberfliche zweiter Ordnung F”, 
s der zweite Schnittpunkt seiner Normale mit F?, G die reciproke 
Polare von ps beziiglich F?. Die Ebene irgend eines durch p gehenden 
Normalschnittes K der F? schneidet G in einem Punkte a und dieser 
ist der Pol von ps beziiglich des K. Der Mittelpunkt c des Normal- 
schnittes findet sich als Durchschnittspunkt zweier Geraden, deren 
eine den Punkt a@ mit dem Halbierpynkt h von ps, deren andere den 
Mittelpunkt m der F? mit dem auf G liegenden Pol a, der Ebene des 
K verbindet. Die Punkte aa, sind ein Punktepaar der zu G beziiglich 
der F? gehérigen Involution, deren Doppelpunkte, die Schnittpunkte 
von G mit F’, reell vorhanden oder imaginiir sind, je nachdem die 
Fliche F? Regelfliiche oder Nichtregelfliiche ist. Die von a aus zu 
dem durch p gehenden Durchmesser pe des K gefiallte Senkrechte 
schneidet auf der Normale ps ein Stiick zp ab gleich dem Kriimmungs- 
radius g. des K in p. 











Sind m, und ¢, die Fusspunkte der von m und ¢ zur Beriihrebene 
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des p gefillten Perpendikel, so folgt, da Apxra co Ac, pe und 
c,¢ || ph: 
— AP Pe OP 
pe ax; Qa ae - Qc Wy ph ya 
Schneidet G die durch m, m,, p und s gelegte Ebene in d, so 

ist m,c,a, Transversale im Dreieck pad, mithin: 

mp ad Ga = 

md aa ep’ 


also geht der Werth von px oder g, iiber in: 


_ pa mp ad 
(1) ae) a 7 
Riickt a nach d, so fallt a, in unendliche Entfernung auf G, 
@. geht iiber in den Kriimmungsradius gj des durch ps gehenden 
Mittelpunktsschnittes der F? und es wird: 





ap AE, . Pak 
(2) aind ph md’ 
woraus folgt: 
2 P@ mae 
(3) Cu = pa a,d 


Nimmt man p als Mittelpunkt eines der Involution auf G perspec- 
tivischen Strahlsystems, dessen Doppelstrahlen die reellen oder imagi- 
niren Linien sind, wornach F? von der Beriihrebene des p getroffen 
wird, so folgt, wenn a, a,, 0 die Strahlen nach a, a,, d; 6, der 
Parallelstrah] zu G ist, aus den Dreiecken pad, paa, und pda,: 

. 
pd _ sin(d,a) , aa  sin(ao) . pa sin (0; «,) 


pa sin(d,d) ? pa sin(d,a,) ” aa ~~ sin(da,) ’ 





woraus sich durch Multiplication ergiebt: 





4 3 se sin(way) —sin(d,@) : 
(4) ee 8in(d,8)  sin(d «) 


Die Winkel sind alle im Sinne der Drehung von 0, gegen 0 positiv 
gezahlt. 

Sind £, 6, ein weiteres Paar entsprechender Strahlen des Strahl- 
systems, @;, Qs, die zugehérigen Kriimmungsradien, so gilt auch 


@, «sin (8, 8) * “sin (8 B;) 





eg sin(BB,) —_sin(d, 6) 


und 
ey sin(B,8) | sin(,6,) 


@», sin(d,d)  sin(dp) ” 














3 





Eule 


mithin 
. ae 
Ca 
und 
. ee 
Ca 


Da aber aa,, BB,, 


sin (d p;) : sin(d,@) 


r’s Satz iiber Kriimmungsradien. 


Sin (@ @;) 


sin (B B;) 


sin(dB,) sin (0; «) 
sin(d,8) —sin(da;) 





sin (a a,) sin(dB) —_sin(d,«) 
sin(6,B)  sin(d,B,) sin(@a,) 








0d, in Involution, so ist 





sin (« B,) 
sin(d,;8)-sin(@e,)  —~—«sin (a B) 

und 
sin (0B) sin(d;a) sin (ap) 


sin (0; B;) . sin (da) 


und es folgt 





sin (ce, B;) ’ 





(5) eR ogee sin (a e;) ‘ sin (a B,) 
eu sin(BB,) * sin(@,8) 
und 
@3, ___—s sin(@a@,) —_sin(«B) 
oho sin(B,B) — sin(@,B;) 


Multiplicirt man diese Gleichungen beziehungsweise mit 


sin® (6 B;) 


sin®(B, 8) 








‘sin? (a By) sin®(aB) ’ 


so ergiebt sich weiter: 


sin(@e,) . 


sin (B ors) 


und 


sin(ea) 
sin (8, o;) 


woraus folgt: 


(- 
Cg 


ee sin? (f By) 
ey sin?(a B,) 


sin (c By) 


? in@e,y — (% 8B) = 1 — (aa, BB;) 


Of, sin? (BB,) 
®,  sin*(@®) 


; any = (aB,a,B) = 1 — (aa, 8,8), 


sin®(@ B,) ) (1 a. 2 oe ) 


sin® (@ B; ) Qa sin? (a p} 


= (aa, BB,) - (aa, 6,8) = 1, 
(6) sin (BB) __ sin®(@B) , _sint(aB) 


also 


@Q 


Ersetzt man #6, 





- es 8, 


durch das rechtwinklige Strahlenpaar oo, der 
Involution, so wird sin?(@6,) = cos*(a@o), sin*(a@o) = cos?(a6,), und 


aus (6) erhilt man die Euler’sche Beziehung: 


Mathematische Annalen. X 


Vil. 8 


‘ 
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(7) chan sonar wets 
Dieser Satz behilt auch fiir beliebige Flachen Giiltigkeit. 


Denn ist p ein nicht singuliirer Punkt einer beliebigen Fliche F, 
so verschaffe man sich drei Kegelschnitte, von denen jeder einen 
Normalschnitt der F in p osculirt und durch einen festen Punkt s 
auf der Normale des p geht, dort eine feste Ebene beriihrend. Diese 
drei Kegelschnitte bestimmen eine Fliche zweiter Ordnung, die als- 
dann mit F’ eine Osculation in p eingeht. 


Miinchen, 6. Juni 1880. 














On a theorem relating to the Multiple Thetafunctions. 
ms 
2 A. Cavity of Cambridge. 


I propose — partly for the sake of the theorem itself, partly for 
that of the notation which will be employed — to demonstrate the 
general theorem (3’), p. 4, of Dr. Schottky’s ,,Abriss einer Theorie 
der Abel’schen Functionen von drei Variabeln‘‘, (Leipzig, 1880), which 
theorem is there presented in the form: 


(3) eG (uy 2 cy’ +++ 54, v) ee PE MOPe (uy +5 uw, vr’), 
but which I write in the slightly different form 
exp[—H (u; w',)]-O(u-+-2 05 u,v) exp[—2 xine] -O(usu+w’, vy’). 

I remark that the theorem is given in the preliminary paragraphs 
the contents of which are, as mentioned by the Author, derived from 
Herr Weierstrass: and that the form of the thetafunction is a very 
general one, depending on the general quadric function 

G(umy,-+-, Ug; My**°* Ne) 
of 2@ variables, g@ being the number of the arguments w,, +--+ ue (in 
fact the periods are not reduced to the normal form, but are arbi- 
trary); and the characters v,,--- VQ; #4, - ++ Ue instead, of having each 
of them the value 0 or 1, have each of them any integer or fractional 
value whatever. The meaning of the theorem (w denoting a set or row 
of @ letters u,,-+-++%e, and so in other cases), is that the function 
O(u; u+u’,v+v’) with the new characters w+ u’ and »+ 7’ 
is, save as to an exponential factor, equal to the function 0 (u+20’; u,v) 
with the original characters wu, v, but with the new arguments 
u+ 2a. 
Notation. 

This is in some measure a development of that employed in my 
»,Memoir on the Theory of Matrices“ Phil, Trans. t. CXLVIII (1858) 
pp. 17—37. I use certain single letters w etc. to denote sets or rows 
each of g letters, uw = (u,,-- +g): or if to fix the ideas @ = 3, then 
u = (U,, U,, Us), and so in other cases. ; 

But I use certain other letters a, etc. to denote squares or matrices 
each of g? letters; thus g = 3 as before, 


g* 















A. Caytey. 


Ary, Uo, Ua |, 


Mo47 Ay, Fo 
1233, Bsop 33 
and in any such case the transposed matrix is denoted by the same 
letter enclosed in parentheses 
(4) =| Gy, Gy, Gy |- 


G2, Aga, Age | 
| 
Giz, G3, Ags 


. 
\ )] 7 ) ) 
‘The sum «+ -v of the row-letters w, = (u,, U., Us) and v, = (v4, 0, 0,) 
denotes the row (u,-+-v,, u)+¥v., Ug+,): and in like manner the sum 
a-+-b of the two matrices or square-letters a and b, denotes the matrix 


|p HO, G2 + Oya, 3 + O45 | 
| gy Day ~ Gay + by, Gog + bys 
| 3, + O31, A3q + d32, Gy3 + O55 
and similarly for a sum of three or more terms. 
The product wv, = (u,, U,, U3) (¥,, V2, Vs), Of the two row-letters 
u, v denotes the single term u,v, + u,v, + u,v,. We have wv = vu. 
The product 


au, = | Ayyy yay Ay | (Uy, My, Uy) , 
| 4217 2» Ay 
| @y1y yy gg | 
of a preceding square-letter a and a succeeding row-letter uw, denotes 
the set or row 
(Gy45 Gyor By )(Myy May My), (Bay, Byay May )(Myy My, Uy) y (Ag4y Byry Agy)(Myy Moy Uy); 
the notation wa is not employed. 
The product 
QUY =| G44, Aya, Ays | (tt, Uy, U)(V,, Vg, V3) Of a preceding square- 
Goi» U2, 43 | 
A345 Aor M33 | 
letter a followed by the two row-letters u et v, denotes the single term 


(Gy 4y By ayy )( yy Ung Uy Oy (Gays yas Ag )( Uy » Uys thy Wo-F( As 1 Ay 941g )( My Us ty Ws. 
Observe that auv is not in general = avu; but it is easy to verify 
that auv = (a)vu; and hence if (a) — a, that is if the matrix a be 
symmetrical, then auv = avu. 

A product of two matrices 


Ab, =| Ay, Gyo, yz |+| Dy, Dy, Oy 
| Day, Dan, Dag 


| Day, Dgo,  Bg3 | 


4, Fg27 Mag 


G34, Az, 433 











); 
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denotes a matrix 
(Dir, Dory Bsr), (Ore, De25 O52), (O45, bys, bys) 

(4445 Aa) 3) | ” ” ” 
(G45 G2, M3) 
(431, G32) M33) 


viz. the top-line of the compound matrix is 





”? ” ”? 





” ” ” 


(4445425 143)(D4 4B 045 O54) > (4415 G12» 13)(O 429 B290D30) s (44 15 4429 413)(O45, D935 Bg3) 
and so for the other lines: or expressing this in words, we say that 
any line of the compound matrix is obtained by compounding the 
corresponding line of the first or further component matrix with the 
several columns of the second or nearer component matrix. 


Clearly ab is not in general = ba. We may easily verify that 
(ab)==(b)(a), that is, the transposed matrix (ab) is that obtained by the 
composition of the transposed matrix (b) as first or further matrix, with 
the transposed matrix (a) as second or nearer matrix. Even if a and b 
are each symmetrical, we do not in general have ab = ba, but only 
(ab) = ba, or what is the same thing ab = (ba). 

In a symbol such as abuv, we first combine a, b into a single 
matrix ab, and then regard the expression as a combination such as 
auv: the expression denotes therefore a single term. The theory might 
be explained in greater detail; but the mode of working with row- 
and square-letters will be readily understood from what precedes. 

In all that follows uw, u,v, w’, v',, @, € are row-letters; a, b, h, 
@, @', 9, 4 are square-letters: a and b are symmetrical, viz. a = (a), 
b = (bd). 

And | write 


(#)(u, v)’, = (a, h, b)(u, v)? 
= au? + 2huv + br? 
= | iy» Ayo) Aq | (Hy, My, Uy)” 
Mo,y Aga, M3 
431» A321 433 
HF 2 |My, Myoy Mas | (Urs Mey Uy)(My Ya, U5) 
Lae Iiyy heys | 


|hisiy Ngo, Mags | 


+ |b); Dio, Bis (%, Yq, 03). 
| 
baw Doos Dog 
bs, Ds, bys 
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to denote the general quadric function of the 2@ letters w, v, with 
se(o +1) + eo? + $e(e+1), —e(2e+1) coefficients. It is assumed 
that the determinant formed with the 4e(@-+1) coefficients b is nega- 
tive: this is the necessary and sufficient condition for the convergence 
of the series. 


Definition of O(u; uw, v) 
O(u; w, v), the general thetafunction with g arguments wv, and 
2 characters uw, v is the sum of a g-tuple series of exponentials 
O(u; mw, ») = Bexp. [(H)(w, m+) + 2xiu(n+y)] 


where each of the letters n, =(m,,-- + %g), has all integer values (zero 
included) from — co to + oo. 


The general theorem in regard to O(u; uw, »). 
This is 
exp.(— H(u; w’, v’)] - O(u + 20°; w, v) 
= exp. [—2ziuy'] -O(u;u+eu, v+yr), 
establishing a relation between the function O(u;u+wu’, y+’), with 
arbitrary character-increments yw’, v’, and the function O(w+20’; uw, v) 
with the original characters, but with new arguments u + 230”. 
H(u; uw’, v’) denotes a function, linear as regards the arguments u, 
but quadric as regards w’ et v'; — 2aiuv’' is a single term depending 
only on w et v'; and the theorem thus is that the two functions differ 


only by an exponential factor. The relations between the constants 
will be obtained in the course of the investigation. 


Demonstration. 


The truth of the theorem depends on the equality of correspon- 
ding exponentials on the two sides of the equation: viz. substituting 
for the thetafunctions their values, and comparing the exponents or 
arguments of the exponentials: writing also for convenience 


G(u + 20’, n+ v) 
to denote the quadric function (#)(u+230', n+ v)*; we ought to have 
—H(u; wu, v)+G(ut+20,, n+ 7)+2ziu(n+r) 
=—2ripy+G(u,n+v+v)+2zi (uty) (n+v+17’), 


or say 
A (usu',v’) = G(u+20',n+v) —G(un+v+vr)—2ri(n+v+y)u. 


In this equation, if true at all, the terms containing » must destroy 
eachother, and assuming that they do so, the equation becomes 


H(uju',v’) = G(u+2o',v)— G(u, v+r’) — 2xi(v+v’)y. 
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Consider first the terms in m: the right hand side is 
= a(u+2o')? + 2h(u+2o)(n+v) + b(n+) 
— au? — 2hu(n+v+') — b(n+v+r)? — 2axinw’ 
and the terms herein which contain » thus are 
2h(ut+2oa')n + bn? + 2bnv 
—2hun ' — bn? — 2bn(v+’) — 2axiny’, 
=4ho'n — 2bny’ — 2xinw’ 
which, b being symmetrical, may be written 
= 2(2ha’ — bv — wiu')n 
and these terms will vanish if, and only if 
2hoa’ — bv —xiw =0, 
a system of @ equations connecting @, uw’, v’. 
Assuming them to be satisfied, the remaining relation, 
Hu; w, v’) =G(u 20, v) — G(u, vv’) — 2ai(vp ry, 
becomes 
H(u; wp’, v') = a(u+2o') + 2h(w+2o')n + br? 
— aw —2hu(v+r') —b(v+v'P?—2ri(vt+ yw’. 
Here a and b being symmetrical, we have a(u+-20')’=auw?+4aDd'u 
+4an?, b(v+v)?—br?+2bv'v+bv'?, and the value therefore is 
= 4a(W ut ?)+2h(20 v—ur’) — b(2v'v+") — 2xi(v+y) wu’. 
On the right hand side putting the term in h under the form 
—2h(u+@)v +2hoa (2v-+-v'), =—2(h) v' (u+-@')+ 2ho (2v+ v’) 
and the last term under the form — wiw'(2v-+ v’) — wiw'r’, the 
equation becomes 
H(u; w', v') = (4a — 2(h)v’) (u+ WD) — wiv’ 
+ (2hoa’ — by — wip’) (2v+Y7), 
where the second line vanishes in virtue of the foregoing equation 
2h’ — bv’ — xiw = 0; the equation thus is 
Hu; uw’, v') = (4a — 2(h)v’) (wu + WD) — xiv’ 
which equation, regarding therein @’ as a linear function of uw, v 
shows that H(u;w’,’) is a function linear as regards u, (and con- 


taining this only through uw + @’) but quadric as regards w’, v’. 
Introducing the new row-letter ¢, we may write 


A(u; u,v’) = 28 (u + w) — wip’ 
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viz. the expression on the right hand side is here assumed as the 
value of the function 
H(u; w', v'), = G(u+20’, v) — G(u,v+r') — 2xi(v+y)u; 
and the theorem then is 
exp. [— H(u; w’, v’)) - O(u+20'; u, v) 
= exp. [— 2xiur’]-O(u;u+u,v+r’), 
where by what precedes 
2ha’ — bv —axiw =0, 
2am —(h)’—F =0, 
2@ equations for determing the 29 functions 3’, § as linear functions 
of w, v': which equations depend on the e(2@-+ 1) constants a, b, h. 
Suppose that the resulting values of @’, & are 
SB =—aw+a'r, 
= gu +r, 
where @, @, 4, 7 are square-letters; then, regarding a, b, h as 
arbitrary, the 49? new constants @, w', 7, 7 cannot be all of them 


arbitrary, but must be connected by 49? — o(20+1), = e(2e—1) 
equations. 


We may regard @, @’, 7, 7 as satisfying these e(2@— 1) equations, 
but as being otherwise arbitrary; the foregoing equations then are 
2hoa’ — bv —axziw =0, 
2am —(h)v— ¢ =), 
B =ow+a'r, 
one +i, 
which lead to the equations connecting a,b, h with @,@, y, 7. 


The first and second equations, substituting for @’, ¢ their 
values, become 


(2h@ — zi)w + (2ho@’ — b)v == (), 
(2a@ — »)w + (2ho@ — x — (h))v =0, 


or uw, v being arbitrary, we thus obtain the 49? equations 


2aa@ — y =0, 
2hea — xi = 0, 
2a — xi —(h)= 0, 
2hea’ — b =(Q, 


which are the equations in question. It is to be observed that zi is 
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like the other symbols a matrix, viz. it is regarded as containing the 
matrix unity; or what is the same thing it denotes 
2é/t,. 0, @O--#1, 
S &:.9 


We can from these equations eliminate a, b, h and thus obtain 
the @(2@ — 1) equations before referred to, which connect the 4@° 
constants @, @’, 4,7’. I give, but without a complete explanation, the 
steps of the elimination. 


The equation 2a@ — 4 = 0, may be written in the form 
2(a@) me (n) = 0, 
2(@)(a) — (y) = 9, 
(4) =a, 2(@)a — (y) = 9; 
from the original form, and the new form respectively, we find 
2(@)a@ — (@)n=0, 2(@)a(@) — (y)a = 0; 
and comparing these 


(@)y — (y)o =O, (first result), 


that is 


or since 


The equation 2a@' — » — (h) =O, or say (h) = — 7 + 2am may 
be written in the form h = — (y’) + 2(aq@’), that is, since a = (a) 


h=— (7) + 2(@)a, 


and we thence deduce 


ho = — (¥)o+ 2(a’)ao. 
But from the equation 2a@ — » = 0, we have 2(@’)aw — (@’)n = 0, 
and the equation thus becomes hw == — (y')@ + (@’)y; which in virtue 
of 2h@ — xi = 0, becomes 
: mi = — (y)@-+(@)yn, (second result). 
From the equation above obtained, h = — (y') + 2(@')a, we have 
ho’ = — (y')a’ + 2(@)aa’; 


in virtue of 2h@’ — b= 0, this becomes — 2(y/)@' + 4(@’)a@’ = b; an 
equation which may also be written — 2((n)@’) + 4((@’)a@’) = (b), or 
what is the same thing — 2(@’)/ + 4(@')(a)@’ = (b); or since (a) = a 
and (b) = b, this is — 2(@’)y' + 4(@')a@’ = b: and comparing with 
the original equation — 2(7')@ + 4(@')a@’ = b, we obtain 

(@’) ni — (7) =O, (third result). 
We have thus the three systems 


(@)y — (nha =0, ; e(@ — 1) equations 





- 
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(a’)y — (y/)o = ‘ ai, @ equations 


(o’)n’ — (9) a’ = 0 ? ‘ e(e—1) ,, 


in all e(2@ — 1) equations. As to these systems, observe that (@)”, 
()@, ete. are all of them matrices of 9? terms; each of the three systems 
denotes therefore in the first instance g? equations, viz. the equations 
obtained by equating to zero the several terms of such a matrix: but 
in the first system each diagonal term so equated to zero gives the 
identity 0 — 0; and equating to zero the terms which are symmetrical 
in regard te the diagonal we obtain twice over, in the forms P = 0, 
and — P = 0, one and the same equation; the number of equations is 


thus diminished from 9? to ; e(@—1); and similarly in the third 
system the number of equations is = ; o(g—1): but for the second 


system the number of equations is really = g?. It is hardly necessary 
to remark that in this second system 427i is as before regarded as 
@ matrix. 

The foregoing three systems of equations are in fact the equations 
(6) p. 4 of Dr. Schottky’s work. 


Cambridge, 12. July 1880. 














Ueber die trigonométrische Reihe und die Darstellung 
willkiirlicher Functionen. 


Von 


Axe, Harnack in Dresden. 


Bekanntlich ist der urspriingliche Beweis von der Kindeutigkeit 
der Darstellung einer Function durch eine trigonometrische Reihe durch 
die Bemerkung des Herrn Weierstrass hinfallig geworden, dass das 
Integral einer unendlichen Reihe ohne weiteres nur dann gleich der 
Summe aus den Integralen der einzelnen Glieder gesetzt werden darf, 
wenn die Reihe innerhalb des Integrationsintervalles in gleichem Grade 
convergirt. Da diese Kigenschaft fiir eine beliebige trigonometrische 
Reihe nicht vorausgesetzt werden darf, so handelte es sich darum 
einen neuen Beweis zu finden, bei welchem unabhingig von der Art 
der Convergenz erkannt wird, dass zwei trigonometrische Reihen, welche 
fiir jeden Werth von x convergiren und dieselbe Summe haben, in 
ihren Coefficienten iibereinstimmen. Nachdem dieser Nachweis von 
Herrn Heine, der diese Untersuchungen zuerst anregte, mit einer 
vereinfachenden Einschriinkung geliefert war*), zeigte Herr Cantor 
ganz allgemein, dass jede trigonometrische Reihe, welche im allgemeinen, 
d. h. mit Ausnahme einer ,,Punktmenge erster Gattung’ den Werth 
0 darstellen soll, verschwindende Coefficienten erhilt**). Herr du Bois- 
Reymond bewies den Satz in der bestimmteren Form, dass, kurz ge- 
sagt, jede trigonometrische Reihe, welche eine integrirbare Function 
definirt, eine Fourier’sche Reihe ist.***) 

Ich beabsichtige im Folgenden zuerst zu zeigen, dass man unter 
einer gewissen Voraussetzung die gleichmiassige Convergenz einer 
Fourier’schen Reihe yon vornherein sehr einfach nachweisen kann. 
Daran schliesst sich vermittelst des Dirichlet’schen Satzes die Lésung 
des Problemes von der Darstellbarkeit einer willkiirlichen Function durch 


*) Journal fiir Mathematik. Bd. 71. 
**) Journal f. Math. Bd. 72 u. Math. Annalen Bd. V. 
***) Abhandlungen d. k. bayer. Akad. d. Wiss, II. Cl, XII. Bd. I, Abth, 
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Ax. Harnack, 


eine Fourier’sche Reihe, und mit Benutzung des Cantor’schen 
Satzes erhilt man einen neuen Beweis fiir den Fundamentalsatz des 
Herrn du Bois-Reymond. 

Die Voraussetzung, welche ich mache, und die durchweg bei dieser 
Untersuchung gelten soll, besteht darin, dass nicht nur die Function 
f(x) sondern auch ihr Quadrat [f(x)|* im Intervalle von — az bis +2 
integrirbar ist. Letzteres ist eine nothwendige Folge der Integrirbarkeit 
von f(x), falls diese Function im Intervalle endlich bleibt. Demnach 
kann man an Stelle der beiden Annahmen auch die engere setzen: 
Die Funetion f(x) soll im Intervalle endlich und integrirbar sein. 

Wird aber z. B. f(x) in bestimmter Weise unendlich, so muss die 


Ordnung kleiner als : sein, damit [/(x)|* integrirbar bleibt. 
I. 
Die gleichmissige Convergenz der Fourier’schen Reihe. 


Unter einer Fourier’schen Reihe verstehe ich eine trigono- 
metrische Reihe 


k=—@ 
> (a, sin ka + by cos kx), 
k=0 


in welcher die Coefficienten die Werthe haben: 
+ t 
(1) = a | fae, a, = : fre sin kada, 


+a 
by = + J f(a) cos ka da. 


Die Integrirbarkeit von f(x) ist dabei nothwendige Voraussetzung. 
Nun kann man zuerst beweisen: Die Fourier’sche Reihe hat, falls 
[f(«))? integrirbar ist, die Eigenschaft, dass zu jeder noch so kleinen 
Zahl ¢ eine Stelle » gefunden werden kann, von der ab nicht nur 
simmtliche Coefficienten a,b, ihrem Betrage nach kleiner sind als 0 
sondern auch 


, 


k=n+l 


> @ + be) <9 
k=n 


fiir jeden Werth von 1. 
Setzt man niamlich: 


f(z) —bh— Ps (a, sin kx+-b, cos kx) =.P,, 
1 


wobei also P,, die Differenz zwischen der Function f(x) und beliebig 
vielen Gliedern der Fourier’schen Reihe bedeutet, so ist 
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+2 +n e 
J Prdz = { [f(2) —b, — >? (a sin ka + by cos kay]? de. 
=a Lo 1 


Da nun: 
+x +2 
Jf sin kx cos ladx = 0, | sinkx sinlada =0, 
ma —s 
+n 
[cos ka cos ladx = 0, 
“x 


so lange k von 1 verschieden ist, wiihrend: 


tn +a 
] sin®* kadx = az, f cos? krdz = a, 
ee vn 


so wird: 
+ ro 
P,? dx -f (f(x) |?da — 2ub2— a > a? + by. 
J fi ; “a P+ h 


Diese Gleichung gilt, wie gross auch m genommen wird. Da die 
rechte Seite bei jedem noch so grossen Werthe von » eine positive 
Grosse darstellen muss, so kann auch 


n 
2nb,? +2 a ae + b,?, 
1 


bei beliebig wachsendem Werthe von » nicht iiber jeden Betrag hinaus- 
wachsen, vielmehr nihert sich diese unbedingt convergente Keihe 
einem bestimmten positiven Werthe, der héchstens gleich 


ist; es muss sich also eine Stelle ” finden lassen, von der ab 
k=n+l 
ae + be <d 
&—8 
bleibt fiir jeden Werth von 1; insbesondere ist auch Lim a, = 0, 
Lim b, = 0 fiir n = oo. 
Bezeichnet man nun ferner einen Rest der /ourier’schen Reihe 
mit R,,, so zwar, dass: 


R,.. = > a, sin ka +b cos ka, 


— —— —____- -____ ____________. 
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so ist: 


k=n-+l 
(I) fr, dca Dia + bi < 0. 


=n 


Aus dieser Ungleichung erkennt man eine bestimmte Eigenschaft 
der Fourier’schen Reihe: Eine beliebige unendliche Reihe: 


fi (®) + fe) +++ fa(@) e+ + fati(@) +++, 
in welcher jedes Glied eine stetige Function sein soll, heisst in einem 
Intervalle von a bis b gleichmiissig convergent, wenn sich zu jeder 
Zahl 6 eine Stelle m angeben lisst, von der ab fiir jeden Werth von 
x die Reste: 


Rat = fn(@) + faga(@) + +++ + fagi(2) 
ihrem Betrage nach kleiner bleiben als 0, wie gross auch | gewihlt 
wird. ,,[m allgemeinen gleichmiissig convergent‘‘ werde ich nun. eine 


Reihe nennen, wenn sich eine Stelle » finden liisst, von der ab fir 
jeden Werth von / 


b 
J Ride <o 


wird. Dabei kann es noch unendlich viele Stellen geben, an denen 
R, oberhalb einer gewissen (durch 0 bedingten) Grenze liegt, oder 
auch unendlich wird; nur sind solche Stellen in jedem beliebig kleinen 
Intervalle so vertheilt, dass sie auf den Werth des Integrals keinen 
Kinfluss tiben; sie bilden eine Punktmenge erster Gattung. 

Somit ist bewiesen: Die Fourier’ sche Reihe, bei welcher |f(x)|* 
integrabel ist, convergirt im Intervalle von — x bis + x im allgemeinen 
gleichmdssig.*) 

Will man nun hier schon den Satz des Herrn duBois-Reymond 
nebst seinem Beweise voraussetzen, so kann man dies Theorem in 
der allgemeineren Form aussprechen: 

Jede trigonometrische Reihe, welche eine nebst ihrem Quadrate inte- 
grirbare Function definirt , convergirt im allgemeinen gleichmiissig; denn 
sie ist eine Fourier’sche Reihe. 

Wichtiger aber wird es sein, den Satz von der gleichmissigen 
Convergenz wieder zum Fundamente der Untersuchung iiber die Dar- 
stellbarkeit einer willkiirlichen Function zu machen. 

Man sieht leicht ein: Das Integral jeder im allgemeinen gleich- 


*) Derselbe Satz gilt unter der gleichen Voraussetzung fiir die Entwicklung 
nach Kugelfunctionen und Bessel’schen Functionen. Die gleichmiissige Con- 
vergenz ,,im allgemeinen“ ist eine gemeinsame Eigenschaft aller dieser Reihen. 
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missig convergenten Reihe wird durch die Reihe dargestellt, welche 
aus den Integralen der einzelnen Glieder hervorgeht. Denn ist 


p(x) = fy (@) + fy(2) + + + fra(%) + Ra(x) 


und wird im Intervalle von a bis } bei allen Werthen von 2 mit 
Ausnahme einer Punktmenge erster Gattung R,(x) durch Wahl von 
m kleiner als ein beliebiges 0, so ist 


J owas = fh dx +f faaz “+ - ffeal) dx 
+ (< 06 — a). 


Bezeichnet man den Summenwerth der Fourier’schen Reihe, 


deren Convergenz nachgewiesen wurde, mit (#), so ergeben sich aus 
der Gleichung: 


n—1 
(2) p() = dy + >” [ay sin kar + dy cos ka] + Ry (2) 
1 


folgende Eigenschaften: 
Durch Multiplication mit sin kw oder cos kx und Integration folgt: 


fi am ‘)sinkadas = ram fie) sin kada. 


= (k =0,1,2--+ 00) 
i (x) coskadax = al, - fo coskada, 


ferner durch Multiplication mit p(x) und Integration: 


a » as ” ta 
(LIT) Jfp@ras und 0, | gy (a)dax +2 a f p(x) sin kada 
“a —n —=1 —n 


a 
+ n | p(x) cos kadax 


=2anb,+2 uae a + db. 


&=1 


Mithin ist bewiesen: Jede durch eine Fourier’sche Reihe (in 
welcher [/(x)]®? integrirbar ist) definirte Function g(#), wird durch 
eine Reihe dargestellt, in welcher die Coefficienten auch die in den 
Gleichungen (II) zuerst stehende Form haben. Das Quadrat der Func- 
tion g(a) ist integrirbar und wird durch die Reihe (III) erhalten. 
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Es entsteht nun die Frage, in welchem Zusammenhange stehen 
die Werthe der Function g(x) mit der willkiirlichen Function f(x)? 
Wenn nachgewiesen werden kann, dass p(x) den gleichen Charakter 
der Willkiirlichkeit besitzt, wie /(#), so wire die Darstellbarkeit einer 
willkiirlichen Function f(z) durch eine trigonometrische Reihe er- 
wiesen. 


II. 


Die Darstellbarkeit einer willkiirlichen Function durch eine 
Fourier’sche Reihe. 


Es ist aber vor allem néthig, den Begriff der Darstellung einer 
willkiirlichen Function durch eine Reihe scharf zu begriinzen. Da es 
Stellen geben kann; an welchen der Summenwerth der Reihe von dem 
Functionswerthe differirt, so bietet sich folgende Definition (bei einer 
nebst ihrem Quadrat integrirbaren Function f (@)) als ausreichend fir 
unseren Zweck dar: Hine Function f(x) soll durch eine Reihe im Inter- 
vall a bis b dargestellt heissen, wenn der Summenwerth g(x) dieser 
Reihe die Eigenschaft hat, dass 


J (f(z) — p(a)P dz = 0. 


Dabei kann es wiederum unendlich viele Stellen geben, an denen 
abs[/(x) — m(x)] > 9, nur bilden solche Stellen eine Punktmenge 
erster Gattung. 

Es erscheint mir zweckmiissig, als Definition einer Punktmenge 
erster Gattung die folgende festzuhalten: Eine Punktmenge heisst von 
der ersten Gattung, wenn es mdglich ist die Punkte der Menge in 
Intervalle von endlicher Linge einzuschliessen, deren Summe be- 
liebig verkleinert werden kann.*) Aus dieser Definition ergiebt sich: 
Man kann in beliebiger Nahe einer jeden Stelle ein endliches Intervall 
angeben, in welchem kein Punkt der Menge liegt. 

Denn ist « ein beliebiger Punkt des Intervalles, so wire es nur 
dann nicht mdglich in beliebiger Nihe von « ein Intervall ausfindig 
zu machen, in welchem kein Punkt der Menge liegt, wenn in der 
Niihe eines jeden Punktes, der innerhalb einer bei « beginnenden end- 
lichen Strecke von der Liinge @ liegt, unendlich viele Punkte der 
Menge sich befiinden, Alsdann wiire es aber auch nicht méglich, siimmt- 





*) Vergl. Cantor; Math. Ann. Bd. XV. Dort bildet die Eigenschaft der 
Menge, eine endliche Anzahl von Ableitungen zu besitzen, die Grundlage der 
Definition. 
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liche Punkte der Menge von vornherein in Umgebungen einzuschliessen, 
deren Summe kleiner ist als 0; d. h. die Menge wiire nicht von der 
ersten Gattung. 


Ich kehre nun zu der Frage zuriick: In welchem Zusammenhange 
stehen die durch die Gleichungen (II) verbundenen Functionen f(z) 
und g(a)? Setzt man 


* g(a) = f(@) + 9(@) 
so hat man an Stelle der Gleichungen (Il) die Bedingung: 


+2 
fa cos kadx=0, k = 0, 1,2-+-00, 


+2 
(Ila) foe) sin kadzx=0, 
—xz = 
Ks soll aus diesen Gleichungen gefolgert werden, dass die Function g(x) 
welche nebst ihrem Quadrate integrirbar ist, im allgemeinen ver- 
schwindet. 


Herr du Bois-Reymond, dem ich diese Frage vorlegte, hatte 
die Giite, mich darauf aufmerksam zu machen, dass sich dieselbe ver- 
mittelst eines von ihm angegebenen Satzes erledigen lisst. Dieser Satz 
lautet:*) Wenn das Integral 

b 
J da 4(2) g(x) 
Null ist, welche Function (mit stetigen Differentialquotienten) man auch 
an die Stelle von A(#) setzen mége, so ist g(a) eine solche integrir- 
bare Function, deren Integral zwischen beliebigen dem Intervall a---b 
angehérigen Grenzen Null ist. 

Der Satz kann in der Allgemeinheit, wie er hier zur Anwendung 
kommen wird, folgendermassen bewiesen werden. 

Man construire eine Function A(x), welche im Intervalle von — 2 
bis + a 0 ist, mit Ausnahme einer beliebig kleinen Strecke von a 
bis B, fiir welche A(@) bis 4(8) den constanten Werth 1 hat. 

Nach dem Dirichlet’schen Satze ist solch eine Function durch 
eine Fourier’sche Reihe darstellbar, 


A(x) = a a, sin kx + b; cos ka, 
=O 


in welcher die Coefficienten die Werthe haben: 





*) Erliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variationsrechnung, Math, 
Ann, Bd. XV. p. 302. Eine ihnliche Frage ist von Liouville behandelt worden; 
jedoch in einer fiir den vorliegenden Zweck nicht anwendbaren Weise: Journal 
de Mathém. T. I, p. 253. T. IL, p. 1. 
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Ax. Harwack. 
t +a a 
= = frA@ sinkadz, tems fA) cos ka dx. 
—a —z 


An den Sprungstellen besitzt die Reihe den Werth ; . Diese Fourier’sche 


Reihe convergirt aber, wie im § I. bewiesen wurde, im allgemeinen 
gleichmiissig und folglich ist e 


+2 +2 +2 
po g(x) dz = 2 asf 9(~) sin (kaw) da + rs | g(a“) cos ka dz. 
—a” we 4 


Zufolge der Gleichungen (Ila) ist die rechte Seite 0 und da A(x) nur 
im Intervalle von @ bis 6 den Werth 1 hat, im iibrigen aber ver- 
schwindet, so wird: 


ta é 
(IV) fI@)r@) daz — f g(x) dz —0 —ax<a<cp<4a. 


Durch diese Gleichung, in welcher die Grenzen « und # beliebig nahe 
gewahlt werden kénnen, ist aber ausgesprochen, dass die Stellen, an 
welchen der Betrag von g(x) grésser ist als irgend ein Werth 0, nur 
eine Punktmenge erster Gattung bilden. 

Denn weil die Functioh g(x) integrirbar ist, so kann man in be- 
liebiger Niihe eines jeden Punktes @ ein endliches Intervall angeben, 
in welchem die Schwankungen kleiner werden als 0; geht dieses Inter- 
vall vom Punkte a+ bis 8, so ist fiir jeden Punkt € im Innern 
derselben: 


B 
J9(@) de = 0 = (8-8) I9&) + (< A). 


Der Betrag von g(&) ist also durchweg kleiner als 0, und die Punkte, 
fiir welche diese Eigenschaft nicht besteht, kénnen in Intervalle -}- « 
eingeschlossen werden, deren Summe beliebig klein wird. 


Aus der Gleichung (I) 


p(x) = > au sin kaw + by cos kx = f(x) + g(x) 
k=0 


folgt nun 
+2 +7 +2 
Jfo@g) dz = 0 =r) g(a) da +f 9x) dx. 


Also da g(x) im allgemeinen 0 ist, mithin 
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f(x) g(x) daz =0 
wird , so ist auch: 
ia +" 
(V) finds = [te@ —f@rds =o. 


Ks ist also bewiesen: Bedeutet f(x) eine willkiirliche Function, 
deren Quadrat im Intervalle von — x bis + x integrirbar ist, so stellt 
die Fourier’sche Reihe den Werth derselben derart dar, dass der 
Summenwerth der Fourier’schen Reihe p(x), sich hichstens in Punkten 
einer Menge erster Gattung von dem Werthe {(x) um eine angebbare 
Grisse 0 unterscheidet. Es ist 


s= 


pa 
/ [f(w) Pda = 2xb? + 2 > a2 + by. 
—s 1 


III. 


Die eindeutige Darstellung einer willkirlichen Function durch eine 
trigonometrische Reihe. 


Durch den Cantor’schen Satz ist die Hindeutigkeit der Ent- 
wickelung von /(x) in eine trigonometrische Reihe bewiesen, es ist 
aber auch vermitelst dieses Satzes und der vorigen Untersuchungen 
leicht, die Identitiit einer trigonometrischen Reihe mit der Fourier’- 
schen nachzuweisen. 

Es sei /(a#) definirt durch eine trigonometrische Reihe 


(3) f(z) = za a, sin ka + b cos ka; 
&=0 


tiber die Coefficienten a’ und Db’ sei keinerlei Voraussetzung gemacht; 
nur soll f(x) nebst seinem Quadrate integrirbar sein. 
Bildet man nun die Fourier’sche Reihe 


p(x) = f(x) + g(x) = Sa sin ka + by cos kx 


k=0 


wobei a, und 0}, durch die Gleichungen (1) definirt sind, so ist 


g(2) = (a- a) sin ka + (db, —b,) cos ka 


k=0 \ 


| 
1 
| 
1 


9* 
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eine durch eine trigonometrische Reihe definirte Function, deren Werth, 
wie in § Il. gezeigt wurde, jedenfalls mit Ausnahme einer Punktmenge 
erster Gattung Null ist. Es miissen daher die Coefficienten dieser 
Reihe simmtlich verschwinden, d. h. g(#) ist in diesem Falle durch- 
weg gleich Null; und es wird: 


t te 
(VI) a=—=a= : [fe snkadz, k= = x ff@) cos ka dz. 


Dresden, Juli 1880. 
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Ueber unendlich viele Normalformen des elliptischen Integrals 
erster Gattung*). 
Von 


Fevix Kiem in Miinchen. 


Der Hauptgesichtspunkt, mit dem ich bisher in der Theorie der 
elliptischen Functionen gearbeitet habe, lisst sich mit zwei Worten 
kennzeichnen. Ich wiinschte, dem Legendre’schen Modul x? nicht 
diejenige Alleinherrschaft zu lassen, welche er bisher fast unbestritten 
besass. Einmal muss er in manchem Betracht, wie dies bereits die 
Weierstrass’schen Vorlesungen gezeigt haben, hinter der rationalen 
Invariante J zuriicktreten, andererseits aber bildet er als Modul zweiter 
Stufe das Anfangsglied einer unendlichen Kette von Moduln, die alle 
in vieler Hinsicht gleichberechtigt sind und eine gleichmissige Beriick- 
sichtigung verlangen. In meiner ersten der k. Akademie vorgelegten 
Arbeit**) zeigte ich in diesem Sinne, dass sich der Begriff der Modular- 
gleichungen wesentlich erweitern lasse. Herr Gierster publicirte im 
Anschlusse hieran eine Untersuchung***), derzufolge die neuen Mo- 
dulargleichungen fiir zahlentheoretische Zwecke ebenso mit Nutzen 
verwerthet werden kénnen, wie die friiheren. Ich wiinsche heute den- 
selben Grundgedanken, allerdings nur in allgemeinen Ziigen, nach 
einer dritten Richtung auszufiihren, indem ich nicht nur, wie bisher, 
Modulfunctionen (von @,, @,), sondern doppeltperiodische Functionen 


(von &, @,, @,) in Betracht ziehe. Als einfachste Gestalt des ellip- 
tischen Integrals erster Gattung wihlt man zumeist die Legendre’sche 
Normalform +): 
ie Va-l—2-1—wa 
*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie, Sitzung 
vom 3. Juli 1880. 
**) Sitzungsbericht vom 6. Dec, 1879. (Vergl. Annalen XVII, p. 62 ff.) 
***) Sitzungsbericht vom 5. Febr. 1880. (Annalen XVII, p. 74 ff.) 
+) Dass man im Anschlusse an die gewdhnliche Behandlungsweise diese 
Form und nicht die aus ihr durch quadratische Transformation hervorgehende 


{ dx 
J Vi-aw-1— xa 
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F. Kvetry, 


Ich beabsichtige zu zeigen, dass ebenso einfache Normalformen des 
elliptischen Integrals erster Gattung existiren, in denen die Moduln 
dritter, vierter, fiinfter etc. Stufe als Constante auftreten, so dass also 
die Legendre'sche Form nicht als Normalform schlechthin, sondern 
nur als solche zweiter Stufe erscheint, an die sich, den unendlich vielen 
Werthen von mn entsprechend, unendlich viele Normalformen mn” Stufe 
anreihen. Dabei michte ich spiiteren Untersuchungen vorbehalten, zu 
beweisen, dass sich an jede dieser Normalformen in vollem Umfange 
analoge Untersuchungen ankniipfen lassen, wie man solche an die 
Legendre’sche Form in mannigfachster Weise angeschlossen hat. 

Es kann sich bei einer solchen Theorie zuvérderst nicht um neue 
Thatsachen, sondern nur um neue Auffassung bekannter Thatsachen 
handeln. In der That sind meine ersten Siitze nichts Anderes, als 
eine Umstellung der bekannten Hermite’schen Sitze iiber 0-Producte, 
wobei ich nur ifusserlich, im Anschlusse an die Weierstrass’schen 
Vorlesungen, insofern eine Uminderung treffe, als ich statt der Func- 
tion ©, deren unendlich viele Formen fiir meine Zwecke gleichbe- 
rechtigt sein wiirden, die nur in einer Form existirende Function 6 setze. 


Man betrachte verschiedene Producte aus je » Factoren o: 

6(w — a) - 6(uw — a,)--- 6(u — a,), 

o(u — b,) -o(u — b,)-+- 6(u — b,), ete. 
wo 

Za = 2b = etc. 

sein soll. Dann behaupten die hier in Betracht kommenden Her- 
mite’schen Sitze: dass der (Quotient je zweier solcher I’roducte eine 
doppeltperiodische Function von u ist mit denjenigen Perioden @,, @., 
die bei der Bildung der 6-Function benutzt wurden, sowie: dass sich 
alle solche Producte aus n unabhingigen derselben linear zusammen- 
setzen lassen. — Ich schreibe nun, indem ich » unabhiingige Producte 
dieser Art auswihle und unter 2, 2, +++ 2,1 homogene Variable, 
unter g einen Proportionalititsfactor verstehe: 


Ox, = 6(u—a,)-o(u—a,)---6(u—a,), 
ox, =6(u—b,) - o(u—b,)---6(u—b,) 


niy 


(1) -- - = = 


OXn-1 = G(U— N,) - G(U—N,) + + + C(U— MN). 


Die « betrachte ich sodann, des kiirzeren Ausdrucks wegen, als Co- 


als eigentliche Normalform betrachten soll, habe ich u. a. Math. Anv. XIV, p. 116 
auseinandergesetzt, Will man doch an letzterer festhalten, so operirt man, im 
Sinne der weiteren Auseinandersetzungen des Textes, mit einer Normalform vierter 


Stufe: Vx ist dann die Oktaederirrationalitit (Math. Ann. XIV, p. 155). 
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ordinaten eines Punktes des Raumes von (n — 1) Dimensionen, In 
diesem Raume stellen die Formeln (1) eine Curve dar, die, in Folge 
der voraufgeschickten Siitze, das Geschlecht 1 und die Ordnung n be- 
sitzt. Ich will dieselbe eine elliptische Curve der n™ Stufe nennen. 
Man kann die Variable w definiren, indem man sie als Integral an 
einer solchen Curve hinerstreckt; ich spreche dann von einem Integral 
der nie Stufe. 

Die niedrigste in Betracht kommende Stufe ist natiirlich die zweite, 
da es keine doppeltperiodischen Functionen der ersten Stufe giebt. 
Die zugehérige Curve ist die gerade Linie _ doppelt iiberdeckt, und, 
wie man leicht sieht, mit vier Verzweigungspunkten (sommets) ver- 
sehen. Das Integral zweiter Stufe ist kein anderes, als dasjenige, 
welches man gewodhnlich als elliptisches Integral (erster Gattung) 
schlechthin bezeichnet, niimlich: 

“a, dX — xy day 
V f(x, &) 
wo f irgend eine homogene biquadratische Form von 2), x, bedeutet, 
die, gleich Null gesetzt, die Lage der Verzweigungspunkte auf < 
fixirt. 

Fiir die dritte Stufe erhilt man, wie bekannt, aus (1) die allge- 
meine Curve dritter Ordnung der Ebene a: 4,:2,. Ein Integral 
dritter Stufe ist also ein solches, welches an einer ebenen Curve dritter 
Ordpung hinerstreckt ist. Ich brauche hier nicht noch besonders an 
die elegante Schreibweise zu erinnern, die Aronhold fiir solche Inte- 
grale eingefiihrt hat. Nur das will ich betonen, um meiner Grund- 
anschauung wiederholten Ausdruck zu geben, dass ich die Integrale 
dritter Stufe nicht etwa, wie man dies bisher fast durchgiingig that, 
auf Integrale zweiter Stufe zuriickfiihren, vielmehr dieselben einer 
directen Behandlung unterwerfen will. Dieselbe Bemerkung gilt natiir- 
lich hinsichtlich der Integrale der héheren Stufen, — 

Die Integrale vierter Stufe werden sich auf die gewéhnliche Raum- 
curve vierter Ordnung beziehen, welche der volle Schnitt zweier 
Flichen zweiter Ordnung ist, die Integrale fiinfter Stufe auf eine 
Curve fiinfter Ordnung des Raumes von vier Dimensionen, ete. Was 
die algebraische Darstellung dieser héheren Curven angeht, so findet 
man dieselbe der Art nach ohne Weiteres durch den zweiterwihnten 
Hermite’schen Satz. Aus fiinf fiinfgliedrigen o-Producten: 2, x,, 
5-6 


%y, H3, %, lassen sich ~~~ = 15 Glieder zweiter Ordnung bilden, deren 


jedes an 10 Stellen des Periodenparallelogramms gleich Null wird. 
Daher bestehen zwischen den «x 15 — 10 = 5 quadratische Gleichungen, 
und unsere Curve erscheint als der Schnitt von fiinf richtig gewahlten 
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Flichen zweiten Grades des Rawmes von vier Dimensionen, — Aehnlich 
in allen héheren Fallen. 

Alle diese ,,elliptischen Curven‘“‘ besitzen nun in vielfacher Hin- 
sicht analoge Eigenschaften. Sie haben z. B. alle nur zwei rationale 
Invarianten, die dem g, und g, des elliptischen Integrals entsprechen. 
Bei allen giebt es, den beriihmten Formeln analog, die Hermite fiir 
n = 2*) und Brioschi fir n = 3**) gegeben hat, rationale Multi- 
plicationsformeln vom Grade n?, die ohne Weiteres das an der Curve 
hinerstreckte, richtig normirte Integral in 


2.) hae 
n ) V4 — ne—9s 


verwandeln, etc. Ich will bei diesen allgemeinen Analogien nicht 
verweilen, sondern gehe nunmehr sofort zur Besprechung des Haupt- 
punktes der heutigen Mittheilung iiber, zur Lehre von den (irrationalen) 
Normalformen, die man den Curven n'* Stufe und damit den zuge- 
hérigen Integralen ertheilen kann. 

Das Mittel zur Herstellung dieser Normalformen liegt einfach in 
einer geeigneten linearen Transformation der x, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, in einer geschickten Wahl der Constante a;, 0; +--+ ; 
in Formel (1). Indem man diese Constanten gleich n'” Theilen der 
Perioden wahlt, erreicht man, dass in den algebraischen Gleichungen 
der Curve n'* Stufe, und also auch im zugehérigen Integrale, nur 
noch wesentliche (invariante, aber irrationale) Constante vorkommen, 
und diese Constanten erweisen sich dann als Moduln der n'" Stufe. 

Ich kann dies heute nur fiir die beiden niedrigsten Stufen, die 
Neues bieten, einigermassen ausfiihren, nimlich fiir die dritte und die 
fiinfte Stufe. Bei der dritten Stufe handelt es sich darum, die be- 
kannte Theorie der Wendepunkte der ebenen Curven dritter Ordnung 
in Beziehung zu der friiher von mir entwickelten Theorie der Moduln 
dritter Stufe (der Tetraederirrationalitét) zu setzen. Die fiinfte Stufe 
hat Herr Dr. Bianchi in letzter Zeit auf meine Anregung hin unter- 
sucht, und es sind wesentlich von ihm gefundene Resultate, die ich 
im Folgenden mittheile. Herr Dr. Bianchi wird eine ausfiihrlichere 
Darlegung dieses Gegenstandes demniichst in den mathematischen 
Annalen verdffentlichen. 

Bei den ebenen Curven dritter Ordnung erinnere ich an die 
Existenz der vier Wendepunktsdreiecke und an die Normalform, die 
man, nach Hesse, erhilt, wenn man eins der Wendedreiecke als 
Coordinatendreieck zu Grunde legt. Bekanntlich lautet die letztere: 
(2) x + 2,3 + 2,3 + Gar, x, 2, = 0. 


*) Crelle’s Journal Bd. 52. 
**) Borchardt’s Journal, Bd. 63, p. 30, 
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Alles, was ich hier hinzufiige, ist, dass die hier vorkommende Con- 
stante a fiir das an der Curve dritter Ordnung . hinerstreckte Integral 
die Tetraederirrationalitét ist. In der That, man vergleiche die Formel, 
die etwa in Lindemann’s Vorlesungen von Clebsch pag. 569 fiir 


den Zusammenhang der Grésse a mit der. absoluten Invariante 


gegeben ist, mit der Gestalt, die ich in den Mathematischen Annalen 
XIV, p. 154 der Tetraedergleichung ertheilte. Triigt man der Ver- 
schiedenheit der angewandten Bezeichnung Rechnung, so sieht man, 
dass beide Gleichungen genau iibereinstimmen. 


Man bilde jetzt das zur Curve (2) gehérige Integral. Dasselbe 
kann folgende einfache Form annehmen: 


, "a dx, — x, dx 

@) Fra. 

oder auch eine der beiden anderen Formen, die aus dieser durch 
cyklische Vertauschung der 2, 2,, 2, entstehen. Hier haben wir 
nun, was ich als Normalform dritter Stufe bezeichne. Die in (3) vor- 
kommenden Variablen sind durch die Gleichung (2) verkniipft; aber 
in beiden Ausdriicken, (2) und (3), kommt nur eine Constante (ein 
Modul) vor: die ‘Tetraederirrationalitat. 

Bei der Normalform fiinfter Stufe musste Herr Dr. Bianchi mit 
der in (1) enthaltenen transcendenten Definition beginnen, da ja die 
algebraische Definition der Curve erst zu finden ist. Uebrigens erkennt 
man sofort, dass die Curve fiinfter Stufe, den 9 Wendepunkten der 
Curve dritter Ordnung entsprechend, 25 singuliire Punkte besitzt, in 
denen je eine Ebene fiinfpunktig schneidet. Diese fiinfundzwanzig 
Punkte liegen sehr oft zu je 5 in einer Ebene, und aus diesen Ebenen 
lassen sich, den vier Wendedreiecken der ebenen Curve dritter Ord- 
nung entsprechend, insbesondere sechs ausgezeichnete Pentaeder zusam- 
mensetzen. Legt man eins derselben als Coordinatenpentaeder zu 
Grunde, so erhalt unsere Curve, nach kurzen Zwischeniiberlegungen, 
schliesslich folgende fiinf Gleichungen: 





Po = Ly + ax, 2; — _an™ 0, 
QP, = %° + aaa, — - yt) = 90, 
(4) P, = 2,7? + ax,xy — - f_%, = 0, 
PY; = 2," + a%x, — ‘ Ly, = 0, 
Py =X, + ax, x, — ~ Xyr, = 0. 


Hier kommt wieder nur eine Constante a vor und diese Constante 
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a erweist sich als identisch mit der Ikosaederirrationalitdt, wie ich sie 
immer verwandt habe. 

Um jetzt das Integral fiinfter Stufe aufzustellen, haben wir uns 
nur noch Rechenschaft zu geben, welche Curve dritter Ordnung irgend 
drei der Fliichen g (4) noch ausser der von uns in Betracht zu ziehen- 
den Curve fiinfter Ordnung gemein haben. Man findet, dass dies eine 
ebene Curve ist, die z. B. fiir die drei Fliichen »,, g,, m. in der Ebene 
x, =0 enthalten ist. Hiernach hat man fiir das an der Curve hin- 
erstreckte Integral nach bekannten Regeln (vergl. Nother, Mathe- 
matische Annalen XIII, p. 510), unter w,, v, irgend zwei lineare Aus- 
driicke, unter C eine willkiirliche Constante verstanden: 

C [ (v,du, — wu, dv,)- x 


PoP: Pe, 2, | 





(5) 
. 

Der im Nenner stehende Ausdruck bedeutet dabei die Functionalde- 

terminante der hingeschriebenen Functionen. 

Die so gewonnene Forme! liisst sich aber noch in doppelter Weise 
vereinfachen. Einmal kann man, wie selbstverstiindlich, die linearen Aus- 
driicke u,,v, beliebig specialisiren und also z. B. mit irgend zwei der 
x zusammenfallen lassen. Dann aber gelingt es, vermége der Glei- 
chungen g = 0, die im Nenner stehende Functionaldeterminante 
durch das x, des Ziihlers zu dividiren (wie dies a priori aus dem Abel’- 
schen Theoreme erschlossen werden kann). Man erhiilt so schliesslich, 
wenn man die Constante C benutzt, um unndthige Factoren zu ent- 
fernen, zehn unter sich gleichwerthige einfachste Schreibweisen fiir unser 
Integral. Zwei derselben sind diese: 

(6) { @, dX -— x, dx, aed J Ugh Xy — Lyd 2y 
e . 


5a roa, — (2a*®+1) aya, 5atx30, — (2 — @ ) aye’ 


und die iibrigen acht ergeben sich aus diesen zwei durch cyklische Ver- 
tauschung der x*). 


*) Es ist mir neuerdings gelungen, die im Texte beriihrten Resultate 
wesentlich zu generalisiren. Hierdurch werden meine friiheren Entwickelungen 
iiber Transformation siebenter und elfter Ordnung (Annalen, XLV, p. 428 ff. bez. XV, 
p. 533 ff.) ganz ebenso an die gewdhnliche Theorie der doppeltperiodischen Func- 
tionen angeschlossen, wie dies hinsichtlich meiner Behandlung der Transformation 
fiinfter Ordnung durch Hrn, Dr. Bianchi geschehen ist. [Ende August 1880.] 
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Ueber das vollstiindige System einer biniren Form achter 
Ordnung. 


(Fortsetzung der gleichnamigen Abhandlung p, 31—51 dieses Bandes.) 
Von 


von GALL in Mainz 


Nachdem mir durch Entgegenkommen der Annalenredaction 
Sylvester's Publicationen iiber bintére Formen achter Ordnung zuging- 
lich geworden sind, habe ich meine Grundformen nochmals einer ein- 
gehenden Sichtung unterzogen, deren Erfolg eine fast véllige Ueberein- 
stimmung beider vollstindigen Systeme gewesen ist. Es hat sich nicht 
nur gezeigt, dass auch (pk),—=p, und (HA)? =H” auszulassende Formen 
sind, sondern dass auch Hy und (pA)! =p!’ reducirende Factoren 
sind. Hiermit fallen die meisten Formen H und P fort. Endlich folgt 
noch aus zwei allgemeinen Siitzen iiber biquadratische Formen, dass 
eine Reihe weiterer Formen iiberfliissig ist. Zum Schlusse wurde eine 
Relation zwischen D und (i k)® entwickelt und die noch vorhandene 
Differenz beider vollstiindigen Systeme besprochen. Ich habe drei der 
Sylvester’schen Formen ausscheiden zu miissen geglaubt, eine bei 
Sylvester ausgeschiedene Form vermochte ich nicht zu reduciren, auch 
konnte ich mich leider nicht iiberzeugen, dass bei mir Fehler vorliegen. 


§ 9. (ph). 
Dureh Vertauschung von ¢ und f erhalt man aus den Formeln 
pag. 42 der angefiihrten Abhandlung d. J. die beiden gleichartigen: 


| Gp, + 2((foFk), + “ (fi) -k — fri, = 4(9) — ; fy: 
| op, — 207%, + 1 (FO-k — i= 4G, — 2 ies, 
welche die Relation ergeben: 
(I) (hi): — (sfy = (08, kh — 4 (Ef. 


Beniitzen wir dieselbe und die Identitat: 


(Ay = 5 hk -— sf 4, 


so erhalten wir aus den aus pag, 42 folgenden verwandten Formeln: 
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A[(fik], + (fib + frig = 6( fi — (+ 2 foi 
— A[(fi5K], + (FE + if, = 6A — Gf) + Fi-f, 
die zweite Relation : 
Bs a, § . 37 ° on 
(I) (fet), — (eef)2 = a fy-k — oe is— S21 (ft, — tf4)- 
Eine weitere Relation zwischen (/,7), und (i,/f)? ergiebt sich aus 
(j 3 , und Ersetzung der (f7)* durch fj: entsprechend den 
Formeln des § 1.: 
(I) ${(é*)"f).+ - re > his—a (hia tan Ap 
> si + ~ on hi 7 t, 
wenn wir hierin die leicht zu bestimmenden Werthe von (ii)! und (i7’)® 
einsetzen. (i7’)® entnehmen wir dem § 6.; (i7’)‘ findet man aus (¢ I 1) 
mit Hilfe des § 1.: 

7(iv), 12%, 4 2 Ai—t Bf =— * (ff — 12s s+ (Kio 
Mit Beniitzung der aus ({ : 5) ( k 5) ($3 9 ) folgenden Giei- 
chungen: 

(fafa + (6A)s +3 (fife = ty +3 =k ’ 
(hts +3 (hits = se tak, 
su . , 
(fife = Ay + A ty + a i? 
und der im § 3. entwickelten Darstellung von H,, kann man die Glieder 


(fef)** successive eliminiren und erhilt ‘cmact 


(IV) (ii’)' = — Fi, —5 Ai +S 5 B+ _ 


Dementsprechend geht (Ill) iiber in: 
(V) —12(i,f),—< Ap+ 4 BH+ 2 fyk +o A+ 2 f-iy—S Abe 
= — (fis —6 (fyi) F25(fyi + his 


wenn wir fiir (/, h*)? = f,-k — 7 fA, wie sich aus der Polaren- 
entwickelung 


4\ (2 
Ie! Ki? hy? = > 08 (KK) (wy)' 








rr 
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ergiebt, setzen. Stellen wir nun die der Entwickelung von 0, pag. 42 
vorhergehenden Formeln mit Beniitzung der Relationen des § 1. um, 
so gehen diese tiber in: 


— sehr bt yp Atk—P-ip=4(K ds — 2 (hid + 2h — Bhi 
(VI) ate kts Afktfig— Ff A=  6hi.—(hir teh 
6p. soho b+ sp ALh— fi, — FP = 4 (fyi), — Shi, 


Setzen wir endlich aus (II) den Werth von (i,/), in (V) ein, so ver- 
wandelt sich letztere in: 


(VII) —2 Ap+ 2 BH4 ° Pp, .k—S pf OS fi ep i— 3 Ab 


= — 5(f,t)s—6( fo). + 25( fy 4), . 
Durch successive Elimination der Glieder auf der rechten Seite der 
Gleichungen (VI) und (VII) erhalten ace die Identitiiten: 


7 7 103 . 
~ — Ap} , BH+ = fyk— terse csi i— * Akf 


9(fo%)» +° (fais, 


—FApt; re Fh b—Bh it plei—g Arh 
=B(hir, 
s4pt+ 5 rn Ota hi Bhei 
(VIII) — i Afk=39p,. 


Ks ist also auch p, iiberfliissig. 


§ 10. 
Die tibrigen Formen (p, k*- A’. Tr). 


gpkk 
Aus (™ 4 4) m <5 erhilt man: 
023 





= ai sig Olle ae CN) gupta 


(eer) 
oder 


6— 8— 
— ak)s +" ska + Goya Mab = 0. 


Verbinden wir hiermit die Formel des § 2. 


(pA) = — (gk), + M=% Oh), 


m 
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so ergiebt sich 


ol 4 
at) (PAP = | sig (92k)s — ae SE} (ph). 


Es ist mithin (pA), dureh (p,k), und (p,k), ersetzbar. Wegen der 
Darstellungen von p, und p, in den § 7. und § 9. ergiebt sich hieraus, 
dass, von zerfallenden Formen und Formen I’ abgesehen, (pA)* als 
ein Aggregat von Formen 


((f-%)k); und ((-f))4); 

erscheint, und zwar sind die dabei auftretenden zerfallenden Formen, 
die nicht unter F zu rechnen sind, Producte von Invarianten mit an- 
deren Formen, was wir mit Inv. © bezeichnen wollen. ((f%,)/), stellt 
sich als ein Aggregat von Formen /-(i,k),, ((f%,)'k),, ((f%,)**), und 
(fi,)®-k dar. Analog der 3. Gleichung pag. 44 des § 5. findet man 
aber, dass ((fi,)'k), auf zerfallende Formen und ((fi,)?k), zuriick- 
kommt. Nach einer Bemerkung des § 5. pag. 43 ist aber (/7,)? wie 
(if,)? durch p, und Formen F ersetzbar und mithin auch ((f%,)‘), wie 
((if,)%), durch zerfallende Formen und (p,/), und hiermit (pA), aus- 
zulassen, 


gkk 
Aus (* + ‘) m <6 erhilt man weiter 
04 2 


‘) 
Z oh » [(ph)?+* k}*-é = ((phk)*k)? 
oder 


8 2 = 
(p2k), + ™ (93%); — ae (ph). = 9, 
woraus sich in Verbindung mit dem Ausdruck fiir (pA), des § 2 


a. 


ergiebt, dass (pA), durch (p,k), und (p,k), darstellbar ist. Wir 
folgern hieraus analog dem Vorhergehenden : 
(pA), = TUF + Inv. & + (fig, By + (fei, BI 
(f,-%, &), ist aber gleich einem Aggregat von Formen: 
fixe t+ (ADE); + (ADM. + (AMP) + (hO*: &. 
Wegen der Gleichung . (fit), -k& +--+ pag. 44 § 5. ist nun ((f,7)'*), 
durch die anderen Formen und i - /, ersetzbar. Da aber 


(fy %)2 = pe + 2(F + Inv. 9), 


((f,2)?k), = 2(F + Inv. 9). 
Die iibrigen Formen sind in Folge des § 1. Formen F' und Inv. ® 
und mithin endlich: 
(IIT) (pA), = UF + Inv. & + & + fi), 
da fiir (f. 


so ist auch 


i,,k), das gleiche Resultat erhaltén wird. 
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Zur weiteren Betrachtung aller Formen: 
(p, Ae Tey 
beriicksichtigen wir die Beziehungen: 
(f,#), und (i,f), = SF + 0, + py 
(f,%)_. und (if), =p, + 2F 


und die aus 4 : 5) folgende Relation: (p,, k), = : (p,h),;3 es ergiebt 


vergl. pag .43, § 5. 


dann die zweite der Gleichungen (7;/;), pag. 45, § 5. 
(txfx), —= Oxe + ps + VE = LK. (Vergl. § 14.) 
Ebenso erhilt man aus ({ ; It) 
(ic fig = p~re + TF — LF. 
Ohne Weiteres folgt aus den Formen des § 2. 
(frie t+i = ZF. 
Ks sind mithin auch alle weiteren Ueberschiebungen 
(p41, &*) und (py, k*)? 
auszulassen. Aus allgemeinen Griinden folgt die Uebertliissigkeit aller 
Formen: 
(pT)* 


Wir erhalten niimlich aus der Polarenentwickelung 


Tig Tiy Wy ‘- => ve veh ‘) (kd p-t (xy): | 
(kp) (Aq)! = (k-A, 9)’ — 5 (T@)! +4 (kp) 


und ebenso aus der Polarenbildung A, zs y key: 


A.3(Ag) (kp) = (k-A, 9) + > (Te)! + > < (ky), | 
woraus wir sofort die Relationen ableiten: | 
(IV) 3(pT)* = (pak), — (pr), 
Verbinden wir diese und die Gleichungen (4) und (5) des § 2. mit | 
dem Obigen, so folgt sofort die Zuriickfiihrbarkeit aller Formen 
(pT)*. (paT)* wird sofort zu 

X(Inv. © + F+ (&T)*+ fA). 
In Folge der Relationen (4) und (5), ~ tr! 2. ist endlich —" | 
(paT)> = E(Inv. © + F + ixs (fel)? — tex - (A), | 

(paT)® = D(Inv. © + F + tpg + (fk) — the - (fe pot 

Alle Ueberschiebungen (4 7T)*¢ fallen nach dem Obigen ohne Weiteres fort. 
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§ 11. 
(HA) und die iibrigen Formen H. 
Man hat nach § 2.: 
H, = — 2(H,k)’ + 7 (H,k)? und nach § 3,: 
H, = (i, + kh? + Inv. 9), 
. 1 7. 
HA, ra 2 (hf), -" 22 My 
so dass H, iiquivalent mit einem Aggregat von Formen: 
(fif)'b)s + BI 4+ 2K + Tinv. o 
wird. Man erhilt aber analog § 5. pag. 4: 


8 Ff) k + (ff), +2 Ul) Be + AWGN Bs + fe = fia 
und nach Formel (1) § 3.: 
Bh+iit pk =(hty, 


so dass wir der Reihe nach die Beziehungen haben: 
((fif)*k)y = BI + F + K + Zlnv. o), 
((fef)*k), = L(ak)*(ab) a,b.°, k), = 2(J+ K+ Inv. ®) ~ 
und endlich 
(I) Hy = (J+ F4+K4+Zbv. O+/-/)- 
Da aber, wie ohne Weiteres einleuchtet, die Relationen bestehen : 
(fey fe)* = (ab)? (ak) (bk) a,?b,? = Ay, + LI + 2K+ Linv. o 
= (J+ K+ Inv. %) 
(fy, fe)* = (ab)* (ak) (bk)! = DiGi +I+K- lov. 9), 
so ist ferner auch 
(II) (H14*)? und (Hyk*f = 2(J+ K+ Inv. 9). 
Hiermit fallen auch analog dem vorigen Paragraphen alle Formen: 
(H4T)*+, (H44T)* 


fort. 
Es ist ferner: 


H™ = (H,k), — 5 (Hk); 
und wegen des obigen Ausdruckes fiir H, 


(Hy, ky = + (ff)? — 5 (bp, 
d. i. 


H™ = J(J+ K+ Inv. 9) + ((fif)'h). 
Der Entwickelung von ((f;7)'k), (§ 5., pag. 44) entsprechend, ist aber: 
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((fef "Wo + ¢ Cfefl2 By + > (fe st + fe fe = Cfek)s + f 
und da fiir 
(fief). = He — * ty — é K*, 
(ff), =I + K+ Inv. 
gesetzt werden darf, so ist endlich 
(HA) = BI+K+ Inf. ©) + fi fy + fash 
und hiermit auszulassen. 
§ 12. 
(pT)*, (pT)® und (psd)". 
Es bestehen die Polarenentwickelungen: 


129 2D ayy sor, 
wag nG (Ak)ia~ (vy), 


aus welchen die Gleichungen a 
a. 
k- (pd)! = (k-A, 9)! —2(T gy +76: g2+5D-¢9, 


A - (pk)! = (kA, y)* + 2(T ge)? + C.9,+ : D-» 
oder: 
(1) k ie -= A Or = 4(qT)*. 


Ebenso folgen aus den Polarenentwickelungen : 


kit AA, => o i) (kAY, si (ry), | 


v 


die Relationen: 


— k- pl = (k-A, 9)’ — $ (Te) +5 Clk), | 

| 

—A- gs =(k-A, 9) +4 (To) + 7 Che), | 

das ist: 
(2) 3(9T), =hk- go — A+. | 


Mathematische Annalen, XVII. 10 
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v. Gaur. 


Es zerfallen demnach alle zweiten und dritten Ueberschiebungen 
von T mit jeder beliebigen Form g, deren Ordnung resp. héher als 
4 oder 3 ist. 

Aus den Formeln (2) und (5) des § 2. folgt 


(Aga)' = (p4,2k), — —— : Pa4.3°k 


m—A4 
und 
Paz = 2(p~T)* + gy”, 
oder . 
(Aga)! = 2[(@T)*k], + gu” +k) ~ SF waa k. 
Ebenso findet man aber auch: 
‘4 2 2 hae 
Pp = — % (Pesky + 5 - «pi -k 6 UPk 


und es wird mithin: 


(1) (Aga =2[@T)*k], — 5 (Cpnsh)'kl' + 3 -M=F (pnb), hh 
— | E(k)! — = gash. 


Nach einer bekannten Formel bas biniire Formen pag. 117) 
ist aber 


((px,s&)'k)' = ee k - (gx,3k)? — ; (px,sA — k - (g,3h)*) 
m—T7 1 
q = = a k - Pk, 3,2 — 2 A: Px,3- 


Das hier auftretende g,,5,2 ist leicht auf einfachere Formen zu 
reduciren; man erhilt aus: 


i" Pr k ae 
(4 m ; 4 ‘) Pi,3,2 = — Pe + — : Prk 


und hiermit 


—7 —8 ” 
(Il) ((pesk)'k)' = * ae -k. << Ge Perr — Pe ) — ; XJ - Qxs. 


m 
Das in (I) auftretende [(q,,-)k], verschwindet, sobald m = 8 


ist; ist aber m > 8 [m ist hier selbstredend > 8], so liefert die Po- 
larenbildung: 


m—8s8 
(UT) pene” * - kyk,® = z = = JS y (peak)r—i > (wy), 


(Pex- k, k), = aus 4 Prk’ k 


Endlich ersetzen wir noch 4,3 in (1) durch 


(IV) (PT )g + Px” 














th 


~] 
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und erhalten nunmehr: 


(V) (Aps) =—2[(pT)P A, — 2 MHD 9) __ ek. gi, 


3 (m—4) (m—5) (m—-6) 


—_ : kp” + : A: or — F C- pu — =o (pT)$ - k. 


m— 


‘T gpk 

Aus (¢ m 1) erhalt man ferner mit Beriicksichtigung der For- 
O15 : 

meln (1) § 2.:*) 


(VI) — [(pT)k]}, + ™=* (pT). k= + (a2) — S Hg) 
—2C-9" +5 D- gy 


Aus den Polarenentwickelungen k,*k,k,* und A,*A,A4,/ 4 erhalt man 
aber auch: 


(mu (okt + £9" 
(Fe) | oe a eS 
p= (pd') + (— Ew" +5 9%), 
und endlich: 
\n —5 6 b. 1 , 1 ’ aa i 
+ (Tk, — pag (PTY k= 5 s+ 5-9" —7 Da; 
1 1 Y ” 5 ’ da 5 

bis 12 C- Pir + 14 Cy + ry Cy Aras 14 Dgq;, 
oder 


(VIN) = oJ = 2[(~T)*A], — M=—> PT) -k — 4 Cg” 


m — 
-» 1c 
+> P3 + jo C+ Pr- 
Verbinden wir hiermit die umgestellte Gleichung (V), so erhalten wir 


1 
m—4 


6 3 (m—~7) (am —8) ; 
k (pT) -h * Prk 


3 (m— 4) (m—5) (m — 6) 


(IX) 2-9) =—— 
fee cei: f tb Bikey ‘aot ios 
+35 or —Z A ost 7 C:ou— = C- "+ 5 Do 
Ks zerfallen daher alle Formen (pA)! (pA’)' o-* AY; £7} liefert 
z. B. ein Aggregat von Gliedern: 


Kk (fT)83 ke fk"3 A+ fisy Cefiay Cf"; D-fy 


*) Anmerkung: In dem Abdruck ist durch ein Versehen an angefiihrtem 
Ort der Ausdruck von (AT), mit dem von (kT), vertauscht worden; es ist dem- 
gemiiss zu corrigiren: 


ar, - i Ca+ ; Dk. 


10* 
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Ein Versuch auf demselben oder ahnlichem Wege ein Zerfallen 
von p// zu zeigen, scheitert, weil die analogen Endgleichungen fiir 
p1] diese Form und das entsprechende [(/T)*k], mit denselben Coef- 
ficienten besitzen. 


§ 13. 
Die Invariante D und das reducirte System. 
Wir erhalten aus (5 f 2) : 


(Hi) + ** Gia’) + 2 (hi) = ((1HP)', 
oder mit Beniitzung der Relationen fiir (i7’)® und (/7)*: 


ve 3. 4 1 5 . é _f 
(Hi + S(444+2a—2 Al)+fi= > (ff). 


(fif), findet man aus (544) in der Form: 
(fit =i +7 A+ 5 Ab 
und damit auch: 
_ 20 . 18 Mos 
(Hil = — 35 & + a7 Ot ig AP. 


Schieben wir nun die Identitaét (7) des § 2. achtmal iiber i, so 
geht diese iiber in: 


® (Hk)! (His = * i’ + EMO + 4 ACi'p — 1 Be 


Es ist aber 
ae Pkt REN ON ee ee 4 _ 
(i,0’)* = (tk)? (e0’)8 (¢ ky? — [(at’)Sk]§ = > tee ao a > — = AC 
und 
nacre ©. 18 15 : 
(Hk)* (Hi) = 33 OR a D+ isa AC. 
Mit Hinzunahme der Relation fiir (¢i’)* des § 6. erhalten wir nunmehr: 
63 . 7 y 7 2 7 ne 
D= 4 ERE — 4 AC oa iso A — 6 B ° 
Wir erhalten also mit Sylvester nur die 9 Invarianten: 

C, =A=(ff), C9 =B= (fi, CY9=C=(kh), C=—fi, 
CO =tu, CO =—fia, CP =—tka; CY —faa; Cy = isa, 
wenn wir mit C/ eine Covariaute iten Grades in den Coefficienten 
von f,* und kter Ordnung in z, also mit C eine Invariante iten 


Grades bezeichnen wollen. Das vollstindige System ist nunmehr in 
folgender Tafel zusammenzufassen : 
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+ — ~~ = _ =< 4 1 L2) —. |e 
rm 7 wamIog Z oo colt Mall Mn ~ ec - (37J). | > 1 
4 ri) WOT euley ~ sci | a - gf 4 fe s(re) | 7% | or 
& '9 wem0g ¢ _ —-j;-/] - -| — ry FINALY) | PPL | 6 
i = - wtto > —| ae)‘ | 1) 4 | ofan ie | 7% | 8 
: 9) WaMIOT ¢ - eer —|} AY | LEY | oY | PY |e 
£ * - -|- 2 oe Oe es 19 ™ | 9 
s - — We) — stag | si sy | rpiey ey | ty |g 
s _ “m—=—s \'al\te wa | 4 % | alg — |v] + 
B = 'M=L 0 @ Y * * Y ~~ it) ¢ 
. : aatpoodsaa — —i\qA —- a — 4 - WS) | Z 
+4 yey raysaatAg — —|— -- f == | — — — it 
” — es —— —— — _- 4 = == 
Bunqsomog sI tI | atl .f 224, om é 0 | pup 
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§ 14. 
Die streitigen Formen. 


Aus vorstehender Zusammenstellung ergiebt sich, dass Sylvester's 
Abzahlung bis auf 4 Falle mit dem aufgestellten Formensystem iiber- 
einstimmt. Sylvester behauptet die Existenz von 3 Formen C;° gegen- 
iiber den zwei angefiihrten /, und (f/T)', von 5 Formen C,? gegeniiber 


. 0 oe “2, Se 14 FA 
den obigen f° und (f,T)*'; er besitzt keine Form C4, er hilt also 


i4 fiir zuriickfiihrbar und nimmt endlich neben (/,T)' noch eine weitere 
Form C? an. Eine einfache Abzihlung ergiebt aber, dass die még- 
lichen Formen C;° die folgenden sind: 
Crs, es, fi, far und (fT). 
In Folge der analog § 2. zu findenden Relation 
gs 
far — fe = 3(fT)" 
ist f4, auszulassen. Es bleiben also nur noch weiter méglich: 
O,, und py. 


Nach § 6. ist aber p, durch ein Aggregat von Formen /”’, f,-k, Cf, 
Bi, Af,, A?f ersetzbar oder von der Form: 


»(F + Inv. 9). 


Dies ist in Uebereinstimmung mit Sylvester, der nur eine Form 
C,° zulasst, also ebenfalls eine lineare Relation von der Form 


maf +o-¥ 


behauptet. Eine Abzihlung ergiebt aber, dass die Producte ®-Y nur 
die angefiihrten sein kénnen und dass mithin die Gleichung 


pe = (fF + Inv. 9) 


richtig ist. Es sind daher alle Formen mit dem symbolischen Factor 
(pk)* ebenfalls zweifellos von der Form 


2(F + Inv. 9). 


Ks bleibt daher nur 0,; als weitere Form C,° iibrig. Wir wollen demgemiss 
noch einmal kurz den etwas zerstreut in mehreren Paragraphen ent- 
haltenen Beweis von der Ersetzbarkeit von ©,, recapituliren. Es liefert 


({ : i) und ( : 1) die Relationen: 
Ox + 2p, + = [(ft)P}, + uJ [(ft)'k], + M (fi) -k = (fri), 
04+ 2p" + = (( fi)>O).+ MA [(fi)*A],+ a (fi)® hon (fsa) 
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oder symbolisch: 
O;. = ps + (fe), + 2F, 
04 =p" + (f4t), + ZF. 
Aus diesen erhailt man sofort die weitere: 
One = Ps.4 + Uh) A), + SP. 


Nun liefern die Entwickelungen 


( fi t) ( fi ‘) ( fi 4 ( fi t) 
032)’ \O23)7’? \O1l4)7’ \1138 
die Relation: 

* ((ifi)*h)y 2) (Ef) h)y + (Gf), = — S (ie fds 
und ( : fs - ) die erginzende: 


te ((ifi)*k) + > (ify + 2 (Gfd?)s + (if), = (ie fds, 
aus welchen sofort die Identitiit sich ergiebt: 


117 1075 


(if), +17 (fark), + 8 if h), 
1775 


+ 7 ((éfi)*k), — 0. 


Bedenken wir nun, dass alle aus (/7)*+* durch Ueberschiebung mit 
Formen K entstehende Ableitungen wegen der Relationen des § 1. 


Formen F' + Inv. ® geben, und beniitzen wir weiter die aus ({ : 5) 
fliessende Beziehung 
(hi) =p, + 2F, 
so geht die vorstehende Identitiit iiber in: 
((f:)'k), = pis + SF = IF 
und erhalten endlich 
, O.: = Py, + SF= Ze, 


da wie oben § 10. bewiesen p,,, = _ px,s gesetzt werden darf. Ks 


sind daher alle durch Ueberschiebung von 0;; mit Formen K resul- 
tirende Ableitungen ebenfalls durch Formen Ff’ ersetzbar. Es bleiben 


daher als Formen C,;° nur f; und (fT)* tibrig. Da auch ganz 
analog 


O44—pi + 2F 


erhalten wird, so folgt im Anschluss an § 11. auch die Reducirbarkeit 
aller Formen (044 XK). 





oe ee Ee 


ee ee 
st a 





152 v. Gatti, System einer biniiren Form achter Ordnung. 


Die mdglichen Formen C,? sind: 
Oxer, Pere, 4, (fT), 


von denen aber nach dem Vorhergehenden die beiden ersten wegzu- 
lassen sind. Von Formen C,? existiren: 


Oxree, Pri (peT),; (f4T)', 


die sich sofort auf die eine Form (f,T)* reduciren. Wie schon oben 
bemerkt, ist es mir nicht gelungen die Form C4 = i4 zuriickzu- 
fiihren. 


Mainz im August 1880. 
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Anzahlgeometrische Behandlung des Dreiecks. 


Von 
H, Scuusert in Hamburg. 


$ 1. 


Definition der Lagebedingungen und der invarianten Bedingungen 
beim Dreieck. 


Das im Folgenden behandelte Gebilde besteht aus drei in fester 
Ebene befindlichen Punkten a, b, ¢ (Ecken) und deren Verbindungs- 
strahlen «, B, y (Seiten), so dass @ unda, B und b, y und ¢ einander 
gegeniiberliegen. Wir nennen dieses Gebilde, dessen Constantenzahl 
6 ist, kurz ,, Dreieck“, fassen es aber zugleich als Dreiseit auf, d. h., 
wir rechnen zu seinen wesentlichen Bestandtheilen ebenso gut seine 
3 Seiten, wie seine 3 Ecken, was natiirlich nur dann von Bedeutung 
wird, wenn zwei Ecken oder alle drei Ecken zusammenfallen. Nach den 
Bezeichnungsregeln des Bedingungskalkiils*) bedeuten die eingefiihrten 
Symbole a, b, ¢ resp. a, B, y zugleich die einfachen Bedingungen, dass 
die Ecke a oder b oder c auf einer gegebenen Geraden liege, resp., dass 
die Seite «, 6, y durch einen gegebenen Punkt gehe. Durch Zusam- 
mensetzung dieser Bedingungen erhilt man eine grosse Menge von 
Lagebedingungen héherer Dimension. Jede solche, dem Dreieck auf- 
erlegte i-fache Bedingung bedeutet, gemiiss den Grundsiitzen des 
Kalkiils, zugleich auch die Zahi der Dreiecke, welche einem vorliegen- 
den ¢-stufigen Systeme angehérig, jene i-fache Bedingung erfiillen. 

Da jede Ecke zweien Seiten incident ist; so gelten zuniichst die 
folgenden 6 Gleichungen, welche aus der Incidenzformel fiir Punkt 
und Strahl (Kalkiil, pag. 25) resultiren: 


*) Man vergleiche wegen dieser Bezeichnungsregeln und wegen des Rechnens 
mit Bedingungssymbolen entweder meine Abhandlung in Bd. X der Math. Ann. 
(pag. 1 bis 116, Abschnitte I, II, III) oder meinen bei Teubner 1879 erschienenen 
, Kalkiil der abzihlenden Geometrie“, ein Buch, das ich kurz mit ,,Kalkiil“ 
citiren werde, 


Mathematische Annalen, XVII. 11 
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ab—a?+ 6, ay—at+7’, 
by—V te, bamk fe’, 
ca =e? +a’, cB =c? + B. 
Hieraus erhilt man durch Multiplication mit den Bedingungen a, b, c¢, 
a, B,y viele andere Formeln, z. B. 


e’p—ap?, cha=—cb?+ ca? =be+ ba’, 
Bc = bee’, &b’c—a@bh?a—abe?— aca, 
aba + bep+ ceary=—area + bap + cby. 
Umformungen, welche nur auf einer derartigen Benutzung der Incidenz- 


formel fiir Punkt und Strahl beruhen, sollen im Folgenden immer ohne 
besondere Begriindung angestellt werden. 


Zu den eingefiihrten 6 einfachen Lagebedingungen a, b, c, a, B, y 
gesellen sich 5 einfache invariante Bedingungen, das sind Bedingungen, 
welche verlangen, dass das Dreieck ausgeartet sei. Ausgeartet ist ein 
Dreieck, wenn es die allgemeine Definition des Dreiecks erfiillt, aber Ecken 
oder Seiten besitzt, die zu einander nicht allgemein, sondern unendlich 
nahe liegen. Man gewinnt die Beschreibung der Ausartungen des Dreiecks 
leicht durch homographische Abbildung aus dem allgemeinen Dreieck oder 
auch durch Specialisirung der einer Curve ein- oder umbeschriebenen 
Dreiecke. Betrachtet man z. B. das dreistufige System aller einer Curve 
einbeschriebenen Dreiecke, so erkennt man sofort, dass dieses System 
ein zweistufiges System von solchen Dreiecken enthalt, bei denen die 
drei Ecken in gerader Linie liegen. Man gelangt daher zu folgender 
Definition : 

I. Die Ausartung « besteht aus einem Strahle g, welcher zugleich 
als Seite a, Seite B und Seite y aufzufassen ist, und auf welchem 
irgendwie die Ecken a, b, c liegen. 

Durch duale Uebertragung erhilt man aus dieser Definition die 
folgende: 


II. Die Ausartung t besteht aus einem Punkte s, welcher die Ecken 
a, b, € so in sich vereinigt, dass die 3 Seiten a, B, y drei durch s hin- 
durchgehende Strahlen sind. 

Zu einer dritten Ausartungsdefinition gelangt man, wenn man von 
drei auf einer Curve liegenden Punkten zwei unendlich nahe legt. Da 
der dritte Punkt dann noch jede beliebige Lage auf der Curve haben 
kann, so bilden alle méglichen Tripel von solchen Punkten ein zwei- 
stufiges System von ausgearteten, einbeschriebenen Dreiecken mit folgen- 
der Definition. 

Ill. Die Ausartung 4, besteht aus einem Strahle g, in welchem die 
Seiten B und y unendlich nahe legen, und aus einem auf g legenden 
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Punkte s, in welchem die Ecken b und c unendlich nahe liegen; dabei 
liegt die Ecke a irgendwo auf g, und der Strahl a ist irgend ein Strahl 
durch s. Diese Dreiecksausartung geht durch duale Umwandlung in 
sich selbst tiber. 

IV. und V. Die Ausartungen 9, und &, sind #, analog,*) d. h. 


sie gehen aus @, durch cyklische Vertauschung der Buchstaben a, }, c, 
a, B, y hervor. 


Jede der eben aufgestellten 5 Ausartungsdefinitionen erniedrigt die 
Constantenzahl 6 des Dreiecks um 1, d. h. sie erzeugt eine einstufige 
Ausartung und eine einfache Ausartungsbedingung, oder, was dasselbe 
ist, von derartig ausgearteten Dreiecken giebt es in einem einstufigen 
Dreieckssysteme eine endliche Anzahl, in einem i-stufigen Systeme oo. 

Wir setzen nun fest, dass jedes der 5 eben eingefiihrten Aus- 
artungssymbole 

&, T, Ba, DB, De 


zugleich auch die einfache Bedingung bedeute, dass ein Dreieck in der 
angegebenen Weise ausarten soll. Kerner sollen die bei der Beschreibung 
der Ausartungen benutzten Buchstaben fiir Punkte und Strahlen zu- 
gleich die zugehérigen einfachen Grundbedingungen bedeuten; und 
zwar haben s und g bei den verschiedenen Ausartungen auch ver- 
schiedene Bedeutung. Wir wollen niimlich immer mit s denjenigen 
Punkt einer Ausartung bezeichnen, in welchem zwei oder drei Ecken 
vereinigt liegen, und mit g denjenigen Strahl, in welchem zwei oder 
drei Seiten vereinigt liegen. Es ist also z. B. 


ég identisch mit ¢a oder ¢f oder ey, 
#,8 identisch mit $,b oder 8, c¢. 
Ferner bedeuten z. B. 


ts’ die dreifache Bedingung, dass ein Dreieck seine drei Ecken in 
einem gegebenen Punkte vereinigen soll; 


ea°g = ag’ die vierfache Bedingung, dass die drei Ecken in einer 
gegebenen geraden Linie liegen sollen, und dabei die Ecke a in einen 
gegebenen Punkt fallen soll; 


%,«°g* die fiinffache Bedingung, dass das Dreieck die Definition von 
®, erfiille, und dass der Strahl @ sowohl wie auch der Coincidenz- 
strahl g gegeben sei. 


Die Zusammensetzung von swei oder mehr Ausartungsbedingungen 
mit einander schliessen wir aus. 


*) Ueberhaupt wollen wir hier einander ,,analog“ solche Definitionen, Be- 
dingungen und Formeln nennen, welche aus einander durch cyklische Vertauschung 
von a, b, c, a, 8, y hervorgehen. 


11* 
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Zweistufige Ausartungen, d. h. soleche, welche seine Constanten- 
zahl 6 um 2 zu erniedrigen vermégen, erhalten wir wieder sehr leicht 
durch Betrachtung des dreistufigen Systems aller einer Curve einbe- 
schriebenen Dreiecke. Dieses System enthilt ein einstufiges System von 
Dreiecken, deren jedes auf einer Tangente durch die beiden im Be- 
riihrungspunkte unendlich nahen Curvenpunkte und einen der sonstigen 
Schnittpunkte gebildet wird. Daher kénnen wir die folgenden Defi- 
nitionen aussprechen. 

VI. Je Ausartung @, ist eine Ausartung &, bei welcher die Ecken 
b und c in einem Punkte s unendlich nahe liegen. ow, ist aber nicht 
bloss als eine specielle =, sondern auch als eine specielle 0, anzusehen. 

VII. und VIII. Die Ausartungen @, und w, sind @, analog. 

IX., X., XI. Die Ausartungen @,, @3, @y gehen aus @, durch 
duale Umwandelung hervor. 

Eine siebente, zweistufige Ausartung erhalten wir durch Be- 
trachtung aller derjenigen einer Curve einbeschriebenen Dreiecke, deren 
drei Ecken drei aufeinanderfolgende unendlich nahe Punkte sind. Auch 
solche Dreiecke bilden ein in dem dreistufigen Systeme liegendes, ein- 
stufiges System. Daher: 

XII. Die Ausartung w besteht aus einem einzigen Punkte s, dem 
die drei Ecken unendlich nahe liegen, und aus einem einzigen durch s 
gehenden Strahle g, dem die drei Seiten unendlich nahe liegen, jedoch 
so, dass die drei Ecken im Allgemeinen nicht in gerader Linie, sondern 
wie drei aufeinanderfolgende Punkte einer Curve liegen, und dass die 
drei Seiten sich im Allgemeinen nicht in demselben Punkte schneiden. 
Daher darf w als eine specielle 3, 3,, 3, nicht aber als eine specielle 
.€ oder t angesehen werden. Kin Dreieck y ist also durch die Lage 
seines Strahls g und seines Punktes s noch nicht hinreichend bestimmt. 
Es muss zu seiner vollkommenen Bestimmung noch eine einfache Be- 
dingung hinzutreten , welche ausspricht, mit welcher Kriimmung a, b, ¢ 
einander unendlich nahe liegen, also etwa die einfache Bedingung, 
dass die drei Ecken auf ~ drei consecutive Punkte eines der co? Kegel- 
schnitte sein sollen, die durch 3 gegebene Punkte gelegt werden 
kénnen, oder die metrische Bedingung, dass der Radius des durch die 
drei Ecken von w~ gehenden Kreises eine gegebene Liinge habe. Ein 
zu der zweistufigen Ausartung ~ specialisirtes Dreieck wollen wir kurz 
unendlich kleines Dreieck nennen. Beim Viereck erhiilt man eine 
analoge, aber dreistufige Ausartung, beim n-Eck eine analoge, (n—1)- 
stufige Ausartung. 

Eine dreistufige Ausartung des Dreiecks erkennt man bei dem drei- 
stufigen Systeme der einer Curve einbeschriebenen Dreiecke in jedem 
Wendepunkte, wo drei aufeinanderfolgende, unendlich nahe Curven- 
punkte in gerader Linie liegen. Also: 

















Anzahlgeometrische Behandlung des Dreiecks. 157 


XIII. Die dreistufige Ausartung yn ist eine Ausartung «¢, bei welcher 
alle drei Ecken a, b, ¢ auf dem Strahle g in dem Punkte s unendlich 
nahe liegen. ist specieller Fall von @,, von @,, von w, und von a, 
nicht aber von @q, @g, Wy. 

Durch duale Umwandlung erhalt man aus y eine zweite, drei- 
stufige Ausartung € mit folgender Definition. 

XIV. Die dreistufige Ausartung € ist eine Ausartung t, bei welcher 
die drei sich in s schneidenden Seiten a, B, y einander im Strahle g 
unendlich nahe liegen. € ist also specieller Fall von Ge, @3, @y, ¥, 
nicht aber von @g, @,, @.. Kin Dreieck € bilden also z. B. die drei 
in einem Riickkehrpunkte beriihrenden, unendlich nahen Tangenten. 

Die zweistufigen und die dreistufigen Ausartungsbedingungen setzen 
wir ebenso wie die einstufigen mit allen méglichen Lagebedingungen 
zusammen. Z. B. bedeutet yg die dreifache Bedingung, dass ein 
Dreieck ein unendlich kleines werde, und dabei seinen Strahl g durch 
einen gegebenen Punkt schicke. 


Bei einer analytischen Ableitung der Ausartungen des Dreigcks 
findet man ausser den oben definirten noch andere Ausartungsbe- 
dingungen, welche dadurch hervorgerufen werden, dass die oben nur 
als zweistufig erkannten Ausartungen auch bei gewissen, einstufigen 
Systemen in endlicher Anzahl vorkommen kénnen, und dass tiberhaupt 
i-stufige Dreieckssysteme denkbar sind, welche von oben k-stufig ge- 
nannten Ausartungen nicht oo'*, sondern oo” enthalten, wo r>i—k 
ist. Ein Beispiel bietet das zweistufige System aller Dreiecke, welche 
immer durch je zwei Punkte b und ¢ einer festen Curve und den 
Schnittpunkt @ der in 6 und in ¢ beriihrenden Tangenten y und 6 
gebildet werden (§ 9.). Zu diesem Dreieckssysteme gehéren nicht 
bloss die co! Dreiecke ¢, welche durch einen ganz beliebigen Punkt a 
einer Doppeltangente und deren beide Beriihrungspunkte b und c erzeugt 
werden, sondern auch diejenigen co' Dreiecke, welche durch einen ganz 
beliebigen Punkt @ einer Wendetangente und deren beide unendlich nahe 
geriickte Beriihrungspunkte gebildet werden. Solche Dreiecke erftillen 
aber die oben fiir die zweistufige Ausartung o, aufgestellte Definition. 
Trotzdem miissen sie aber als einstufig betrachtet werden, weil von 
ihnen oo! in einem zweistufigen Dreieckssysteme liegen. Ebenso ergeben 
die Riickkehrpunkte ein einstufiges System von Ausartungen, welche 
die Definition von @, erfiillen. Endlich ist auch in jedem Curvenpunkte 
eine die Definition von y erfiillende Ausartung erzeugt. 

Derartige Ausartungen, welche die Definition einer oben i-stufig 
genannten Ausartung erfiillen, aber nicht k-stufig genannt werden 
diirfen, weil von ihnen ein ¢-stufiges Dreieckssystem nicht oo’—*, son- 
dern oo” enthilt, wo r >i—k ist, wollen wir Halphen’sche Aus- 
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artungen nennen; ferner soll jedes System, welches irgend eine 
Halphen’sche Ausartung enthilt, ein ,, Halphen’sches System“, und 
jedes System, welches von solchen Ausartungen ganz frei ist, ein 
»gewohnliches System“ heissen, Die Wahl dieser Namen ist durch die 
Untersuchungen des Herrn Halphen iiber Kegelschnittcharakteristiken 
hervorgerufen. Herr Halphen war es niimlich, welcher zuerst (cf. 
Proc. of the London Math. Soc., vol. 1X, Math, Ann. Bd. XIV) darauf auf- 
merksam gemacht hat, dass, um in unserer Terminologie zu reden, 
einstufige Kegelschnittsysteme denkbar sind, welche eine Ausartung 
enthalten, die scheinbar die Constantenzahl 3, nicht 4 hat, und in 
Wirklichkeit die letztere dadurch bekommt, dass die Differenz der 
Ordnungen der durch die Coincidenz hervorgerufenen unendlich kleinen 
Gréssen jede beliebige Zahl sein kann. Diese von Halphen aufge- 
fundene Kegelschnittausartung liisst sich nimlich so definiren. Ihre 
Punkte bilden zwei einer einzigen Geraden g unendlich nahe Geraden, 
ihre Tangenten zwei Strahlbiischel, deren Scheitel einem auf der Ge- 
raden g liegenden Punkte s unendlich nahe liegen. Das aus der Ge- 
raden g und dem Punkte s bestehende Gebilde, welches fiir sich ja 
die Constantenzahl 3 hat, bestimmt aber die Kegelschnittausartung 
noch nicht vollstiindig. Wenn man nimlich mit d die unendlich kleine 
Strecke bezeichnet, welche die Kegelschnittausartung auf einer belie- 
bigen Geraden ausschneidet, und mit 0 den unendlich kleinen Winkel 
bezeichnet, den zwei von einem beliebigen Punkte ausgehende Tan- 
genten mit einander bilden, so giebt es immer eine rationale Zahl h, 


h 
fiir welche der Bruch & einen von Null verschiedenen endlichen 


Grenzwerth hat. Betrachtet man dann die Kenntniss der Zahl h als 
fiir die Definition der Hal p hen’schen Kegelschnittausartung wesentlich, 
so gewinnt dieselbe die Constantenzahl 4. Wie Herr Halphen nach- 
gewiesen hat, gilt der bekannte, von Clebsch in den Math. Ann. 
Bd. VI, von Lindemann in Clebsch’s Vorl. p. 398 und vom Ver- 
fasser im Verein mit Hurwitz in den Gétt. Nachr. von 1876 be- 
wiesene Chasles’sche Satz a-u-+ 6-v nur fir solche einstufige 
Kegelschnittsysteme, welche die Halphen’sche Ausartung nicht ent- 
halten. Diese Voraussetzung ist also jenen Beweisen hinzuzufiigen.*) 
Herrn Halphen ist es, zunichst fiir den Fall des einstufigen und 
vierstufigen Systems, gelungen, die Zahl der gemeinsamen Kegelschnitte 
zweier Systeme auch in dem Falle zu bestimmen, wo die Systeme die 
erwihnte Ausartung enthalten. Dann ist man aber auf analytische 
Untersuchungen angewiesen, und opfert der Allgemeinheit der Systeme 








*) Ich sprach dies schon im Bulletin de la Soc. math., tome VIII, p. 61 aus 
mit Riicksicht auf § 38. meines Kalkiils, wo der Beweis aus den Gétt. Nachr. 
wiederholt ist. 
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die Kinfachheit der Ableitung und der Darstellung der gesuchten Zahl 
nach der Analogie des Bezout’schen Satzes von der Zahl der Schnitt- 
punkte zweier Curven. 

Ebenso ist es beim Dreieck. Die Nichtberiicksichtigung von 
Halphen’schen Systemen macht es méglich, eine Reihe von Formeln 
zwischen Lagebedingungen und invarianten Bedingungen aufzustellen 
(§ 2.), und auch die Zahl der zwei Dreieckssystemen gemeinsamen 
Dreiecke als Summe von Producten je zweier den Systemen ange- 
hérigen Anzahlen auf einfachste Weise zu bestimmen (§ 3.). Deshalb 
wird es gerechtfertigt erscheinen, wenn bei dieser ersten anzahlgeometrischen 
Behandlung des Dreiecks Halphen’sche Systeme ausgeschlossen werden. 
Den folgenden Betrachtungen ist daher, ausser, wenn das Gegentheil 
ausdriicklich gesagt ist*), stets die Vorausseteung hineuzufiigen, dass 
die Systeme, auf welche die Formeln bezogen werden, gewdhnliche 
Systeme sind. 

Damit ist nicht gesagt, dass nicht gewisse der folgenden Formeln 
fiir gewisse Halphen’sche Systeme doch richtig sind, oder wenigstens 
bei richtiger Deutung der Symbole auf solche Systeme anwendbar sind; 
nur wollen wir, der Einfachheit wegen, bei der Ableitung der Formeln 
auf solche Anwendbarkeit keine besondere Riicksicht nehmen. 


§ 2. 
Gleichungen zwischen den in § 1. definirten Bedingungen. 


A. Gleichungen erster Dimension. 
In § 1. sind fiir das Dreieck 6 einfache Lagebedingungen 


a, b, ¢, a, B, y 
und 5 einfache Ausartungsbedingungen 

é, T, a, DO, B 
definirt. Zwischen diesen 11 Bedingungen bestehen 4 von einander 
unabhingige Gleichungen, welche wir leicht durch die Coincidenz- 
formel erster Dimension fiir Punktepaare erhalten kénnen. Wir setzen 
nimlich ein beliebiges gewdhnliches, einstufiges System allgemeiner 
Dreiecke voraus, und fassen auf jedem Dreiecke dieses Systems die 
Ecke 6} und die Ecke ¢ zu einem Punktepaar zusammen. Dann erhalten 
wir eine Coincidenz der beiden Ecken b und ¢ auf jedem Dreieck des 
Systems, welches entweder nach der Definition von rt (§ 1., Nr. II) 
oder nach der Definition von @, (§ 1., Nr. IIT) ausgeartet ist. Daher 
kommt: 


(1) b+c—a=t+%. 


*) Wie in § 9. 
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Der Formel (1) sind analog: 


(2) c+a—fp=r+ %, 
(3) a+t+b—y=r-+ ®,. 
Die dual entsprechende Betrachtung liefert: 

(4) B+y—a=é+ th, 
(5) yta—b=e+h, 
(6) a+ p—c—e+%. 


Subtrahirt man nun (4) von (1), (5) von (2), (6) von (3), so erhilt 
man jedes Mal eine und dieselbe Gleichung, nimlich: 
(7) a+b+c—a—Bp—y=t-— sé. 
Daraus geht hervor, dass diese Gleichungen nur 4 von einander unab- 
hangige Gleichungen reprisentiren. Es ist iiberhaupt unmdglich, irgend 
eine der Bedingungen ¢, t, #., #, #, durch a, b, c, a, B, y allein 
auszudriicken (§ 4.). 

Aus den obigen Gleichungen erhilt man ferner die 3 Gleichungen: 


(8) a-asxre+1t4+%,+%, 
(9) b+B—et+r+% 4%, 
(10) e+ys=et+t+a+h, 


welche man auch geometrisch gewinnen kann, wenn man fragt, bei 
wieviel Dreiecken des zu Grunde gelegten einstufigen Systems eine 
Ecke auf die Gegenseite fallt (Kalkiil, p. 83). 

Aus den eben aufgestellten Gleichungen erster Dimension erhilt 
man durch Multiplication mit a, b, c, a, 6, y, durch gelegentliche Be- 
nutzung der Incidenzformeln und durch zweckmissige Eliminationen 
eine grosse Reihe von Gleichungen héherer Dimension, welche wieder 
fiir alle gewohnlichen Systeme giiltig sind. Man kann viele derselben 
auch direct erkennen, wenn man die allgemeinen Punktepaar- und 
Strahlenpaarformeln benutzt, welche ich in den Math. Ann. Bd. X und 
im Kalkiil (p. 44, 45, 62, 63) aufgestellt habe. Der Kiirze wegen er- 
waihnen wir nur diejenigen Gleichungen, welche im Folgenden vor- 
zugsweise zur Anwendung gelangen, Ferner schreiben wir von solchen 
Gleichungen, die durch cyklische Vertauschung aus einander hervor- 
gehen, immer nur eine. Zu den so abgeleiteten Gleichungen i-ter 
Dimension gesellen wir dann immer noch diejenigen, welche die in 
§ 1. definirten, héheren Ausartungsbedingungen enthalten. 


B. Gleichungen zweiter Dimension. 
Aus den Gleichungen erster Dimension erhilt man leicht: 
(11) be=e?+18s+% 38, 
(12) By =a’ + eg+ ag, 
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(13) ta=a’?+aa —ts— hs — ds, 
(14) ta =a? + aa— eg—tg — 39, 
(15) @,a = a(b-+c—a—t) 
=—+ 7? —aa+ %s+ 8s + 1s, 
(16) a,0 = b? + ¢? —aa+ Hot dg+ eg. 


Bei diesen Formeln erscheinen rechts nur die Bedingungen 
a’, b’, c, a, B’, Y’, aa, bB, CY, TS, ég, 
D8, Dag, P68, Brg, Bes, Beg. 
Durch diese 17 Bedingungen lassen sich schliesslich auch die in § 1. 
definirten Bedingungen: 
aq, Wy, Wc, Wa, Wz, @,, y 

ausdriicken. Zu diesem Zweck beachten wir, dass die Ausartung @, 
sowohl eine Ausartung « ist, bei welcher b und ¢ coincidiren, wie 
auch eine Ausartung @, ist, bei welcher « und g coincidiren, und 
ferner, dass w eine Ausartung #, ist, bei welcher sowohl @ und g, 


wie auch @ und s unendlich nahe liegen. Demgemiiss geben die Coin- 
cidenzformeln : 


(17) @, = eb + ec— eg, 
(18) @,=tB+ ty— ts, 
(19)  +b=—%a+ ag — Fas, 
(20) + ~y=8,a+ d.5 — Hg. 


Nun substituiren wir fiir eb, ec, 1B, ty, 0,0, Oa die aus den Formeln 
(13) bis (16) resultirenden Werthe. Dann erhalten wir schliesslich: 
21) a =VP+e+ 08+ cy — 2-1ts — eg — 2-t,8 — hs — 18, 
(22) a= f+ 7? + 06 + cy — 2-89 — ts —2-teg — tig — Og, 
und mit Benutzung von (21) oder (22): 
(23) v=tg+ 394+ b.9 + ts + ts + Os 

— aa — bp — cy +2-t8s+4+ 2-69. 
Der Umstand, dass diese Formel fiir die sich selbst duale Bedingung 


y durch duale Umwandlung in sich selbst iibergeht, liefert eine Con+ 
trole der Rechnung. 


C. Gleichungen dritter Dimension. 
Aus den Gleichungen erster Dimension erhalt man zunichst: 


(24) be=—ba+ rs? + 8,8*, 
(25) b&i=fa+trs+ as, 
(26) By = a?B+ eg? + 9’, 


(27) By’ =a’y + eg’? + Fag’, 
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(28) @a=—ts? + ea? + 3s + 8,5’, 

(29) aa? = eg’? + ta? + Hy’ + 8.9’, 

(30) @.sa=— abe — eg? — ts? — ta*? — hg"? — 3.9", 

(31) tga — apy — ts* — eg? — ca* — ts? — 3,5", 

(32) #0? = a®B + a®?y — ea’, 

(33) @,.0? = ba + ca — ra?, 

(34) tac=—By+B+18?+ @¢ +s? + 8s? + Hg? + 8.9. 

Dazu fiigen wir noch zwei Formeln fiir ws und fiir yg, welche aus 

(23) hervorgehen, wenn man dafiir sorgt, dass wieder nur die eben 

rechts erschieneven Symbole auftreten. 

(35) ws—abe —te’?—rt Pf —ty*?—2-1°?°— eg — 3,97 —t,9 — 4.9’, 

(36) pg=—apy—ea®?— eb?—ec?—2-eg?-—ts* —8,s* — 3,8? —8,8°. 

Um auf die in § 1. definirten, dreifachen Ausartungsbedingungen 7 

und € zu kommen, beachten wir, dass 9 eine w, ist, bei welcher auch 

s und @ unendlich nahe liegen, und dass € eine @, ist, bei welcher 

auch g und «@ unendlich nahe liegen. Wir erhalten dementsprechend: 

(37) N= @,8 + Oa — Wag, 

(38) f= Wg + @,0% — eS, 

woraus sich mit Benutzung von (21) und (22) und nach einigen aus 

(24) bis (34) folgenden Substitutionen, schliesslich ergiebt : 

(39) y=a@?B+a@?yt+By4+Pateatep—3.abe 
+6-1s°?+2-ra?+2-18?+2-cy?—ea?—&b?—e?+3-e9" 
+4-29 +4-%9+4-8.9+ 8,38? +8,s*+ 8,s?, 

(40) §=a*6+a@y+By4+Pa+Catep—3-apy 
+6-eg?+2-2a?+2eb?+2-s2—ro?—1tp?—Tty*+3-1s? 
+4-8,3?+4-3,9°+4.3,.2°+6,7+h¢7+8.9". 

Aus (35), (36), (39), (40) folgt, dass die 4 Bedingungen ws, wg, 
€, 9 durch eine Gleichung von einander abhiingen. Subtrahirt man 
namlich (40) von (39), so kommt: 

n—€=—3-aBy —3-abe+ 3-1ts? — 3-e¢? 
+ 3-ta* + 3-rB? + 3-ry? — 3-ea® — 3-8b? — 3-8e? 

+ 3-9 + 3-d9* + 3-8.9? — 3-88? — 3-93? — 3-887. 

Subtrahirt man andererseits (35) von (36), so kommt: 
vg — vs = apy — abe+ ts? — eg? 

+ tra? + cB + ry? — ea? — bh? — ec? 
+ t.9 + tg? + O.g* — d,s? — Os? — 8,s?. 
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Durch Vergleichung der beiden so erhaltenen Differenzen ergiebt sich: 
(41) 3-vs+y=—3-¢9+ 6, 


eine Formel, welche in § 7. bei der Behandlung der unendlich kleinen 
Dreiecke wieder auftreten wird. Da » und € specielle Ausartungen » 


sind, so kann die interessante Formel (41) in Worten so ausgesprochen 
werden: 


Addirt man bei einem einstufigen Systeme von unendlich kleinen 
Dreiecken erstens die Zahl derjenigen, deren 3 Ecken in gerader Linie 
liegen, zu der dreifachen Ordnung der von den Ecken beschriebenen 
Curve, zweitens die Zahl derjenigen, deren 3 Seiten sich in einem und 
demselben Punkte schneiden, zu dem dreifachen Range der von den 
Seiten eingehiillten Curve, so erhilt man beide Mal dieselbe Summe. 


D. Gleichungen vierter Dimension. 


Von den Gleichungen vierter Dimension heben wir folgende 
hervor: 


(42) @e=egat+rsaths?g+ 8,879, 

(43) &s'a=—%s*o+71s°B+rs*y+ys*, 

(44) ®ga? = Py’ —ega, 

(45) d sa? = By*?-—egatrs’pi+rs*y+ys’, 

(46) tsey=ye?’—ebtrsatrs'y+3,sg—vg’, 

(47) @be= BPyY+Hs'9+8.s' o+tsea+rts’pB+rts*y+ys?, 


und die diesen Gleichungen dual entsprechenden. 


E. Gleichungen fiinfter Dimension. 


(48) ab?c? = eb?c? + ra®y? + ra?p? + 2.- wsg, 
(49) ay? = eB? 4 care? + ea2l? + 2- ysty, 
(50) eB = eb??? + ra*p? + sg, 

(51) BP y?b = ab? B = ea? + ty? + ys'g, 
(52) 3b? = ra?y? + ws’g, 


(53) ag B= earc? + vs?g. 


F. Ueberblick. 


Aus den unter (A) abgeleiteten Gleichungen erster Dimension geht 
hervor, dass alle auf die Ecken, Seiten und Ausartungen eines Dreiecks 
beziiglichen, einfachen Bedingungen durch die folgenden 7 Bedingungen 
ausdriickbar sind: 


a,b, c, a, B, y, t, 
oder durch: 


a,b,c, a, B, y, & 


Ra ET 
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Die Gleichungen zweiter Dimension driicken alle derartigen zwei- 
fachen Bedingungen durch die folgenden 17 Bedingungen aus: 


a’, b, ¢’, a®, B*, y*, aa, bB, cy, ts, eg, 
P48, as, B.8, Dag, 9, dg. 


Die Gleichungen dritter Dimension zeigen, dass man alle. der- 
artigen, dreifachen Bedingungen als Functionen der folgenden 22 Be- 
dingungen darstellen kann: 


ap, a®y, bea, b*y, ea, cB, abc, apy, 
ea*, eb*, ec*, ta*, cB, ty’, eg, ts’, 
8,s°, 3,8", 3.8", d.9", Hg?, Fg. 

Ebenso iiberzeugt man sich leicht, dass man jede derartige vier- 
fache Bedingung durch die folgenden 17 Bedingungen ausdriicken 
kann: 

b?c?, oe", a*b’, By’, y* a, a? B?, tS? a, ts*B, ts*y, 
eg’a, eg*b, eg*c, I8°g, Hs’g, Fs*g, Ys’, vg’. 

Endlich kann man jede derartige, fiinffache Bedingung durch die 
folgenden 7 Bedingungen darstellen: 

eb?c?, ecra’, ea*b?, rBy?, ry*a?, ra®p?, ws?g. 

Durch die eben angefiihrten 7 einfachen, 17 zweifachen, 22 drei- 
fachen, 17 vierfachen, 7 fiinffachen Bedingungen wird in den Para- 
graphen 4. bis 6. jede beliebige, dem Dreiecke auferlegte i-fache Be- 
dingung ausgedriickt werden, unter der Beschrdnkung, dass das zu 
Grunde gelegte i-stufige System und das durch die i-fache Bedingung 
definirte, (6 — i)-stufige System gewdhnliche Systeme sind. 


G. Beispiele zu den Formeln. 


1. Um die Formel (41) zu controliren, betrachte man das ein- 
stufige System aller derjenigen unendlich kleinen Dreiecke, welche 
auf einer gegebenen Curve durch alle méglichen drei consecutiven, 
unendlich nahen Punkte festgestellt werden. Man hat dann ws gleich 
der Ordnung der Curve, wg gleich dem Range n’ der Curve, 4 
gleich der Zahl x der Wendepunkte, € gleich der Zahl x der Riick- 
kehrpunkte zu setzen. So erhilt man aus Formel (41) die bekanunte 
Pliicker’ sche Formel: 

3-n+xe=—3-n +x. 

Man beachte aber, dass Formel (41) allgemeiner ist, als diese 
Pliicker’sche Formel, weil die Ecken der bei der Anwendung von 
(41) betrachteten unendlich .kleinen Dreiecke nicht eine und dieselbe 
Curve zu bilden brauchen. 
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IJ. Um ein Beispiel fiir die Formeln dritter Dimension zu haben, 
betrachten wir das dreistufige System aller einer festen Curve n'e* Ord- 
nung einbeschriebenen Dreiecke, indem wir jeden Punkt dieser Curve 
als Ecke a, jeden zweiten Punkt als Ecke b und jeden dritten als 
Ecke c eines Dreiecks auffassen. Fiir das so definirte System haben 
alle dreifachen Bedingungen, die sich nur durch die cyklische Ver- 
tauschung von a, b, c, a, B, y unterscheiden, einen und denselben 
Werth. Desshalb erwihnen wir von solechen Bedingungen immer nur 
einen. Man findet leicht: 

Be=—0, Pa=—O0, @a=—0, Py = n(n — 1), aa? = n?(n — 1), 
abe =n und eg? = n(n — 1) (n — 2), 82? = 0, ea? = 0, rs? =0, 
ta? =O, rap=—0, d,sa=—n’, ,.0°=0, d,0°=0, 0,9° = n(n—1). 

Diese Werthe stehen mit den Formeln (24) bis (34) in Einklang. 

Aus (34) folgt d,a@ = n?(n — 1), und aus Formel (31): 
apy — d,.ga = n(n — 1) (nm — 2). 


Um @ ge zu bestimmen, multipliciren wir Formel (1) mit «f. 
Dann kommt: 
tap + d.ga = bap + cap — a8, 
9.ga = VB + 2B 4+ a6 = 0404 n(n— 1). 


Demnach ist: 


oder: 


apy = n(n — 1) (n— 2) + n(n — 1), 
apy = n(n — 1) (2n — 3). 


Kiner Curve n” Ordnung lassen sich also 
n(n — 1) (2n — 3) 


Dreiecke einbeschreiben , deren 3 Seiten beziiglich durch 3 gegebene Punkte 
gehen. Die dual entsprechende Betrachtung ergiebt, dass unter den 
einer Curve n'*" Ranges umbeschriebenen Dreiecken 

n(n’ — 1) (2n’ — 3) 
Dreiecke existiren, welche jede ihrer drei Ecken auf einer zugehérigen 
Geraden haben. 

Auch die Formeln (35) bis (41) lassen sich durch die oben an- 
gegebenen Werthe leicht controliren. Man beachte dabei, dass das 
in unserem, oben definirten, dreistufigen Systeme liegende einstufige 
System von Dreiecken y nicht identisch ist mit dem im Beispiel I. 
betrachteten Systeme, weil bei letzterem immer die drei unendlich 
nahen Ecken Punkte eines und desselben Curvenzweigs sein sollten. 
Demgemiiss wurde die Bedingung 9 in einem Doppelpunkt oder Riick- 
kehrpunkt beim Beispiel 1. nicht erfiillt, bei unserem Systeme aber 


oder 
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erfillt, und zwar, gemiss den Pliicker’schen Formeln, in einem 
Doppelpunkt 6 mal, in einem Riickkehrpunkt 8 mal. 

III. Fiir das dreistufige System aller in Bezug auf einen festen 
Kegelschnitt sich selbst conjugirten Dreiecke erhilt man: 


@b=—1, ap=—1, aa—0, d,sa=—2, 3,.a°?=—2, abec=—2, ys=—2, 


und dieselben Werthe fiir die analogen und die dual entsprechenden 
Bedingungen. Fiir die iibrigen, oben erwihnten, dreifachen Be- 
dingungen ergiebt sich Null, was mit den abgeleiteten Formeln in Ein- 
klang steht. 

IV. Fiir das vierstufige System aller einem Kegelschnittbiischel 
einbeschriebenen Dreiecke ergiebt sich: 


aa =2, Py—1, @be=—4, ega=—0, t28a=—0, &s?'g—1, 
3, a=2, t.ga—1, dsa®°—2, trsapB=—0, ys? —1, 
aber 
vg = 2. 
Diese Werthe stehen mit den Formeln (42) bis (47) im Einklang. 
Um auf die Ausartungen y und € zu kommen, leiten wir aus Formel 


(41) noch 2 neue Formeln ab, indem wir dieselbe mit s und mit g 
multipliciren. Dadurch kommt zunichst: 


3- ys? + ys =3- (vs? + vg’) + Es, 


oder: 

(54) ys=3-¢9° + &s, 
ebenso: 

(55) cg = 3- vst + ag. 


Nun ist fiir unser vierstufiges Dreieckssystem ys? = 1, wg? = 2, 
und ausserdem: 


ys=3-2, ng=0, s—0, 9 =3. 


Diese 4 Werthe erhilt man, wenn man beachtet, dass in dem 
Kegelschnittbiischel 3 mal ein Kegelschnitt existirt, dessen Punkte 
ein Geradenpaar bilden, dass in jedem Punkte einer der beiden Geraden 
ein Dreieck y liegt, und dass im Schnittpunkt der beiden Geraden 
unendlich viele Dreiecke ¢ liegen, weil jeder durch den Schnittpunkt 
gehende Strahl als das g einer Ausartung € anzuschen ist. Setzt man 
die so erkannten 4 Werthe in die Formeln (54) und (55) ein, so er- 
halt man Identititen. 

V. Bei metrischen Beispielen ist es wegen der speciellen Be- 
ziehung zum unendlich fernen, imaginiren Kugelkreise nothwendig, 
denselben zuvor die projective Fassung zu geben. Fiir das fiinfstufige 
System aller Dreiecke, bei denen die Ecken b und ¢ einen gegebenen 
Abstand haben, erhilt man dann: 
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ab’c? =0, abc? = 2, ab?c = 2, sb?'c? = 0, sca? =2, ca®?b? —2, 
Pep=—0, 7@ba—2, Pyb—ah?p—2, he’s —2, us. w. 
Diese Werthe controliren die Formeln (48) bis (53) und ergeben 
ausserdem : 

apy? = 4, 
d. h., es liisst sich durch jeden Punkt 4 mal ein Strahl ziehen, auf 
welchem zwei gegebene Strahlen eine gegebene Linge abschneiden, 
wie aus den Elementen der Planimetrie bekannt ist. 


§ 3. 
Ableitung der Stammformel fiir die Zahl der zwei gewoéhnlichen 
Dreieckssystemen gemeinsamen Dreiecke. 


Wir stehen jetzt vor der Frage, ob es, wie beim Punkte (Bezout’s 
Satz) und beim Strahle, auch beim Dreieck méglich ist, jede beliebige, 
algebraisch ausdriickbare, geometrische Bedingung durch eine gewisse 
Anzahl i-facher Bedingungen auszudriicken, oder, was dasselbe ist*), 
ob sich die Zahl der Dreiecke, welche einem beliebigen, i-stufigen 
und einem davon unabhingigen, (6 —7)-stufigen Systeme von Dreiecken 
gemeinsam sind, als algebraische Summe von Producten je zweier 
Anzahlen darstellen lisst, von denen immer die eine auf das i-stufige, 
die andere auf das (6 — 7)-stufige System Bezug nimmt. Fiir mehrere 
aus einzelnen Punkten, Strahlen und Ebenen zusammengesetzte Gebilde 
hat der Verfasser diese Darstellung in den Gott. Nachr. von 1877 und 
in seinem Kalkiil geleistet. Fiir das Gebilde, welches aus » in gerader 
Linie befindlichen Punkten besteht, liess sich die gesuchte Darstellung 
unter der Beschrinkung leisten**), dass die Coincidenz von 7 solchen 
Punkten als eine Bedingung auftritt, deren Dimension i — 1 und nicht 
etwa kleiner ist. Aehnlich ist es beim Dreieck. Formeln, welche der 
Bezout’schen Formel vom Producte der Gradzahlen analog sind, 





*) Man vergleiche die Formulirung des Charakteristikenproblems fiir ein 
beliebiges Gebilde [ in meinem Kalkiil, p. 274 bis 284, sowie in den Gétt. Nachr. 
von 1877, p. 401. 

*t) Man vergleiche im Kalkiil, p. 307 bis 319. Die eben angedeutete Be- 
schrinkung ist in meinem Buche an der betreffenden Stelle nicht ausdriicklich 
erwihnt, aber nach der Bedeutung der dott eingetiihrten Symbole selbstver- 
stiindlich, Dies hob ich schon im Bull. de la Soc. math. tome VIII, p. 60 her- 
vor, nachdem Herr Halphen kurz zuvor in derselben Zeitschrift (tome VIII, 
p. 31) ein Beispiel angefiihrt hatte, welches die Ungenauigkeit einer meiner 
Formeln beweisen sollte. Das Beispiel behandelte aber einen Fall, wo die Coin- 
cidenz von drei Punkten einer Geraden nicht eine zweifache, sondern eine ein- 
fache Bedingung ist, war also durch die in meinen Formeln auftretenden Symbole 
von selbst ausgeschlossen. 
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lassen sich auch fiir das Dreieck ableiten, vorausgesetzt, dass die ge- 
gebenen Systeme gewdhnliche sind, d. h. der am Schluss von § 1. aus- 
gesprochenen Beschriinkung unterliegen. Indem wir das Wort ,,Cha- 
rakteristiken“ fiir Untersuchungen im Sinne Halphen’s anfsparen, 
wollen wir solche der Bezout’schen Formel analoge Formeln ,, Pro- 
ductenformeln“ und die darauf beziiglichen Siitze ,,Productensiitze‘‘*) 
nennen. 


Um zu einer Stammformel fiir die Productenformeln des Dreiecks 
zu gelangen, beginnen wir, der Einfachheit wegen, mit der Betrach- 
tung eines i-stufigen Systems von Punkten b und eines (2 — 7)-stufigen 
Systems von Punkten b. Beide Systeme haben b? oder bb’ oder b” 
Punkte gemein, jenachdem i—2, 1 oder 0 ist. Also giebt der 


Ausdruck 
b+b-b' + b” 

fiir die Zahl der vollen Coincidenzen eines zweistufigen Systems von 
Punktepaaren (b, b’) zugleich auch durch seine 3 Glieder die Zahl 
der gemeinsamen Punkte eines i-stufigen und eines (2 — 7)-stufigen 
Punktsystems an, indem in jedem Falle zwei von den 3 Gliedern des 
Ausdrucks wegen der Stufen der Systeme Null werden. Nun fassen 
wir den Punkt b mit einem durch b gehenden Strahle « zu einem Ge- 
bilde zusammen, ebenso den Punkt b’ mit dem durch b’ gehenden 
Strahle «’, und betrachten ein i-stufiges und ein (3 — /)-stufiges 
System solcher Gebilde als gegeben. Es fragt sich, wieviel Gebilde 
den beiden Systemen gemeinsam sind. Wir wihlen den Fall i = 2. 
Dann bilden die Punkte b’ eine Curve, wiihrend ein Punkt } in jedem 
Punkte der Ebene, also auch in jedem Punkte dieser Curve, liegt, 
und zwar, gemiiss unserer Bezeichnung, }? mal. Von jedem Curven- 
punkte geht nun ein-Strahl « und ein Strahl « aus. Ein den beiden 
Systemen gemeinsames Gebilde kann also nur dann entstehen, wenn 
die von einem Curvenpunkte ausgehenden Strahlen «@ und «@’ coin- 
cidiren. Um zu berechnen, wie oft dies vorkommt, haben wir die 
Strahlenpaarformel erster Dimension anzuwenden. Wir miissen dann 
zuerst bestimmen, wieviel Strahlen @ durch einen beliebigen Punkt P 
gehen, und dabei solche Punkte b besitzen, die zugleich Punkte b’ 
sind. Unserer Bezeichnung gemiiss bilden die Punkte P, welche auf 
simmtlichen, durch P gehenden Strahlen a liegen, eine Curve vom 
Grade ab. Diese schneidet also die Curve der Punkte b’ in ab- 0b’ 
Punkten. Soviel Strahlen giebt es demnach auch, welche durch P 





*) Diesen Ausdruck gebrauchte ich schon in den Math. Ann. Bd, X, p. 91, 
wo die Zahlen fiir die gemeinsamen Punkte zweier Punktsysteme und fiir die 
gemeinsamen Strahlen zweier Systeme von Strahlen abgeleitet sind, 
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gehen und einen Punkt besitzen, der zugleich 6 und DB’ ist. Zweitens 
haben wir zu bestimmen, wieviel Strahlen a durch einen beliebigen 
Punkt P’ so gehen, dass auf jedem ein Punkt liegt, der sowohl b 
wie 6’ ist. Es sind dies, nach unserer Bezeichnung, a’ - b? Strahlen, 
weil in jedem auf einem Strahle «’ liegenden Punkte b’ b? mal ein 
Punkt b zu denken ist. Drittens haben wir zu bestimmen, wieviel 
Punkte auf einer beliebigen Geraden liegen, welche zugleich 6 und D’ 
sind und dabei einen Strahl « und einen Strahl « aussenden. Man 
erhilt dafiir die Zahl b’-b*. Demnach ergiebt sich fiir die Zahl 
derjenigen Gebilde, welche einen Punkt enthalten, der zugleich b und 
b’ ist, und dabei einen Strahl @ enthalten, der mit a’ coincidirt: 
e=ab-V+ea’-BP—Dd- Dd. 

In der Zahl ¢ sind jedenfalls die gesuchten, den beiden Systemen 
gemeinsamen Gebilde enthalten. Ausserdem wiirde z auch Gebilde 
aus  mitzihlen, welche Gebilden in 2” bloss unendlich nahe liegen 
mit bestimmter Coincidenzrichtung der Punkte b und b’ oder mit be- 
stimmtem Coincidenzschnitt der Strahlen @ und a’. Solche Fiille sind 
aber unméglich, wenn, wie es hier geschieht, die beiden Systeme als 
von einander wnabhdngig vorausgesetzt werden. Ebenso wenig kénnen 
ja die co? aus den Punkten zweier beliebiger Curven m'* und n't Ord- 
nung gebildeten Punktepaare noch andere Coincidenzen bilden, als die 
m-mn vollen Coincidenzen. Demnach giebt der Ausdruck fiir z genau 
die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde an. Ist ferner 
das System 2 der aus b und « zusammengesetzten Gebilde dreistufig, 
das andere System ” nullstufig, so ist natiirlich b?a@ die Zahl der 
gemeinsamen Gebilde. Ist 2 nullstufig, 2’ dreistufig, so ist fiir diese 
Zahl ba’ zu setzen. Ist endlich ¥ einstufig, X’ zweistufig, so ergiebt 
sich, analog wie oben, 


eb -b+b?-a—b?-b 
fiir die Zahl der gemeinsamen Gebilde. Addirt man nun die in den 


4 Fallen i = 3, 2,1, 0 erhaltenen 4 Anzahlen, so erkennt man leicht, 
dass genau dasselbe herauskommt, als wenn wir den Ausdruck: 


b+ bb'+ b? 
mit 
a+a—b 
oder mit 
«e+e —JD 


multipliciren und dann in jedem Gliede die gestrichelten Symbole von 
den nichtgestrichelten durch ein Multiplicationszeichen trennen. Also 
liefert der Ausdruck 


°  , (+ bb +b?) (a+ a — b) 
nach Ausfiihrung der Multiplication immer die Zahl der gemeinsamen 
Mathematische Annalen, XVII. 12 
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Gebilde eines i-stufigen Systems X und eines (3 — 7)-stufigen Systems 
2", da ja dann nur diejenigen Glieder von null verschieden werden, 
welche ein i-faches, auf 2 beziigliches, und ein (3 — i)-faches, auf 
=” beziigliches Symbol enthalten. Wir kommen also immer zu einem 
richtigen Resultat, wenn wir bei Aufsuchung der Zahl der 2 und 
gemeinsamen Gebilde jedes in XY liegende Gebilde mit jedem in 2’ 
liegenden Gebilde zu einem Paare zusammenfassen, dann dem erhaltenen 
dreistufigen Systeme von Paaren die zweifache Bedingung auferlegen, 
dass ein Punkt } und ein Punkt b’ eine volie Coincidenz bilden sollen 
(Kalkiil, § 13), und endlich mit dieser zweifachen Bedingung die ein- 
fache Bedingung zusammensetzen, dass die @ und a’ Strahlen, welche 
sich in einem solchen sowohl b wie b’ darstellenden Punkte schneiden, 
unendlich nahe liegen sollen. 

Wir gehen nun so weiter zu einem Gebilde, welches aus zwei sich 

in einem Pankte b schneidenden Strahlen @ und y besteht. Dieses 
Gebilde erzeuge ein i-stufiges System 2. Ausserdem sei ein (4 — #)- 
stufiges System 2’ von ebensolchen Gebilden gegeben, bei denen der 
Punkt b’ und die Strahlen «’ und y’ heissen médgen. Beide Systeme 
haben dann gemeinsam 
(56) w = (b? + bb + b?) (a+ 0 —b) (y+ 7 —¥)*) 
Gebilde, wo nach Ausfthrung der Multiplication nur diejenigen Glieder 
von null verschieden werden, welche ein i-faches, auf 2 beziigliches, 
und ein (4 — 7)-faches, auf 2 beziigliches Symbol enthalten, und wo 
immer die dem nichtgestrichelten Symbole zukommende Anzahl 
mit der dem gestrichelten Symbole angehérigen Anzahl multiplicirt 
werden muss. 

Hierauf betrachten wir das Gebilde, welches aus zwei sich in 
einem Punkte 6 schneidenden Strahlen a, y und einem auf a liegenden 
Punkte ¢ besteht. Von diesem Gebilde sei ein i-stufiges System 2 
und ein (5 — i)-stufiges System 2’ gegeben, bei welchem letzteren 
die Buchstaben fiir die Punkte b und ¢ und fir die Strahlen a und y 


gestrichelt sein mégen. Man erhilt dann in ganz derselben Weise, 
wie oben, 


(57) o=— (+ 00 + B*) (@+e —V)(¥+y¥ —B)(C+e—2e) 

fiir die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde, aus- 
genommen, wenn 2 ein (i — 1)-stufiges System, und auch 2” ein 
(5 — ¢ — 1)-stufiges System von derartig ausgearteten Gebilden ent- 
hielte, dass sowohl 6 und c, wie auch @ und y unendlich nahe lige. 





*) Dieser Formel entspricht dual eine Formel, aus welcher ich schon in den 
Gott. Nachr. von 1877 die Productenformeln des Punktepaares abgeleitet habe. 
(Kalkiil, § 42.) 
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Dann wiirde es nimlich vorkommen kénnen, dass sowohl der Coinci- 
denzpunkt eines b und eines c mit dem Coincidenzpunkte eines b’ und 
eines c’, wie auch der Coincidenzstrah] eines @ und eines y mit dem 
Coincidenzstrah] eines «’ und eines y’ zusammenfiele. Kin solcher Fall 
wire dann sicher durch den obigen Ausdruck fiir » mitgezihlt. Man 
kénnte jedoch nicht sicher wissen, ob ein solcher Fall auch ein den 
gegebenen Systemen 2 und > gemeinsames Gebilde vorstellt. Wir 
miissen also, um richtige Productenformeln haben zu kénnen, den ge- 
gebenen Systemen die oben angedeutete Beschriinkung auferlegen. 
Wir kommen endlich zum Dreieck selbst. Gegeben sei ein i-stufiges 
System 2 und ein davon unabhingiges (6 — i)-stufiges System 2’ 
von Dreiecken. In 2 mégen die drei Ecken a, b, c, die drei Seiten 
a, B, y, und in &’ die drei Ecken a’, b’, c’ und die drei Seiten a’, p’, y’ 
heissen. Wiederholen wir die eben angestellten Betrachtungen, indem 
wir nur noch auf dem Strahle y einen Punkt a annehmen, der mit 


dem auf y’ liegenden Punkte a’ zusammenfallen soll, so gelangen wir 
zu der Formel: 


(58) y= (0? + bb + 6?) (a+ ae —b)(y+y¥—b) (+e — @’) 
(a+a—y). 

Es wiire jedoch falsch, anzunehmen, dass diese Zahl y immer die 
Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke lieferte. Zuniichst 
legen wir, nach der Analogie der schon bei Formel (57) nothwendig 
gewordenen Einschriinkung, den beiden Dreieckssystemen die am Schluss 
von § 1. besprochene Beschriinkung auf, dass sie gewdhnliche Systeme 
seien. Aber auch dann ist die Zahl y nicht gleich der Zahl der ge- 
meinsamen Dreiecke. Denn y zihlt, wie oft es vorkommt, dass b mit 
b’', « mit a«’, y mit y’', ¢ mit c, a mit a zusammenfillt, zihlt also 
auch diejenigen Fille mit, wo ausserdem B und B nicht zusammen- 
fallen. Dies kann natiirlich nur bei ausgearteten Dreiecken eintreten, 
und zwar unter der Voraussetzung von gewoéhnlichen Systemen, nur 
in zwei Fallen; nimlich erstens, wenn bei einer 2 angehérigen Aus- 
artung t und bei einer 2’ angehdérigen Ausartung +’ die Seiten « und 
«’, sowie y und y’ zusammenfallen; zweitens, wenn bei einer 2 an- 
gehérigen Ausartung ®, und bei einer 2” angehérigen Ausartung 4,’ 
der Strahl g mit g’, der Punkt s mit s’ und der Punkt db mit 0’ zu- 
sammenfallt. Beide Fille sind durch y mitgezihlt, ergeben aber keine 
den Systemen gemeinsamen Dreiecke, weil die Seite 6 nicht auch mit 
6 zusammenfallt. Also muss man wegen des ersten dieser beiden 
Falle gemiiss der oben abgeleiteten Formel (56) den Ausdruck 


a(t si +s (e+e —s)(p +7 —8) 


und wegen des zweiten Falles auch den Ausdruck : 


12* 
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Oy (8 + ss + 8") (g+9 —s)6+0 —g) 




































die Zahl x der gemeinsamen Dreiecke der beiden Systeme X und =’ zu 
erhalten. Demnach ergiebt sich schliesslich die folgende Stammformel 
fiir alle Productenformeln des Dreiecks: 
(59) X= (+ b0'+b?) («+ a’ —b) (y+y'—b) (e+e — @’)(a+a'—y’) 
— tr(s? + ss + 8?) (a + o& — 8) (y+ 7’ —8) 
— 49) (8 +58 +52) (g +9 —8)O+U —y). 

Bei der Ableitung dieser Formel ist die Seite 6 in gewisser Weise 
bevorzugt. In derselben Weise kénnte man auch a, y, sowie a,b,c 
bevorzugen. Man erhielte dann im Ganzen 6 formell verschiedene Aus- 
driicke fiir x Aus allen diesen 6 Ausdriicken kann man nach Aus- 
fiihrung der angedeuteten Multiplicationen, bei geschickter Benutzung 
der Incidenzformeln und der Formeln des § 2., schliesslich einen und 
denselben Ausdruck erhalten, welcher sowohl den Anforderungen der 
Symmetrie entspricht, wie auch durch Vertauschung der gestrichelten 
Symbole mit den nichtgestrichelten in sich selbst tibergeht. Statt diesen 
Ausdruck hier hinzuschreiben, werden wir im Folgenden aus der rechten 
Seite der Stammformel (59) immer nur diejenigen Glieder heraus- 
schiilen, welche bei dem jedesmal vorliegenden Werthe von 7 nicht 
verschwinden. Wir haben nimlich drei verschiedene Fille zu _be- 
handeln: 

I) & ist finfstufig, = einstufig, 
Il) & ist vierstufig, =” zweisiufig, 
Ill) 2 ist dreistufig, =" auch dreistufig. 


Im ersten Falle sind von den Gliedern, welche die rechte Seite 
der Formel (59) ergiebt, nur diejenigen von Null verschieden, welche 
5 nichtgestrichelte und 1 gestricheltes Symbol zu Factoren haben. 
Den Zahlenwerth eines solchen Gliedes erhilt man dann, wenn man 
die Zahl derjenigen Dreiecke aus 2, welche die durch das nicht- 
gestrichelte Symbol dargestellte finffache Bedingung erfiillen, mit der 
Zahl derjenigen Dreiecke multiplicirt, welche =’ angehéren, und zu- 
gleich die durch das gestrichelte Symbol bezeichnete einfache Be- 
dingung erfiillen. Analog verfihrt man in den beiden anderen Fiillen. 


g 4. 


Die Zahl der gemeinsamen Dreiecke eines einstufigen und eines 
fiinfstufigen gewéhnlichen Systems. 


Wir setzen hier ein einstufiges System =’ und ein fiinfstufiges 
System- 2 von Dreiecken als gegeben voraus. Dann haben wir aus 


von dem in Formel (58) gegebenen Ausdrucke fiir y subtrahiren, um 





= 
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der Stammformel alle diejenigen Glieder herauszuziehen, welche ein 
gestricheltes und fiinf nichtgestrichelte Symbole enthalten. Wir er- 
halten so fiir die Zahl der © und & gemeinsamen Dreiecke: 
(60) a=a-(baye)+0'- (bayac —Byac — BW aac) 
+c¢-(Paya) + a’. (byac — Paya) 
+ y'-(Paac— Baye) —t- tay — O - o,s%gb. 

Hier bedeutet gemiiss § 3. jedes gestrichelte Symbol die Zahl der- 
jenigen Dreiecke in &’, welche die durch das Symbol dargestellte, ein- 
fache Bedingung erfiillen, jedes aus 5 Factoren bestehende, nicht- 
gestrichelte Symbol die Zahl derjenigen Dreiecke in 2, welche die 
durch das Symbol dargestellte, zusammengesetzte, fiinffache Bedingung 
erfiillen. Die Punkte deuten an, dass die resultirenden Zahlen zu 
multipliciren sind. 

.Um den in Formel (60) erhaltenen Ausdruck in eine symmetrische 
und iibersichtliche Form zu bringen, setzen wir in demselben gemiiss 
Formel (3) 

%=—a+e¢ — p —T7, 
und formen ihn dann vermége der Incidenzformeln und der in § 2. 
entwickelten Formeln zweckmiissig um. Dann kommt: 


a=a -BPey+d'- (eyac— aac) +¢-aba 
+a’ -(ab’e— ab?a)+y'- (ab’e? — Be? y) 
—t-teray—(a+t+ec —p —7)- sb? 
=a - (hey — sb?) + D- aac(ay — b*) + € - (ab? a — 9875?) 
+ a’- (abc — ab?a) + Bp - %s?b? + y’- (abe — Bey) 
+c. (&s?b? — ra? y?) 
=a-éPetdb-.gacleg+ Hg) +c -ea*b® 
+o -%,2%ea+ Pf -h%sbtt+ty-&se+te- sg, 
also schliesslich : 
(61) ¢=ad-@Pe+L+U-ePVt+te- eal? 
+o -%2a+t pf -&sb? + y- tse +7 + vsg. 

Diese Productenformel ist zwar symmetrisch, aber sie geht durch 
duale Umwandelung nicht in sich selbst iiber. Wir setzen desshalb 
noch gemiiss Formel (52): 

Osa? = rB2y? + ws?g 
und das Analoge fiir #,s?b? und @,s*c*?. Dann kommt: 
(62) a=ad-sVPP4+)-eePat+e-eatb? 
fl cBty? +B rpta? + y' - ca2p? 
+(e + + B +7) wstg. 





174 H. Scuuserr., 


Da die duale Umwandelung dieser Formel nichts anderes ver- 
indert, als ec +e’ + 6+/y in & +a’ +b0' +, so miissen diese 
beiden Summen gleich sein, was durch Formel (7) bestiitigt wird. Es 
gelingt auch, eine einzige Bedingung zu definiren, deren Anzah! statt 
jeder der beiden Summen gesetzt werden kann. Es ist dies die ein- 
fache Bedingung, dass ein Dreieck einem der x* Kegelschnitte ein- 
beschrieben sein soll, welche durch drei gegebene Punkte gelegt werden 
kénnen. Fiir das durch diese Bedingung definirte, fiinfstufige System 
sind nimlich ¢b*c?, ecta®, ea®b?, rB’y?, ry?a?, ra? B? gleich Null zu 
setzen, dagegen ist ws?g = 1. Demnach erhilt man bei Anwendung 
der Productenformel (62) die Zahl derjenigen Dreiecke, welche &’ an- 
gehérig sind, und die eben definirte Bedingung erfiillen, gleich 

(+e +h +y)-1. 

Bezeichnet man also jene Bedingung, insofern sie auf =’ bezogen 
wird, mit d’, so ergiebt sich schliesslich die Productenformel: 
(63) ¢=ad-PC+)-sP e+e - earth? 

+0 + tftp? + fs rpte® ty -raptt d - psty, 

Abgeleitete Productenformeln entstehen hieraus, wenn man mit 
gestrichelten Symbolen von Lagebedingungen multiplicirt. Dies ist 
erlaubt, weil man sich das als gewodhnlich vorausgesetzte einstufige 
System +” durch eine fiinffache Bedingung definirt denken kann, 


welche die betreffende Lagebedingung als Factor enthilt. Multipliciren 
wir Formel (63) z. B. mit a’, so kommt: 


za =a?-Pe+abl-sPatacd-eatb? 
+aae-tPyY+ap-reetay- re’ P+ta'd - sg. 
oder 
(64) za =a. (eb’e? + ry?a? + ra? B?) + B®. (ry?a? + ea?b?) 
+ 7? - (ca? B? + ec? a?) 
+ djs - eal + Os’ - ea? + 1's’ - (ec?a® + ea*b?) 
+a@a-tPytad - sg. 

Dieser Ausdruck fiir za’ giebt die Ordnung der Curve, die von 
der Ecke a aller derjenigen co! Dreiecke beschrieben wird, welche 
einem gegebenen zweistufigen Systeme 2’ und einem gegebenen fiinf- 
stufigen Systeme 2 gemeinsam sind. 

Multiplicirt man ferner Formel (61) mit a, so ergiebt sich: 
(65) ga*=a*b’-eca+a®d- sab? + aa’ - hs? a? 

+ a? fp’ -%s?b? + a?®y' - 8,.s?c? + 1's’? - ws?g. 

Multipliciren wir Formel (61) mit einer vierfachen Bedingung, 
z. B. mit b?¢?, so kénnen wir, weil wir dann zwei fiinfstufige Systeme 
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zu Grunde legen, verlangen, dass der Ausdruck durch Vertauschung 
der gestrichelten Symbole mit den nichtgestrichelten Symbolen in sich 
selbst iibergeht. In der That erhiilt man: 


&b?%¢? =a b?c?. bre + be? B’ - a s*b? + b? cy’ - Os? ec. 


Benutzt man dann die Formeln des § 2., so kann man zu folgender 
Form gelangen: 

xb? ¢? = abc? . abc? — &'s*b? . &s?b? — Bsc? - B,s*c?. 

Dieses Resultat kann man auch direct durch folgende Ueberlegung 
erhalten. Wenn die Ecken b und c feste Punkte sind, so beschreibt 
in dem fiinfstufigen Systeme 2 die Ecke a eine Curve vom Grade 
ab’c*,~und in dem finfstufigen Systeme &” die Ecke a’ eine Curve 
vom Grade abc, Beide Curven schneiden sich in ab?c?- a’b?c? 
Punkten. Zu diesen Schnittpunkten gehéren erstens die Ecken a der- 
jenigen den beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke, welche ihre Ecken 
b und ¢ in den festen Punkten haben. Ausserdem aber hat man zu 
beachten, dass jedes nach der Definition von #, oder #, ausgeartetes 
Dreieck, welches © angehért, und seinen Punkt b resp. ¢ in dem 
einen, seinen Punkt s in dem andern festen Punkte hat, zusammen 
mit jedem ebenso beschaffenen, aber X’ angehérigen Dreieck ein Paar 
von Dreiecken liefert, welche zwar dieselbe Ecke a haben, aber keines- 
wegs den beiden Systemen gemeinsam sind, weil die Seiten B resp. y 
in beiden Dreiecken verschieden sind. Demnach fallen von den 
ab?c?. a b?é? Schnittpunkten ,s?b? - 9,/sb'? in den einen, und 
&,s2c? - #/s'2c'2 in den andern der beiden festen Punkte. 

Multipliciren wir endlich Formel (61) mit fiinffachen Bedingungen, 
so gelangen wir zu Formeln, welche zu den in § 2. entwickelten ge- 
héren. Z. B. ergiebt die Multiplication mit a’ bc’: 

ga bred? = 1- bt +1- sb? +1- dsc’, 
dies heisst aber: 
able? = eh? + Osh? + 4,s*%c*. 

Die oben neu eingefiihrte Bedingung d, dass ein Dreieck einem 
der oo? Kegelschnitte einbeschrieben sein soll, welche durch drei ge- 
gebene Punkte gelegt werden kénnen, giebt mit den 6 Bedingungen 
a, b, ce, a, B, y eine Gruppe von 7 einfachen Bedingungen, durch 
welche, bei Zugrundelegung eines gewohnlichen einstufigen Systems 
jede der 5 Ausartungsbedingungen ausgedriickt werden kann. Wir 
erhielten schon oben: 

t=d—a—p—y, 
und daraus, mit Benutzung der Formeln des § 2., 


2=b+c+6+y7—d, 
®% =—c+aty+a-—d, 
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® —a+b+a+p—d, 


e=d—a—b—e. 


Hieraus folgt aber, dass die oben entwickelte Productenformel 
(63) auch mit 7’, #,, %, %, & symbolisch multiplicirt werden darf. 
Ist niimlich X’ ein zweistufiges, Y ein fiinfstufiges System, 2” das 
ihnen gemeinsame einstufige System von Dreiecken, so erhalt man die 
Zahl der Dreiecke, welche =” angehéren, und eine der Bedingungen 
a, b, c, a, B, y, d@ erfiillen, indem man zu jedem der gestrichelten 
Symbole der Formel (63) eines der Symbole a’, b’, c’, a’, B, y’, d’ als 
Factor hinzusetzt. Thut man dies z. B. mit b’, c, B', y’, d, addirt die 
ersten 4 der erhaltenen Gleichungen und subtrahirt von der Summe 
die letzte, so ist dies wegen der Formel 


 =V+eo+h+7-a 


ganz dasselbe, als setzte man ohne Weiteres zu jedem gestrichelten 
Symbol @, als Factor. 


§ 5. 
Die Zahl der gemeinsamen Dreiecke eines zweistufigen und eines 
vierstufigen gewohnlichen Systems. 

Wir setzen hier ein zweistufiges System >’ und ein vierstufiges 
System 2 von Dreiecken als gegeben voraus. In diesem Falle haben 
wir also aus der Stammforme! (59) alle diejenigen Glieder herauszu- 
ziehen, welche zwei gestrichelte und vier nichtgestrichelte Bedingungs- 


factoren enthalten. Demgemiiss ergiebt sich fiir die Zahl x der den 
beiden Systemen gemeinsamen Dreiecke zunichst: 


(66) x=—b*-(ayca — byca — baca+ bac) 
+ U'a - (byca — baya— beat Byat Baa) 
+ by’ -(baca — baye—BWea+Bb yet bac) 
+c -(baya—bya — Baa)+ Vai - (bayce—byc—b' ac) 
+ ay -(Bca—Byc—VaatbPayp tea -(b?ya)+a’'y-(b? ac) 
— @?. (bya) — y®- (Bac) +a‘a - (bye — bay) 
+7 ¢-(Baa— vay) + a'e - ay) 
—ts-(tsay — tsa —rts*y) — ta’ -(rs*y) — ry’ - (rs*a@) 
— Bs’ - (sgb — O,s?b) — Bg’ - (8, s?b — 8? 9) 
— Dd’ - (%s*g). 
Es handelt sich nun darum, diese Productenformel vermittelst der 


Incidenzformeln und der Formeln des § 2. so umzugestalten, dass sie 
eine méglichst kurze, und dabei symmetrische und sich selbst duale 
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Form erhilt. Diesen Forderungen geniigt am besten diejenige Form, 
in welcher von zweifachen Bedingungen nur auftreten: 
a?, b?, 3, a’?, B?, y?, a a, vp’, cy, 
Gas, Hs, O08, Og, Big, Hg, &g, Us. 
Man hat also z. B. zu ersetzen: 
b'e’ durch b? + @&, 
b’c’ durch a’? + 1's’ + &,'s' gemiiss Formel (11), 
wy’ durch b’ + ¢&g' + 8g gemiiss Formel (12), 
ta durch a? + aa’ — &g — %'g — 32g gemiiss Formel (14). 
#0 durch y? + a? — bp + &/s' + 8s’ +17’'s' gemiiss Formel (15). 
Bringt man dann auch noch die nichtgestrichelten Coefficienten 
der zweifachen Symbole vermittelst der Formeln (42) bis (47) auf die 
kiirzeste Form, so gelangt man schliesslich zu der folgenden Producten- 


formel fiir die Zahl x der Dreiecke, welche einem zweistufigen und einem 
vierstufigen , gewdhnlichen Systeme gemeinsam sind. 


(67) g=a?-BPe+tb?.ea+c?-ab? 
a’? . Bry? + B2. pa? + 2. ap? 
+aae-%seog+tbpP-h%sog+t cy - 4s*g 
+ t/s -ega+t js -egb+ 4s + egrc 
+@7g-t8a+ 8/9 -1te B+ Og -ts*y 
+ eg -(r8a+rs' p+ rsy + ps?) 
+s -(sg?a + eg?b + eg?c + v9"). 
Aus dieser Formel erhilt man durch Multiplication abgeleitete 
Productenformeln fiir die Fille, wo die Stufensumme der gegebenen, 


gewohnlichen Systeme grésser als 6 ist. Wir multipliciren die Formel 
(67) z. B. mit a. Dann kommt: 


sa=a?-BPea+ p?.yeat y?- a? Pa 
+aa-%sgat ts -egab+ &/s'. egca 
+1s'-(egab+ egac+ vgs). 
Nun ist aber za ganz dasselbe, wie das xa’ der Formel (64). 
Also muss die rechte Seite der vorstehenden Formel sich so umge- 
stalten lassen, dass die rechte Seite der Formel (64) zum Vorschein 


kommt. Zu diesem Zwecke benutzen wir die Formeln- (48) bis (53) . 
und die Formel: 


ts =ad —ad —ap —a'y, 
welche aus der oben bei Formel (62) abgeleiteten Formel fiir die neu 
eingefiihrte Bedingung d’ folgt. Wir erhalten so: 
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ra=a?’.-(eb?c? + ra?y? + ra?p? + 2 - ws?g) 
4 B?- (2a?b? + rye? + ystg) + y?- (care? + rf Pa? + ws%g) 
+ aa’ - (cB y? + ws?g) + Os - cab? + 8s’ - ee a? 
+ 1's’ -(ea?b? + ecea’) + (ad — ao —2- a? — Bp? — y”) - bs?9, 
oder: 


ta=a?*-(eb?c? + ry? a? + ta? p*) + B. (rp?a? + ead?) 
+ y?. (ra?p? + ea’) + 8s - ea? + 8s - ea? 
+s - (ea? + cab?) + ae. tPy’+a'd - sg. 

Die Uebereinstimmung dieser Formel mit der Formel (62) giebt 
eine interessante Controle der Rechnung. 

Die Formel (67) enthilt 17 zweifache Bedingungen, und ebenso- 
viel vierfache Bedingungen. Man erkennt aber leicht, dass nur 15 
vou einander unabhiingige zweifache Bedingungen aufstellbar sind, 
welche a’, b’, c, a’, B, 7’ allein enthalten, nimlich: 

' a’?, b®, é?, a, p*, y?, a «, vB’, cy, 
Ve, da, al, By, ya’, ao B. 


Fiihrt man diese 15 Bedingungen in die Formel (67) ein, so 
bleiben ausserdem noch die beiden Ausartungsbedingungen t's’ und 
é'g darin. Um auch diese herauszuschaffen, definiren wir fiir das 
Dreieck zwei neue zweifache Bedingungen, ndmlich e’, welche aussprechen 
soll, dass das Dreieck einem der co' Kegelschnitte einbeschricben sein 
soll, die bezichungsweise durch 4 gegebene Punkte gehen, und die zu 
é duale Bedingung f’. Um e' auszudriicken, wenden wir die Formel 
(67) an, indem wir X das gewdhnliche, vierstufige System aller die 
Bedingung ¢ erfiillenden Dreiecke sein lassen. Fiir dieses ergiebt 
sich leicht: 

Re—eavt—awP—0, y= ya? =o’ f? = 1, 

8,99 = 389 =—3/Sg=—1, ega=egh=ege=—dO0, 

tat" p=—ts*y=—0, yr —1, vg? =—2, 
letzteres, weil es 2 Kegelschnitte giebt, welche durch 4 gegebene 
Punkte gehen und 1 gegebene Gerade beriihren. Durch Einsetzung 
dieser Werthe erhilt man die eben definirte, zweifache Bedingung ¢’ 
ausgedriickt, wie folgt: 

(68) Cat P+ yt? fae UP Hey FeG +2-e8, 

und dual entsprechend: 

(69) fea®4+ Ut e+a@de + bP + ey 4+2-¢94+ 78. 
Hiernach lisst sich jede der beiden Bedingungen t's’ und ¢'g 


durch: 
, *4 ud 4 * id ’ , , o , , , ~ 
a’, b?, c*, a, B°, y*, aa, vB, cy, e,f 











a att fier Eee 








Anzahlgeometrische Behandlung des Dreiecks. 179 


ausdriicken. Fiihren wir demgemiiss e’ und f’ statt «g’ und t's’ in 
die Formel (67) ein, nachdem wir durch die Formeln (11) und (12) 
Bas, Os, Os’, Dag’, Og’, &g° herausgeschafft haben, so gelangen 
wir zu einer Productenformel, welche von zweifachen Ausartungsbe- 
dingungen ganz frei ist, namlich zu: 
(70) =a. (be? — rs?a) + b” - (ce? a? —1s*B) + 2 (a? lb? — ts*y) 
+o? - (By? egta) +B. (ya? — eg°d) +7? - (ap — eg?) 
+ ae -teeg+ UB -&s'g + cy’ - os?9 
+Uc-ePated-ePbtadb’-egre 
+ By + tsa 4 ya’ - rsp + a'B. esty 
+ 5 (2f —¢—2a?@— 262 2c? 4 a? Bt y?— aa — VB 
a2 cy’) . ws 
+ 4 (2e —f — 2a? 262 2p"? a24 024 c?— a —VB 
— cy’) + og. 
Durch die hier auftretenden 17 zweifachen Bedingungen liisst sich 
auch vermége der Formeln des § 2. jede zweifache Ausartungsbedingung 
ausdriicken. Es ergiebt sich z. B. aus Forme] (23) zunichst: 
(71 a) y= py —a?+y¢—b?+aep —c? 
+Uceé—e’?+ta¢ — fp? +ab—y»’ 
—dae —Vp —cy —Ts — &g, 
und daraus, mit Benutzung von (68) und (69): 
(ib) p=Pytyedt@¢pt+Veé+cd+alV 


2 


-_ 2 an me 2 2 » , 
_ am Diss ine! Rise. = 2 

3 3 e 3 © 3 © 3 8 3 7 

1 ee .. 1 ‘gf 1 Oe Sa BD) um 
—eee =~ 2 BE — 6 >> 26 28: 


Diese Formel bezieht sich auf den Fall, wo eine Correspondenz 
zwischen drei Punkten einer Ebene so stattfindet, dass immer ein 
Punkt die Lage der beiden iibrigen bestimmt, und ergiebt dann die 
Zahl derjenigen Stellen der Ebene, wo drei durch die Correspondenz 
zusammengehdrige Punkte unendlich nahe liegen. Aus der Formel (71) 
ersieht man, dass es erlaubt ist, die Productenformeln mit der Aus- 
artungsbedingung w’ zu multipliciren, vorausgesetzt, dass keins der zu 
multiplicirenden Symbole selbst eine Ausartungsbedingung ist. Wir 
thun dies zuerst mit der Formel (63). Dann kommt: 


(12) ye=Yys -(eb’e? + ecka® + ead?) 
+ Wg + (cB y? + ty? a? + t a? B*) 
+ yd - (ws*g). 
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Dann multipliciren wir auch Formel (70) mit #, wodurch wir 
erhalten: 


pays”. (be? — ts? + egat ca® — rs°?B + eg?b + arb? 
—ts*y + eg*c) 
+ ¥ 9? > (By? — egta + rs'a + Prat — eg?b + r8°B + af 
— eg’ + 18°) 
+ WS + (Fas?g + Bs*g + 8g) 
‘+5 °Q-¥f — Ve —6- ys? 43. Wg? —3-¥s'9)- ost 
+5: 
oder: 
(73) pa=ys?- (Pe e—teat ega+t os?¢g + ea? —1s?B 
+e7b+hso+eCb?—rtrsy+egct 8.s?g—3-ps?) 
+9? - (Py — ega+ rsa + 8° + ya? — eg*b 
+138 +93? 9+ a? B?—egrc+ rs? y+ 4s? g —3- wg?) 


+507 ws — + ve ys? 


(2-we —Wf —6.y¥9?+3-vW's?—3.-y's¥/)- v9, 


2 ee 9 ‘or 
+e Ve ve —S UT -¥9. 


Aus den beiden abgeleiteten Productenformeln (72) und (73) werden 
wir in § 7. weitere Schliisse ziehen. 


§ 6. 
Die Zahl der gemeinsamen Dreiecke zt.eier dreistufiger gewéhnlicher 
Systeme. 


Wir haben hier aus der Stammformel (59) alle diejenigen Glieder 
herauszuziehen, welche drei gestrichelte und drei nichtgestrichelte Be- 
dingungsfactoren enthalten. Die so resultirende Productenformel haben 
wir dann vermittelst der Incidenzformeln und der Formeln des § 2. in 
eine Gestalt zu bringen, welche folgenden Anspriichen geniigt. Die 
umgestaltete Productenformel muss in sich selbst iibergehen, erstens, 
wenn man zwei der Buchstaben a, b, c und zugleich die entsprechen- 
den griechischen Buchstaben mit einander vertauscht, zweitens, wenn 
man die lateinischen Buchstaben a, b, c mit den entsprechenden 
griechischen Buchstaben sowie t mit ¢ und s mit g vertauscht, drittens 
aber auch, wenn man die gestrichelten mit den nichtgestrichelten Sym- 
bolen vertauscht. Von allen Formen, welche diesen Anspriichen ge- 
niigen, scheint dem Verfasser am kiirzesten die folgende zu sein. Die 
Zahl 2 der Dreiecke, welche einem dreistufigen Systeme Y und einem 
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andern dreistufigen Systeme 2’ gemeinsam sind, ergiebt sich durch 
die Productenformel : 


(74) w=—a?*p-Vata’y’- Cat ba’. ap 
+b?y- CB + cra’. ary + cB. Vy 
+ dis'?- ca? + 9,5'?- eb? + O.5'?- ec? 
4 Og? va? + Og? cB? 4 Dig? cy? 
+ ea?- As + &b? - hs? + &c?- 8s? 
+ra?- hg +p ?- hg + cy? dg? 
+ Bag? - eg? + Fag? - 9g? + Hg’? - Hg? 
+ Pg? - Fag? + Hg? + Pag? + Hg? Hg? 
+ B25? - Bs? + Os"? - Bs? + Hs’? - Hs" 
+ Os"? - ys? + Bs? - Bas? + Os"? - Hs? 
+aUce-eg+apy-ts+ég*?-abe+r's?- apy 


—ég*?- eg —vs?. ts? —2+&g¢*%- 1s? —2.-1's'?. ég?. 


Man iiberzeugt sich leicht, dass, wie hier, so auch bei jeder Dar- 
stellung der gesuchten Zahl x die Kenntniss von mindestens 22 An- 
zahlen fiir jedes System gefordert wird. 


Beispiele. 

I) Will man eine dreifache, auf a, b, c, a, B, y beziigliche Lage- 
bedingung durch die eingefiihrten 22 Bedingungen ausdriicken, so 
gelangt man durch Anwendung der Formel (74) oft schneller zum Ziel, 
als durch Anwendung der Formeln des § 2. Handelt es sich z. B. 
darum, die Bedingung a?« auszudriicken, so denkt man sich jedes der 
22 gestrichelten Symbole mit a’*«’ multiplicirt. Dann erhialt man 
sechsfache gestrichelte Symbole, deren Zahlenwerthe leicht erkennbar 
sind. Es ist niimlich #,s'*a’?a’ = 1, a’ B’y'a’? a’ = 1, und die tibrigen 
20 Symbole ergeben Null. Setzt man diese Werthe ein, so kommt: 
(75) aa = ea? + &s* + 8s? + 13?, 
eine Formel, die man auch erhilt, wenn man Formel (8) mit a? mul- 
tiplicirt. Die dual entsprechende Betrachtung giebt: 

(76) an? = ta? + hg? + dg? + eg’. 

II) Um die dreifache Bedingung v auszudriicken, dass ein Dreieck 
einer Curve nter Ordnung einbeschrieben sein soll, betrachten wir 
das dreistufige System 2” aller diese Bedingung erfiillenden Dreiecke, 
und erkennen fiir dieses System: 


ag? = 3,9? = Hg *—n(n—1), ade =—n', 
a'B'y’ = n(n—1) 2n—8), 
wie schon in § 2. bei Beispiel IL) abgeleitet ist, 
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ég* =n(n—)) (n—2); 
die tibrigen 16 Symbole haben den Werth Null. Also kommt: 


v=n(n—1)(ta?+rp?+ ty?) +2-n(n— 1)-(8ag*?+ Hg? + 929") 
+n'-eg?-+- n(n —1)(2n—3)-ts*-+n(n—1)(n —2).abe 
—n(n—1)(n —2)-eg?—-2-n(n — 1)(n— 2)-ts?. 

Vereinfacht man den erhaltenen Ausdruck und fiihrt man dann ge- 
miiss Formel (76) die Symbole aa?, b6?, cy? ein, so kommt: 
(77) v = n(n—1) - (aa’?+dp?+cy?+ ts") 

+ n(n—1)(n—2)-abe+ n- eg’. 
Hiernach kann man bei jedem gewdhnlichen dreistufigen Dreiecks- 
systeme leicht berechnen, wie gross die Zahl der einer Curve einbe- 
schriebenen Dreiecke des Systems ist, wenn man fiir dieses System 
die Zahlen aa’, bf, cy’, abe, ts*, eg? angeben kann. 

Die dual entsprechende Betrachtung ergiebt fiir die dreifache Be- 
dingung «, dass ein Dreieck einer Curve rten Ranges umbeschrieben 
sein soll: 

(78) u = r(r—1)(aa+ Bory + eg?) 
+ r(r—1)(r—2) -aBy+r-rs?. 
Will man nach Formel (77) die Zahl x derjenigen Dreiecke berechnen, 
welche einer Curve nter Ordnung und zugleich einer Curve mter Ord- 
nung einbeschrieben sind, so hat man fiir das System aller der letzt- 
genannten Curve einbeschriebenen Dreiecke die in Formel (77) er- 
schienenen Symbole zu berechnen. Dann ergiebt sich 
aa’? = bp? = cy? = m(m—1)-m, ts*=—0, 
abe =m’, eg? = m(m—1)(m—2). 
Setzt man diese Werthe in Formel (77) ein, so erbilt man fiir die 
gesuchte Zahl 
x= n(n—1)-3-m?(m—1) 
+ n(n—1) (n—2) - m> + n - m(m—1) (m—2), 
oder vereinfacht: 
x= mn(mn—1) (mn—2), 


was man von vornherein wissen konnte, weil eine Curve nter Ord- 
nung eine Curve mter Ordnung in m-m Punkten schneidet. Will 
man die Unterscheidung der Ecken a, 6, ¢ fallen lassen, so hat man 
das Resultat durch die Zahl 6-der Permutationen von 3 Elementen 
zu dividiren. 

Will man zweitens nach Formel (78) die Zahl y derjenigen Drei- 
ecke berechnen, welche einer Curve rten Ranges umbeschrieben und 
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zugleich einer Curve mter Ordnung einbeschrieben sind, so hat man 
in dieser Formel zu setzen: 


ea=—PB=—cey=—0, eg? = n(n—1) (n—2), 
aBy = n(n—1)(2n—3), ts? = 0. 
Dann kommt fiir die gesuchte Zahl y: 
y=r(r— 1)-m(m—1)(m —2)+r(r —1)(r—2)-n(n—1)-(2u—3) 
oder : 
(79) y = r(r—1).n(n—1)-(2-nr—3-n—3-r+4). 

Dieser Ausdruck verschwindet ausser in den Fiillen m =1 und 
y=1 nur noch in dem Falle, wo n =2 und r= 2 ist. Die Zahl 
der einer Curve einbeschriebenen und zugleich einer andern Curve umbe- 
schriebenen Dreiecke ist also nur dann gleich Null, wenn beide Curven 
Kegelschnitte sind. 

III) Fiir die Bedingung j, dass ein Dreieck in Bezug auf einen 


festen Kegelschnitt sich selbst conjugirt sei, ergiebt sich aus der 
Productenformel (74): 


(80) ge BRateat+a@ptep+tayt+ By +2-eg?+2- rs’, 
weil a*6 und die analogen Symbole gleich 1, ab'c’ = 2, a’ py =2 
und die tibrigen Symbole gleich Null zu setzen sind. Aus Formel (80) 
erhilt man also fiir die Zahl der in Bezug auf 2 feste Kegelschnitte 


sich selbst conjugirten Dreiecke den Werth 6, also den Werth 1, wenn 
die Ecken nicht unterschieden werden. 


§ 7. 
Productenformeln fiir das unendlich kleine Dreieck. 


Das unendlich kleine Dreieck y (§ 1.) ist dadurch charakterisirt, 
dass seine drei Ecken, wie drei aufeinanderfolgende Punkte einer 
Curve, unendlich nahe liegen. Es hat die Constantenzahl 4, besitzt 
einen besonderen Punkt, den wir auch hier s nennen wollen, und 
einen besonderen Strahl, der auch hier g heissen soll. Die oben mit 
y und € bezeichneten dreistufigen Ausartungen des allgemeinen Dreiecks 
sind als einstufige Ausartungen des unendlich kleinen Dreiecks y zu 
betrachten, und sollen auch in dieser Hinsicht 4 und € genannt wer- 
den. Zwischen den 4 einfachen Bedingungen des Dreiecks » 


8, 9,7, € 
besteht eine Gleichung, welche schon oben (Nr. 41.) abgeleitet ist, und 
hier, wie folgt, zu schreiben ist: 
3-sty=—3-9+ 6. 


Die Productenformeln des Dreiecks y ergeben sich aus den Formeln 
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(72) und (73), wenn man noch die nichtgestrichelten Coefficienten der 
gestrichelten Symbole so umformt, dass auch sie siimmtlich ~ oder » 
oder € als Factor erhalten. Dies gelingt auf folgende Weise, Es ist: 
eb? + eb?ce? + echa® = eg? (ab+te+ca) 
= eg’ (a+b—g) (at+ce—g)=— 19°, 


ta? B? + t By? -f- ty’ a oo fs? 

Demnach folgt aus (72): 
(81) a=s-ng +g? +d -s?g 
als die Zahl x derjenigen unendlich kleinen Dreiecke, welche einem ge- 
gebenen einstufigen Systeme 2X” und einem davon unabhiingigen, drei- 
stufigen Systeme X gemeinsam sind. Hier bedeutet d’ die einfache Be- 
dingung, dass ein 2” angehériges unendlich kleines Dreieck einem der 
oo? Kegelschnitte einbeschrieben ist, welche durch 3 gegebene Punkte 
gehen. 

Um analog bei Formel (73) zu verfahren, wenden wir Formel 
(46) an, und erhalten: 


By? —ega+ tsa + ds*?g + ya? — eg’?hb + ts°B + Hs°g 

+ @p? —ege+rs’y + 9.399 —3- yg? 

=tspy + tsya-+ tsap — ts*a — rs*B — ts*y 

= ts(a-+f—s) (a+y— 8) = €s; 
und dual entsprechend: 

be? — rs*a + eg’?a + 3,38°9 + a® — 1ts?B + eg?b + H%s?g 

+ ab? — ts*y + eg?c + 3 s?g —3- ws? = ng. 
Demnach folgt aus (73) 
(82) y=s?-ng +9?-ts+f. St +e. sf—2 
als die Zahl y derjenigen unendlich kleinen Dreiecke, welche zweien von 
einander unabhiingigen, zweistufigen Systemen X und XZ gemeinsam 
sind. Hier bedeutet e die zweifache Bedingung, dass ein =’ ange- 
hériges Dreieck einem der co' Kegelschnitte einbeschrieben sein soll, 
welche durch 4 gegebene Punkte gehen, und /’ die dual entsprechende 
Bedingung. 

Es liegt nahe, die Productenformeln (81) und (82) so umzuge- 
stalten, dass sie nur die auf s’, g’, 7, & beziiglichen Symbole enthalten. 
Um zuniichst d’ zu entfernen, gehen wir auf die oben fiir das allge- 
meine Dreieck entwickelten Formeln zuriick. In § 4. ergab sich: 

a’ —a—-V—c=—é, 
Ferner folgt aus (71a): 
UtUS + Ef BY t+ yd teh at pt_y’ 
+0 ¢ +cea+ab —a?—b?—c?—a' o' —V p—c'y’. 


ebenso: 
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Multiplicirt man die linken Seiten dieser beiden Formeln mit einander, 
ebenso die rechten Seiten, und setzt dann die erhaltenen Ausdriicke 
einander gleich, so erhilt man: 


vd'—3.¥s+rsd'+égd'—3-1s?—¢ga—egl¥—ege 

=&bé+eicad+eab—¢a*—e'b?—e'ct—ega—eglv—eége 
oder: 
(83) Vd =3-.y's —rsd’—eégd +3-7s2?+3-8g9? 

+ é(a’+0'—g/) (av’+e— 9). 

Nun ist é(a’+b'—g’) (a +¢—g’)=7. Um auch é'g'd’ und 1's'd' 
zu bestimmen, beachten wir, dass ein die Definition von « erfiillendes 
Dreieck nur dann einem Kegelschnitte einbeschrieben sein kann, wenn 
derselbe ausgeartet ist, dass also bei einem ¢'g'd’ erfiillenden Dreiecke 
die drei Ecken a, b, c nothwendig irgendwo auf einer der drei Geraden 
liegen miissen, welche den Punkt der Bedingung g’ mit einem der 
drei Punkte verbinden, die von der Bedingung d@’ als gegeben voraus- 
gesetzt werden; dann besteht niimlich der durch die 3 Punkte von d’ 
gehende Kegelschnitt aus der erwaihnten Geraden und der die beiden 
tibrigen Punkte von @’ verbindenden Geraden. Folglich ist: 


égd’ =3-eg? und ebenso: 1r’s'd’=3.-1's'?, 
Folglich ergiebt sich aus (83) die Formel: 


(84) Vd —B.vi ty. 
Ebenso oder auch durch Formel (41) erhilt man: 
(85) vd =3-vG +8. 


Aus (84) und (85) ergeben sich durch Multiplication mit s’, g’, s%, g'? 
und Benutzung der Incidenzformeln: 
(86) vid's —3-Ws?4aF —3-VS?43-¥G? + Eos, 
(87) wd'g =3-vs?+3-v9?+y¢ =3-V9*+ fg, 
(88) Wd'st* = y's* = 8 - vst + 85 
(89) Yd’ g?=3-ys*f+yg*=f9"?. 
Um zweitens auch ye auszudriicken, schreiben wir die Formel (68), 
wie folgt: ; 
e —a? — B?*—y*?— ad —VP —cy = +2-1's, 
und die Formel (71a) folgendermassen: 
Vrs peg —hy ty e+e f—a?— pty? | 
+Uc+cea+ab —a?—b?—c?—-—adae —Vp—cy. 
Dann multipliciren wir sowohl die linken Seiten, wie auch die 
rechten Seiten mit einander, und erhalten: 
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ve - S 6-y'g°? ae 3-y's'? -} ase ot ege 

— 2-r's'2a’ —2-2's'?2B -— 2-7 s?y — &g?@a’ — &g?b — &g 2c 

= 9JVe+egca +egal —2-¢¢?%a —2-&¢?b' —2-&9?c 

+ 2-2's' By’ +2-1's' ya’ +2-1's' a! B’—4- 1's 20’ —4. 17's’? B’—4.- 1's’ 2’, 
oder: 

(90) Wei=6-V¢2?+3-Ys?—Trsé—&¢e 
+ eg (+b —g) (@+¢—9) 
42-28 (e'+f'—s’) («+7'—8). 

Von den 6 Gliedern auf der rechten Seite dieser Gleichung sind 
das fiinfte und sechste beziiglich yg und 2-€'s’. Es handelt sich 
also nur noch darum, t's‘e’ und é'g’e zu bestimmen. Kin durch die 
4 Punkte der Bedingung e’ gehender Kegelschnitt kann nur dann ein 
einbeschriebenes Dreieck von der Definition rt’ oder « enthalten, wenn 
er zu einem der drei durch die 4 Punkte bestimmten Geradenpaare 
wird. Dann muss aber der Punkt s’ des Dreiecks t in den Schnitt- 
punkt des Geradenpaares fallen, und die Gerade g’ des Dreiecks ¢’ in 
eine der beiden Geraden. Folglich kann keine der beiden dreifachen 


Bedingungen t’s'e und ¢g’e’ jemals erfiillt werden. Deshalb ergiebt 
sich aus (90): 


(91) Ye=6-Y9?+3-Ys?+yg74+2-fs. 
Die dual entsprechende Betrachtung liefert: 
(92) VP =6-Ys?+3-Yg?r?+ES+2-V9. 


Die in den eben abgeleiteten Gleichungen (84), (85), (91), (92) 
gefundenen Ausdriicke fiir yd’, ye’, wf setzen wir nun in die beiden 
Productenformeln (81) und (82) ein, Dadurch erhalten wir die folgen- 
den Resultate: 

I) Die Zahl x,, der unendlich kleinen Dreiecke, welche einem ein- 
stufigen Systeme &” und einem davon unabhdngigen, dreistufigen Systeme 
= gemeinsam sind, ergiebt sich aus: 


(93) %,=s - ng +g - bs? + (3-s+7/) - 8g 
=s ng ty b+ Bg +k) sg. 

Il) Die Zahl x,, der unendlich kleinen Dreiecke, welche zweien von 
einander unabhingigen, zweistufigen Systemen X' und X von unendlich 
kleinen Dreiecken gemeinsam sind, ergiebt sich aus: 

(94) ayp—=S? gg +9? E81 G- P48 SG +3-s'?-8°43.9'7-9%. 

Wegen der durch die Formeln (86) bis (89) ausgedriickten Be- 


ziehungen kann man diese Productenformeln noch in vielen anderen 
Formen schreiben, z. B. Formel (93) in den beiden Formen: 
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(95) ty=s-gntg-en+h- sg, 

(96) y= SPE +I -87E +7’ -5°g. 

Von den abgeleiteten Productenformeln erwihnen wir diejenigen, welche 
auf die Faille Bezug nehmen, wo das eine gegebene System zweistufig, 
das andere dreistufig ist und wo beide Systeme dreistufig sind. Mul- 
tiplicirt man (93) mit s’ oder (94) mit s, so ergiebt sich beide Mal 
nach Benutzung der Formeln (86) bis (89) ein und derselbe Ausdruck 
fiir die Zahl sx,, derjenigen unendlich kleinen Dreiecke, welche einem 
eweistufigen Systeme &” und einem dreistufigen Systeme X gemeinsam 
sind, und welche dabei ihren: Punkt s auf einer gegebenen Geraden 
haben. Diese Zahl erhilt man némlich aus: 


(97) Saag = S? + gg? + (8'?-+-9'?) - fs? + (3-8?+3-97+8'8') : ?g. 

Die dual entsprechende Zahi gx., ergiebt sich aus: 

(98) gang = g'? - §s? + (8?+-9'?) + ng? + (3-8?+3-9?% +19) - 8°79. 
Multiplicirt man ferner (93) mit s’? oder (94) mit s’s, so erhiilt 

man beide Mal einen und denselben Ausdruck fiir die Zahl s?x,, der- 

jenigen unendlich kleinen Dreiecke, welche zwei dreistufigen Systemen 


und & gemeinsam sind, und welche dabei ihren Punkt s in einem ge- 
gebenen Punkte haben. Fiir diese Zahl ergiebt sich niimlich: 


(99) $?ay, = S?g'- Es? + F's'?- 52g +3. s'2g’- stg, 
Fiir die dual entsprechende Zahl g?,, erhilt man: 


(100) Pr, = S?*g ne +yg*?-Sg+3-s%Q' - sg. 


Es gelingt auch, in dem Falle, wo das eine System zweistufig, das 
andere dreistufig ist, die Zahl yx,, auszudriicken, welche angeben soll, 
wie oft es bei den co' gemeinsamen, unendlich kleinen Dreiecken vor- 
kommt, dass die drei unendlich nahen gemeinsamen Punkte in gerader 
Linie liegen. Zu diesem Zwecke gehen wir auf die Formel (81) zuriick, 
weil bei dieser keins der gestrichelten Symbole ein Ausartungssymbol 
ist, und multipliciren dieselbe mit 7’. Dann kommt: 


Nha, = 480g + Hg $s + Wd -s*g. 
Dann ersetzen wir gemiss Formel (86) 9's’ durch 3g’? + €'s’ und 'd’ 
durch 3-7/9. Dass y/d' =3.- 7/9’ ist, ergiebt sich direct geometrisch 
aus dem Umstande, dass die Erfiillung der Bedingung yd’ nur durch 


einen in ein Geradenpaar zerfallenen Kegelschnitt erméglicht wird. 
Daher kommt: 


(101) 9 ay3 = Fs'-ng? + 7 9'-£8? + 3-9?-ng? + 3-1 9'-8*9, 

und dual entsprechend: 

(102) Ea, = 9’ Es? + &s'-yg* + 3-8 ?- Es? + 3-E's'-s?g. 
13* 
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Multiplicirt man dann (101) mit g’, so gelangt man zu der Zahl 19X53, 
welche angiebt, wie oft es bei den oo? gemeinsamen unendlich kleinen 
Dreiecken von zwei dreistufigen Systemen vorkommt, dass die drei 
unendlich nahen, gemeinsamen Punkte in einer geteden Linie liegen, 
welche einen gegebenen Punkt trifft. Man erhilt: 


(103) 9g %3 = n9°- 99? + $8" g'* + ng?-Fs'? + 3-s2g-n' 9"? 
+3-n9°-s'?9', 

und dual entsprechend: 

(104) sa, = €s?-fs'? + yg*-Os'? + §s?-y'g'? +3-8°g Os’? 
+ 3-§s?-s'*g’. 


§ 8. 
Lésung der Anzahlprobleme der dreipunktigen Beriihrung durch die 
Formeln des § 7.*). 


Fasst man auf einer Plancurve immer je 3 consecutive Punkte oder 
Tangenten zu einem unendlich kleinen Dreieck zusammen, so erhilt 
man ein einstufiges System solcher Dreiecke, dessen Punkte s die Curve 
selbst beschreiben, dessen Strahlen g dieselbe einhiillen, dessen Aus- 
artungen von der Definition 4 in den Wendetangenten liegen, und 
dessen Ausartungen € durch die Spitzen der Curve erzeugt werden. 
Demnach ist fir ein solches einstufiges System zu setzen: 


S=n, g=n, gn=x, (=x 


wo n die Ordnung der Curve bezeichnet, m’ ihren Rang, x’ die Zahl_ 
ihrer Wendetangenten, x die Zahl ihrer Spitzen. Die zwischen s, g, n, € 
bestehende Gleichung liefert fiir das durch die Curve erzeugte, specielle 
System eine Pliicker’sche Formel, wie schon in dem ersten Beispiele 
zu § 2. erkannt ist. 

Hat man nun ein einstufiges Curvensystem, so erhilt man ein 
zweistufiges System von unendlich kleinen Dreiecken, wenn man in 
derselben Weise auf jeder der oo! Curven je drei consecutive Punkte 
zu einem unendlich kleinen Dreieck zusammenfasst. Fiir ein so de- 
finirtes zweistufiges System von Dreiecken ~ bekommen die Symbole 
des § 7. die folgenden Werthe: 

s=u, ~=—u, ng=—k, §s—k, 
wo uw angiebt, wieviel Curven des Curvensystems durch einen gegebenen 
Punkt gehen, wu’, wieviel eine gegebene Gerade beriihren, wo ferner 
k’ den Rang der von den Wendetangenten eingehiillten Curve und k 
die Ordnung der von den Spitzen beschriebenen Curve bezeichnen. 


*) Diese Anwendung habe ich inzwischen schon durch die Gétt. Nachr. 
(Juniheft 1880) publicirt. 
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In derselben Weise erhilt man aus einem zweistufigen Curven- 
systeme ein dreistufiges System von unendlich kleinen Dreiecken, fiir 
welches man zu setzen hat: 


’g=—M, n= Kk’, § = K, 


wo M angiebt, wieviel Curven des zweistufigen Systems eine gegebene 
Gerade in einem gegebenen Punkte beriihren, wo K’ angiebt, wieviel 
Curven eine gegebene Wendetangente haben, und wo K angiebt, wie- 
viel Curven eine gegebene Spitze haben. Man bemerke noch, dass 
andere auf » und € beziigliche Symbole, als die angefiihrten yg, €s, 
ng, €s? auch von Ausartungen erfiillt werden kénnen. Beispielsweise 
wiirde die Bedingung ys? erstens von jeder Curve erfiillt werden, von 
welcher ein Wendepunkt in den durch die Bedingung s? gegebenen 
Punkt fallt, zweitens aber auch von jeder ausgearteten Curve, welche 
eine einfache oder mehrfache Ordnungsgerade durch den gegebenen 
Punkt der Bedingung s? schickt. 

Wenn nun die von zwei Curven in der erdrterten Weise erzeugten 
Systeme von unendlich kleinen Dreiecken ein wnendlich kleines Dreieck 
gemeinsam haben, so heisst dies nichts anderes, als dass die beiden 
Curven sich dreipunktig beriihren. Deshalb erhiilt man aus den Formeln 
(93), (94) und (97) bis (104) unmittelbar die auf dreipunktige Be- 
rihrung beziiglichen Anzahlen, sobald man nur die soeben fiir die 
Symbole s, g, , §, s*, g*, ny, €s, s°g, ng, €s? erkannten Werthe 
nm, n, x, x, uw, w, k, k, M, K’, K einsetzt. Die letztgenannten 
Buchstaben sollen dabei immer den Index i bekommen, wenn sie sich 
auf eine Curve oder ein Curvensystem beziehen, welches schon mit 
=; bezeichnet ist. Aus Formel (93) ergiebt sich also das Resultat: 


93a) Hin gegebenes, zweistufiges Curvensystem 2, enthilt immer 
n,-K,’ + n+ K, + (3-n,+2,)-M, 

Curven, welche eine gegebene Curve 2, dreipunktig beriihren.*) 

Ebenso folgt aus (94) unmittelbar der Satz: 

(94a) Wenn zwei einstufige Curvensysteme 2, und &, gegeben sind, 
so kommt es 

Uy + Teg’ ey + Tey Ey + hy ey + he FB ye ly FB wy + wy 
Male vor, dass eine Curve des einen Systems eine Curve des andern 
Systems dreipunktig beriihrt.**) 


*) Diese Anzahl bestimmte zuerst Halphen im Bull. de la Soc. math., 
tome 5, p. 14, durch Correspondenzbetrachtungen, dann auch Zeuthen in, d. 
Comptes rendus, tome 89, sp, 901 durch das Princip von der Erhaltung der Auzahl. 

*t) Diese Anzahl bestimmte Zeuthen durch dieselbe Methode, wie die vor- 
hergehende in den Comptes rendus, tome 89, p. 947. 
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Aus (97) und (98) folgt: 

(97a) Sind ein einstufiges Curvensystem 2, und ein zweistufiges X, 
gegeben, so kommt es co! Male vor, dass zwei den beiden Systemen an- 
gehorige Curven sich in denselben drei unendlich nahen Punkten drei- 
punktig beriihren. Die dadurch hervorgerufenen oo' Beriihrungspunkte 
bilden eine Curve von der Ordnung: 


uy: (K,+ K,'+3-M,) + u, -(K,+3-M,) + k,- M,,*) 


und die Tangenten in den Beriihrungspunkten hiillen eine Curve ein 
vom Range: 


#, -(K,+3-M,) + a,'-(K,+ K,'+3-M,) + kM. 

Aus (99) und (100) folgt: 

(99a) und (100a) Sind zwei zweistufige Curvensysteme 2, und 2, 
gegeben, so kommt es co? Male vor, dass zwei den beiden Systemen an- 
gehorige Curven sich in denselben drei unendlich nahen Punkten drei- 
punktig beriihren, und zwar geschieht dies in jedem Punkte der Ebene 
so oft, wie die folgende Anzahl angiebt: 

M,:K,+ K,-M,+3-M,- M,. 
Ferner tritt dabei jeder Strahl der Ebene so oft als Beriihrungstangente 
auf, wie die folgende Zahl angiebt: 

M,:-K/+ K,-M,+3-M,-M,. 

Endlich liefern die Formeln (101) bis (104) die folgenden Siitze. 

(101a) und (102a). Bei den oo! dreipunktigen Beriihrungen zwischen 
einer Curve eines gegebenen einstufigen Curvensystems 2, und einer Curve 
eines gegebenen zweistufigen Curvensystems 2, kommt es eine endliche 
Anzahl mal vor, dass die drei unendlich nahen Schnittpunkte in gerader 
Linie liegen, und zwar so oft, wie die folgende Zahl angiebt: 

ky» Ky’ + ky K, + 3u,'-Ky + 3 +k, -M,. 
Es kommt ferner auch eine endliche Anzahl mal vor, dass die drei an 
einer Beriihrungsstelle unendlich nahen gemeinsamen Tangenten sich in 
demselben Punkte schneiden, und zwar so oft, wie die folgende Zahl 
angiebt: 
kK, + k,- Ky + 3u,-K, + 3-k,-M,. 

(103a) u. (104a). Bei den oo? dreipunktigen Beriihrungen zwischen 
zwei Curven zweier zweistufiger Curvensysteme 2, und &, kommt es 
co! mal vor, dass die drei unendlich nahen Schnittpunkte in einer geraden 
Linie liegen. Die so erzeugten oo' geraden Linien hiillen eine Curve 
ein vom Range: 





*) Diese Anzahl, sowie alle folgenden Avzahlen dieses Paragraphen diirften 
neu sein. Die Formeln (97a) und (99a) theilte ich Herrn Zeuthen brieflich mit, 
er fand dieselben dann auch durch seine Methode, 
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Ky’. Ky + K,-K, + Ky-K,+3.- M,-K,’ +3-K,’-M,. 
Es kommt ferner auch co' mal vor, dass die drei an einer Beriihrungs- 
stelle unendlich nahen gemeinsamen Tangenten sich in demselben Punkte 


schneiden. Die so erzeugten oo! Punkte bilden eine Curve von der 
Ordnung 


K,-K, + K;-K, + K,-K/+3-M,-K, + 3-K,-M,. 


Aus den Formeln des § 7. resultiren unmittelbar auch alle die- 
jenigen Zahlen, welche sich auf die gemeinsamen unendlich kleinen 
Dreiecke von mehr als zwei Systemen beziehen. Der Kiirze wegen 
haben wir diese Zahlen selbst nicht angefiihrt, Statt dessen wollen 
wir aber hier diejenigen Zahlen schreiben, welche sich aus ihnen fiir 
die dreipunktige Beriihrung zwischen Curven ergeben. Wenn zunichst 
ein einstufiges Curvensystem 2, und zwei zweistufige Curvensysteme 
x, und &, als gegeben vorliegen, so kann man durch Formel (94) die 
Zahl aller unendlich kleinen Dreiecke finden, die sowohl in dem durch 
2, erzeugten zweistufigen Systeme, wie auch in demjenigen zweistufigen 
Systeme liegen, welches den durch 2, und 2, erzeugten Systemen ge- 
meinsam ist. Man hat also in Formel (94) statt der gestrichelten 
Symbole s’*, g'*, &s', y/g' die Zahlen w,, u,’, k,, kh,’ einzusetzen, und 
die Werthe der nicht-gestrichelten Symbole aus (99a), (100a), (103 a), 
(104a) zu entnehmen. So gelangt man zu folgendem Satze: 

(105) Sind ein einstufiges Curvensystem 2, und zwei zweistufige 
Curvensysteme 2, und &, gegeben, so kommt es eine endliche Anzahl 
mal vor, dass sich drei den drei Systemen angehérige Curven in den- 
selben drei unendlich nahen Punkten beriihren, und zwar ist diese 
Anzahl gleich: 


u, -(K,K,'+ K, K,+ K, K;+3M, K,+3M,K,+3K,M, 
43K, M,+9M,M,) 
+ w,': (K,’ K,+ K, K,’+ K, K; + 3M, K; +3 M, K,+3 Ky M, 
+3, , +9M, M;) 
+ k, P (iM, K; + K, M,+3M, M;) 
+ hk,’ (M, K,+ K,M,+3M, Ms). 
Zu ganz demselben Ausdrucke gelangt man auch, wenn man die 


Curvensysteme 2, und XY, zusammenfasst, und dann mit 2, durch die 
Formel (93) verbindet. 

Sind drei zweistufige Curvensysteme 2,, 2, 2 gegeben, so be- 
nutzt man zuniichst (99a), (100a), (103a), (104a), und darauf (97), 
(98), (101), (102). Dadurch kommt man zu folgendem Satze: 

(106) Bet drei gegebenen zweistufigen Systemen 2,, X,, L, kommt 
es oo' mal vor, dass sich drei den drei Systemen angehorige Curven in 
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denselben drei unendlich nahen Punkten dreipunktig beriihren. Die oo! 
Beriihrungspunkte bilden eine Curve von der Ordnung: 


M, ‘ (K, K+ K, K, + K, K,)+ MN, . (K; K, + K, K, + K,;' K,) 
+ M, - (K, K,+ K, K,'+K,’ K,) +3 M, M, - (2K, +K;,) 
+3 M, M, (2 K, + K,’) 
+ 3M, M,(2K,4K,)+18M,M,M. 
Die oo' Beriihrungstangenten hiillen eine Curve ein, deren Rang sich 
ergiebt, wenn man in diesem Ausdruck immer K mit K’ vertauscht. 
Ferner kommt es bei den co' Beriihrungen eine endliche Anzahl 
mal vor, dass die drei unendlich nahen Schnittpunkte in gerader Linie liegen, 
und zwar ist diese Anzahl gleich 
K,' kK, K,+K, K, K,+K, K, K,+K, K, K; + K,'K, K; + K,K,K, 
+3, -(K,K,'+ K, K,+ K, K,’)+3M, -(K, K,'+ K, K,+ K,' K,’/) 
43M, (K, Ky+K,'K,+K,/K,)+9M,M,K/+9M,M,K,+9M,U,Ky. 
Ebenso kommt es eine endliche Anzahl mal vor, dass die drei an einer 
Beriihrungsstelle unendlich nahen Tangenten sich in demselben Punkte 


schneiden, und zwar erhdlt man diese Anzahl, wenn man in dem vor- 
stehenden Ausdruck immer K mit K’ vertauscht. 


(107) Sind endlich vier zweistufige Curvensysteme 2,, X,, 2, 2; 
gegeben, so gelangt man auf mehreren Wegen zu dem folgenden Aus- 
druck fiir die Zahl, welche angiebt, wie oft sich vier den vier Systemen 
angehdrige Curven in denselben drei unendlich nahen Punkten dreipunktig 
beriihren: 

M, , (K, K, K,+ K,K; K,+ K, K, K, + K,K, Kj + K, K, Ky 
+K, K;'K,) 
Ae Myi(-- + ++ EM -(o+ + EM oe 0s) 
+3, M,-(K,K,+K; Kj +2K,K/+ 2K,’ K,) +3M, M, 3 Sade 
+3 M, M,-(- : )+3M, M,-(- ‘)+3 MU, M,-(- . ‘)+ 3M, M, -(- +) 

+ 18 M, M, M,-(K, + K,’)+ 18M, M, M,:(K,+ K,) 

418M, M, M,-(K,+K,)+ 18M, M,M,-(K,+K,)+54M, M,M,M,, 
wo, der Kiirze wegen, einige Male Punkte fiir Ausdriicke gesetzt sind, 
welche sich durch Analogie leicht bilden lassen. Der Umstand, dass 
die Ausdriicke in (106) und (107) durch Vertauschung der Indices in 
sich selbst iibergehen, liefert eine Controle der Berechnung. 


§ 9. 
Vermuthete Formeln fir die zweimalzweipunktige Berihrung. 


Nach Ableitung der Anzahlen fiir die dreipunktige Beriihrung aus 
den Formeln des § 7. liegt es nahe, daran zu denken, ob man nicht 
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auch zu den Anzahlen fiir die zweimalzweipunktige Beriihrung auf 
folgendem Wege gelangen kann. Man fasst auf einer Plancurve je 
2 Punkte 6 und ¢ und den Schnittpunkt a ihrer beiden Tangenten 6 
und y zu einem Dreieck zusammev. Dadurch ordnet man jeder Plan- 
curve ein zweistufiges Dreieckssystem, jedem i-stufigen Curvensystem 
ein (2 + 7)-stufiges Dreieckssystem zu, und man erkennt, dass, wenn 
zwei Curven sich zweimalzweipunktig beriihren, ihre so erzeugten 
Dreieckssysteme ein gemeinsames Dreieck besitzen, dessen Ecken b und 
e die Beriihrungspunkte, und dessen Seiten y und £ die Berthrungs- 
tangenten sind. Gegen die Anwendbarkeit der Formeln der §§ 4., 5., 6. 
auf solche Dreieckssysteme spricht aber der Umstand, dass wir bei 
der Ableitung jener Formeln den Systemen die am Schluss von § 1. 
besprochene Beschrinkung auferlegt haben, gewdhnliche Systeme zu 
sein, und dass das durch eine Curve in angegebener Weise erzeugte 
zweistufige Dreieckssystem kein gewoéhnliches ist, weil es nicht eine 
endliche Anzahl, sondern oo! Dreiecke enthiilt, welche die in § 1. fiir 
WU, @,, @_ ausgesprochenen Definitionen erfiillen. Ein Dreieck von der 
Definition ~ wird niimlich durch je zwei unendlich nahe Punkte er- 
zeugt, ferner ein Dreieck ow, auf jeder Wendetangente durch die 
beiden unendlich nahen Beriihrungspunkte b und ¢ und jeden be- 
liebigen Punkt a auf der Wendetangente, endlich ein Dreieck w, in 
jedem Riickkehrpunkte durch die beiden unendlich nahen Tangenten 
B und y und jeden beliebigen Strahl a, der durch den Riickkehrpunkt 
geht. Wenn nun aber auch die Formeln der §§ 2. bis 6. auf solche 
Systeme von uns nicht angewendet werden diirfen, so kann man doch 
speciell fiir solche Systeme alle die Betrachtungen anstellen, welche 
den in § 6. angestellten analog sind. Analog den Formeln zweiter 
Dimension des § 2. erhilt man dann mit vielen Bestiitigungen die 
Pliicker’schen Formeln fiir eine feste Curve, und man erkennt, dass 
die Anwendung der Formeln des § 2. auf die Dreieckssysteme, welche 
in der angegebenen Weise durch je 2 Tangenten einer Plancurve her- 
vorgerufen werden, richtige Resultate liefert, sobald man die Formeln, 


-welche zweistufige Ausartungssymbole enthalten, ausschliesst, und bei 


der Deutung der einstufigen Ausartungssymbole die folgenden, ein- 
leuchtenden Annahmen macht: 

1) Die Ausartungsbedingung @, oder #, wird durch jedes aus drei 
consecutiven Punkten der Curve bestehende Dreieck erfillt, und ausser- 
dem durch jedes Dreieck, welches aus einer Tangente und einer von 
ihrem Beriihrungspunkte ausgehenden, anderswo beriihrenden Tangente 
besteht, wobei der Beriihrungspunkt zum Punkte s, die zweitgenannte 
Tangente zum Strahle g, ihr Beriihrungspunkt zum Punkte 6 resp. ec, 
und die erstgenannte Tangente zum Strahle B resp. y wird. 

2) Die Ausartungsbedingung @, wird in drei Fallen erfiillt, erstens 








194 H. Scauserr. 


durch jedes aus drei consecutiven Punkten bestehende Gebilde, zweitens 
durch jedes Dreieck, bei welchem a ein beliebiger Punkt einer Wende- 
tangente ist und 6 und ¢ auf ihr im Beriihrungspunkte unendlich nahe 
liegen, drittens durch jedes Dreieck, bei welchem «@ ein beliebiger 
Strahl durch einen Riickkehrpunkt ist, 6 und y in der zugehérigen 
Riickkehrtangente unendlich nahe liegen. 

3) Die Ausartungsbedingung « wird zweimal durch jedes Dreieck 
erfiillt, bei welchem a ein beliebiger Punkt einer Doppeltangente oder 
einer Wendetangente ist, b und c die zugehérigen, getrennten resp. 
unendlich nahen Beriihrungspunkte sind. 

4) Die Ausartungsbedingung rt wird zweimal durch jedes Dreieck 
erfiillt, bei welchem @ ein beliebiger Strahl durch einen Doppelpunkt 
oder einen Riickkehrpunkt ist, 6 und y die zugehérigen, getrennten 
resp. unendlich nahen Tangenten sind. 

Hiernach erhilt man fir die in § 2. auftretenden, zweifachen 
Symbole die folgenden Werthe, wenn m die Ordnung der vorliegenden 
Curve bedeutet, n’ ihren Rang, @ die Zahl ihrer Doppelpunkte, x die 
Zahl ihrer Spitzen, 6° die Zahl ihrer Doppeltangenten, x’ die Zahl 
ihrer Wendetangenten. 


@=n(n —1), P=ct—0, a—=—n(n—1), P=—y=—0, 
bB =cy—nn, ab=ac=—n(n —1), be =n’, 
aB=—ay=—n(n—1), By=—n?, eg=0, seh=ec=0, rs=—0, 
tB =ty=(Q, 
aber 
sa=2-(0 +x), ra=2-(6+ x), FRa=n+x, a=—n +x, 
ferner 
O,s=n, tig—n, 

s=—8.s=—n+ n(n —2), Hoa=—8.g=—n + n(n — 2), 

b= 8.c=—n+ n(n —2), &B=— hy —n + n(n’ — 2). 

Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln zweiter Dimen- 


sion des § 2. erhailt man entweder Identitiiten oder Pliicker’ sche 
Formeln, und ausserdem das Resultat: 


(108) aa = 2nn' — (3n+x') = 2nn’ — (3n'+2). 


Zu diesem Werthe fiir aa kann man auch direct durch das Correspon- 
denzprincip auf folgendem Wege gelangen. Man nehme eine feste 
Gerade und einen festen Punkt P, ziehe dann von irgend einem 
Punkt A der festen Geraden die n’ Tangenten, verbinde jeden ihrer 
n’ Beriihrungspunkte mit P, bestimme auf jeder Verbindungsgeraden 
die m — 1 sonstigen Schnittpunkte, ziehe in jedem Schnittpunkte die 
Tangente, und bestimme den Schnittpunkt B der festen Geraden mit 
jeder der so entstandenen n’(n—1) Tangenten. Dann erhilt man, 
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dass dem Punkte A n’(n— 1) Punkte B entsprechen. Ebenso erhalt man 
umgekehrt, dass dem Punkte B n’(n-—1) Punkte A entsprechen. Zu einer 
Coincidenz von A und B geben Veranlassung erstens die »’ von P 
ausgehenden Tangenten, zweitens die x Riickkehrtangenten der Curve, 
drittens jedes Dreieck, welches dem oben betrachteten, zweistufigen 
Systeme angehért, dabei seine Ecke a auf der festen Geraden hat, 
und seine Seite « durch den Punkt P schickt. Also ist: 


2n'(n—1) =n +xu+ aa, 
aa = 2nn’ — (3n'+x). 
Will man auf die Unterscheidung der Ecken } und c¢, sowie der Seiten 
6B und y keine Riicksicht nehmen, so hat man das Resultat durch 2 
zu dividiren. Man kann also den Satz aussprechen: 
Wenn man aus einem Punkte P in der Ebene einer Curve nter 


Ordnung, n'ten Ranges mit x Spitzen einen Strahl zieht, in den n 
Schnittpunkten dieses Strahls mit der Curve Tangenten zieht, und die 


oder 


; n(n—1) Schnittpunkte solcher Tangenten bestimmt, so beschreiben 


diese Schnittpunkte eine Curve von der Ordnung nn’ — $ (3n'+-x), 
wihrend jener Strahl sich um P dreht. 

Uebertriigt man die oben erwaihnten 4 Annahmen iiber die Deutung 
der Symbole ¢, t, #., ®, # auf ein einstufiges Curvensystem, so 
kommt man zu folgenden Werthen fiir die in § 2. auftretenden drei- 
fachen Symbole. Es bezeichne » die Ordnung jeder Curve des Systems, 
n’ ihren Rang, uw die Zahl der durch einen gegebenen Punkt gehenden 
Curven des Systems, u’ die Zahl der eine gegebene Gerade beriihrenden 
Curven, d die Ordnung der von den Doppelpunkten gebildeten Curve, 
k die Ordnung der von den Spitzen gebildeten Curve, d’ und k’ die 


‘dual entsprechenden Zahlen. Dann ist: 


epB=ay =u (n—l1), Py = C?B=—0, Pa=—Cea—w-(n—1), 

8 = 4, he =d,'=—"-(n—1), he=—w', he =—8g =w' (n—1), 

sa? = 2d'4+ 2k, cP —ec?=—0, ra?’ =2d+2k, rP’—ry’?=—0, 

eg? = 0, ts?*=0, abc=u-(2n—1)+2-u'-n, oBy=—p-(2n'—1) 
+2u-n'; 


ferner erwahnen wir noch: 


Pe=b?=—u-n, Py=—py—w-n, 
und 


a0 =uw+k+ X, 
wo X die Zahl aller derjenigen hinlinglich oft gerechneten ausge- 
arteten Curven des Systems bedeutet, welche einen vielfachen Curven- 
zweig besitzen. Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln des 
§ 2. erhiilt man theils Identitéten, theils aber auch Formeln, welche, 
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den Pliicker’schen analog, sich auf einstufige Systeme beziehen, aber 
dann immer Ausartungszahlen mit enthalten*). 
Bei zweistufigen Curvensystemen erhilt man, gemiiss den obigen 
4 Annahmen, die folgenden Werthe fiir die vierfachen Symbole des 
§ 2., wenn » die Ordnung jeder Curve des Systems bezeichnet, wu? die 
Zahl der durch zwei gegebene Pankte gehenden Curven, wy’ die Zahl 
der einen gegebenen Punkt treffenden und eine gegebene Gerade be- 
riihrenden Curven, M die Zahl der eine gegebene Gerade in einem ge- 
gebenen Punkte beriihrenden Curven, D die Zahl derjenigen Curven, 
welche einen gegebenen Punkt als Doppelpunkt haben, K die Zahl 
derjenigen, welche einen gegebenen Punkt als Spitze haben: 
be? = uw’, a’ bh? = ac? = M- (n’—1), 
By =p’, of = «ty? — M- (n—1), 
a.°9 = M, %3°¢ = 8.38°g = uw’ — MW, 
egPa=2D 4+ 2K’, «gb=—ege—O0, 
t’a=2D+ 2K, r*p=rts*y =0, 
ws? und w~g* sind Symbole, welche wir ausschliessen miissen, statt 
ihrer waihlen wir a*bc und a? By, fiir welche sich leicht direct ergiebt: 
@be=u?+ 2uu + uw? —M, py =e + 2a + 6? — MM. 
Ausserdem erwihnen wir }?6? = c?y? = wu’, wodurch die der Formel 
(42) analoge Formel verificirt wird. 


Obwohl in den Entwickelungen der §§ 3. bis 6. die Anwendbar- 
keit der dort aufgestellten Productenformeln auf solche Systeme, wie 
sie eben besprochen sind, nicht bewiesen ist, so wollen wir dennoch 
die eben aufgestellten Werthe der zweifachen, dreifachen und vier- 
fachen Symbole in die Formel (67) des § 5. und in die Formel (74) 
des § 6. einsetzen, und die erhaltenen Resultate priifen. Dabei be- 
zeichnen wir wieder die gegebene Curve oder die gegebenen Curven- 
systeme durch 2, und &,, ferner die auf solche Systeme beziigljchen 
Anzahlen durch die oben eingefiihrten, aber mit dem Index 1 resp. 2 
versehenen Buchstaben. Man erhilt so bei einer gegebenen festen 
Curve 2, und einem gegebenen, zweistufigen Curvensysteme 2, fiir die 
Anzahl der ihnen gemeinsamen, aus je zwei Tangenten mit Beriihrungs- 
punkten gebildeten Dreiecke, nach einiger Umformung: 


[1,’(10,’— 1) - ey? + 2m, m1’ - (um), + m, (my —1) - wy’? +2, - D,' +20,’ D,’ 

—3-(3n,+%,')-M,|+ (2-(3n, + %,’)-M,+ 2n,-K,+ 2n,'- K,]. 

Die zweite eckige Klammer enthilt nun aber das Doppelte der in 

Forme] (93a) berechneten Anzahl derjenigen Curven von 2,, welche 

*) Solche Formeln gab Zeuthen in den Almind, Egensk. ved Systemer af 
plane Kurver (Kopenh. Acad, 1873), 
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die feste Curve 2, dreipunktig beriihren. Dagegen enthilt die erste 
eckige Klammer das Doppelte der von Zeuthen in den Comptes rendus, 
tome 89, p. 900 bewiesenen Anzahl fiir diejenigen Curven in =,, welche 
die feste Curve 2, zweimal zweipunktig beriihren. Der Coefficient 2 bei 
der letztgenannten Anzahl rechtfertigt sich dadurch, dass bei einer 
Doppelberiihrung zwischen 2 Curven jeder der beiden Berithrungspunkte 
als Punkt 6 resp. ¢ eines gemeinsamen Dreiecks aufzufassen ist. Dass 
der obige Ausdruck auch die auf die dreipunktige Beriihrung beziig- 
liche Anzahl enthilt, erklirt sich dadurch, dass auch zwei sich drei- 
punktig beriihrende Curven ein aus zwei Punkten und dem Schnittpunkt 
ihrer Tangenten bestehendes Dreieck gemeinsam haben. Wir kénnen 
daher das folgendé Ergebniss constatiren: 

Wenn man die oben besprochenen Werthe fiir die zweifachen und 
vierfachen Bedingungssymbole in die Formel (67) des § 5. substituirt, 
und von dem erhaltenen Ausdruck das Doppelte der auf die dreipunktige 
Beriihrung beziiglichen Anzahl subtrahirt (93a), so erhdlt man das 
Doppelte der Zeuthen’schen Anzahl derjenigen Curven eines zweistufigen 
Systems, welche eine feste Curve zweimal zweipunktig beriihren. 

Nach diesem Ergebniss darf man vermuthen, dass man in ihn- 
licher Weise durch Einsetzung der Werthe der dreifachen Symbole in 
die Formel (74) des § 6. zu der Zahl gelangt, welche angiebt, wie 
oft es vorkommt, dass zwei Curven, die zwei gegebenen einstufigen 
Systemen 2, und 2, angehiren, sich zweimal zweipunktig beriihren. 
Man erhilt aus Formel (74) nach einiger Umformung: 

[2+ (105' 99 —4) py a 2+ (my — 1) (104 —1) py + fh’ 2 + (0)’—1) (12) — 1) "> 

2+ (10, Wy — 4) fy’ + fhe 2d)» We’ 2d," y+ 2 wy’ +d, + 24, d,') 

[2 fy fig 2 gy eg ley » fe’ Dy’ y+ 6 My - y+ 6 ay’ - My]. 
Subtrahirt man dann das Doppelte der in Formel (94a) berechneten, 
auf die dreipunktige Beriihrung ‘beziiglichen Anzahl, und dividirt durch 
2, so erhilt man in der That die von Zeuthen in den Comptes rendus, 
tome 89, p. 947 berechnete Anzahl. 

Diese Uebereinstimmung legt den Gedanken nahe, in dhnlicher 
Weise zu den Anzahlen zu gelangen, welche sich auf die oo! doppelten 
Beriihrungen zwischen den Curven eines gegebenen einstufigen und 
eines gegebenen zweistufigen Systems beziehen. Hierzu brauchen wir 
aber die Formeln fiir die Anzahlen, welche sich auf die oo! gemein- 
samen Dreiecke eines dreistufigen und eines vierstufigen Dreieckssystems 
beziehen. Diese erhalten wir, wenn wir entweder Formel (67) mit 
a’, b', ¢, «’, B’, y’ oder Formel (74) mit a, b, c, a, B, y multipliciren. 
Der Analogie und des Dualismus wegen brauchen wir nur mit a’ resp. 
mit @ zu multipliciren. Auf beiden Wegen erhilt man nach geschickter 
Benutzung der Formeln des § 2: 
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(109) ca=b'*y'?.c?a?+¢ 2B’. a?b?+ a'?p’-a*y?-+a'2y’. ap? 
+ %,s'?- ae +832. a? c? + 8,9? -By?+ 8.9 ?- By? 
+a'?*y -&%sota?p -8.sg+r's?-Cat+r's'?- ath? 
+ra’?. Pyteg?-py+a'b'c-egrata?p’-tsa+a'*y' -ts%e 
+rs?- O38 9+ea?-8,8° 940,57 -O,8°9+ 85? -O.8%9 
+ 8s? 3,58? 9+9,5'?- 8. s?o+7 B?- Hs gtr y'?- s2g 
+829 ?- ts? 9+ O.g?-s' og +f? hs? gt Og’? Os 
+1r's?-&s?og+'s?-8.s'o+eg'?-d,s'g+eg'?-8,s'9 
+495? -e@b+ Ms ?-ege+ as ?- ts? B+ As 2-cs?y 
+O, 2-19 B+i.g?-ts*y+O.g?-ts*a+e'a'?-rs*B+e a’?-ts2y 
+éeg?-teapeg?-t2p+eg?-tsy+r's'?-egbtr's?-egre 
+éa?-pit+eg?-ys+r's?-yg—ra’?-ega 
+H7?-ea—tg?-ega—éeg?-ega. 

Dieser Ausdruck giebt also in den Symbolen des § 5. und § 6. die 
Ordnung der Curve der Punkte a aller derjenigen oo' Dreiecke an, welche 
einem gegebenen, dreistufigen Systeme ° und einem gegebenen, vier- 
stufigen Systeme X gemeinsam sind. Wenn man dann aus diesem Aus- 
druck die nicht deutbaren Symbole ws? und wg? durch die Formel (47) 
und die ihr dual entsprechende Formel herausschafit, und darauf fiir 
die auftretenden Symbole die oben angegebenen Werthe einsetzt, so 
gelangt man zu einem Ausdruck, aus welchem man nach Abzug der 
analogen Zahl fiir dreipynktige Beriihrung (97a) und Division durch 2 
einen Satz erhilt, den wir zwar nicht als von uns bewiesen, aber als 
sehr wahrscheinlich hinstellen kinnen. 

(110) Wenn ein einstufiges Curvensystem 2, und ein sweistufiges 
Curvensystem 2, gegeben ist, so kommt es co' mal vor, dass sich zwei 
den beiden Systemen angehdrige Curven zweimal zweipunktig beriihren. 
Wenn man dann bei jeder solchen Doppelberiihrung den Schnittpunkt 
der Tangenten in den beiden Beriihrungspunkten bestimmt, so erhdlt man 


co! solcher Tangentenschnittpunkte. Dieselben bilden eine Curve von 
der Ordnung: 


t+ [Dy -(m,' ny —m,’ — m,'—2) + (up’), + (m,’—1) + D,’ - (2n,—1) 
+ 2K,'- (n,—1) — K,) 
+ oy + [M,- (m,'n,—2n,’—n, —n,—1) + wy? - (m,—1) + (ww): (m,-+-n,'—1) 
+ 2D.+2 K,'+ D,-(2n, — 1)+2-K,- (n,’—1)] 
+ d, -[u.? —2D,'—2 K,’] + k, - (uw)? —2D, —2 K, — M,] 
+ d,’:(u.? +2 M,—2D,—2K,] + k,'- [u.?+2 M,—2D, —2K,]. 
Wenn man ferner die obigen Werthe an die Stelle der Symbole 
der Formel fiir xb setzt, welche aus der fiir za entwickelten durch 
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cyklische Vertauschung hervorgeht, und wenn man dann das Doppelte*) 
des Ausdrucks in (97a) subtrahirt, so gelangt man zu der folgenden 
Anzahl: 

(111) Wenn ein einstufiges Curvensystem 2, und ein eweistufiges 
=, gegeben sind, so kommt es co'mal vor, dass sich zwei den beiden 
Systemen angehirige Curven zweimal zweipunktig beriihren. Dabei bilden 
die Beriihrungspunkte eine Curve von der Ordnung: 


Wy * [y? = (4 —1) Fy’ ? = (my —1) + (Hw) g* (My) +H, - (n, 0,’ —2 0, — 7) 
+2D,+2D,' 

+ oy» [He? = (' —1) + (Hw), + UM, - (n,n, —8) +2 Dy] 
+2d,-M,. 


Um auch die entsprechenden Zahlen fiir zwei gegebene, zweistufige 
Curvensysteme zu bestimmen, hat man aus den Formeln des § 5. und 
und § 6. die Zahlen b?, be u. s. w. fiir die oo? Dreiecke abzuleiten, 
welche zwei gegebenen, vierstufigen Dreieckssystemen gemeinsam sind, 
und darauf wieder fiir die erhaltenen, vierstufigen Symbole die oben 
besprochenen Werthe einzusetzen. Auf diesem Wege kommt man zu 
folgendem, als sehr wahrscheinlich hinzustellenden Resultate: 

(112) und (113) Wenn zwei zweistufige Curvensysteme 2, und 2, 
gegeben sind, so kommt es co? mal vor, dass sich zwei den beiden Systemen 
angehorige Curven zweimal zweipunktig beriihren, und zwar ist jeder 
Punkt der Ebene so oft einer der beiden Beriihrungspunkte von zwei 
solchen Curven, wie die folgende Zahl angiebt: 


M, - |.” - (m —1) + (we), - m + 2D,) 
+ [u,? + (m,’—1) + (uw), + m + 2D,)- M, 
—8M,-M,. 
Wenn ferner der eine der beiden Beriihrungspunkte sich auf einer 
Geraden bewegt, so beschreibt der andere eine Curve von der Ordnung: 
Wey?» a? Ey? + My? oy? > My? 
+ 2m? (ue), + 2-(we’)s: Me? + 2(wH'), (Hw), — a1? M, — M,- w,’ 
+ 2M, - D, + 2D, -M, + 2M, M, - (nyn,—4). 


*) Dass das Doppe]te, und nicht der in (97a) gegebene Ausdruck selbst 
zu subtrahiren ist, ersah ich erst aus einem Briefe des Herrn Zeuthen, welcher, 
auf Verabredung gleichzeitig mit mir, die in (111) und (112) angegebenen beiden 
Anzahlen durch das Princip von der Erhaltung der Anzahl bestimmt hat, Die 
Formeln (110) und (113) aber sind bis jetzt nar durch die obige Methode gefunden, 
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§ 10. 
Correspondenzen zwischen 3 Punkten einer Curve. 


In § 18. meines Kalkiils habe ich aus den Coincidenzformeln fiir 
Punktepaare die Cayley-Brill’sche Correspondenzformel fiir Plan- 
curven abgeleitet. Die oben entwickelten Formeln fiir Punkttripel 
erméglichen es, auch eine Correspondenzformel fiir den Fall aufzustellen, 
wo immer zwei beliebig gewahlten Punkten einer Plancurve eine end- 
liche Anzahl dritter Punkte entspricht, und wo man danach fragt, wie 
oft es auf der Plancurve vorkommt, dass drei durch die Correspondenz 
zusammengehérige Punkte zugleich drei consecutive, unendlich nahe 
Punkte der Curve sind. Diese Frage kénnen wir auch aussprechen, 
wie folgt: 

Gegeben ist in fester Ebene eine Plancurve, und ausserdem ein 
fiinfstufiges Dreieckssystem. In letzterem liegt ein dreistufiges System Z 
unendlich kleiner Dreiecke, die Plancurve dagegen erzeugt durch alle 
moglichen Tripel consecutiver Punkte (§ 7. und § 8.) ein einstufiges 
System 2 unendlich kleiner Dreiecke. Wie lisst sich die Zahl der X 
und &' gemeinsamen unendlich kleinen, Dreiecke als Function von An- 
zahlen darstellen, welche sich auf die Correspondenz beziehen, die durch 
das fiinfstufige Dreieckssystem auf der Plancurve hervorgerufen wird? 

Die auf das fiinfstufige Dreieckssystem beziiglichen Punkte, Strahlen, 
Ausartungen und Bedingungen bezeichnen wir mit den § 1. eingefiihrten 
Symbolen. Nimmt man nun auf der festen Curve irgend zwei Punkte 
als Punkte 6 und ¢ an, so liegen die zugehdrigen Punkte a auf einer 
Curve, welche nach unserer Bezeichnung den Grad ab*c? hat, und 
deshalb die feste Curve in n - (ab*c?) Punkten schneidet. Zu diesen 
Punkten gehéren erstens die u, Punkte, welche den angenommenen 
Punkten b und c auf der Plancurve entsprechen, zweitens aber auch 
der Punkt b so oft, wie das Symbol @,s*c? angiebt, und drittens der 
Punkt ¢ #,s*b? mal. Wir bezeichnen diese durch @,s?c? und @,s?b? 
dargestellten Zahlen, welche der von Herrn Brill ,,Werthigkeit ge- 
nannten Zahl analog sind, mit w, resp. w,. Also erhalten wir: 


(114) n-(ab?c?)=uw+m+u, 
und analog: 

-(a2bc?) ax - 
(114a) n (a bc’) Ho + We + Wa; 


n+ (a*b?c) =u, + w+ w,. 

Hier bezeichnet w,, wie oft man von zwei auf der Plancurve be- 
liebig gewahlten Punkten den einen als Punkt a ansehen kann, und 
von dem andern annehmen darf, dass ihm die zugehérigen Punkte b 
und ¢ unendlich nahe liegen jedoch ohne im Allgemeinen eine Verbin- 
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dungslinie zu haben, -die mit der Tangente iibereinstimmt. Ferner be- 
deuten uw, und uw, die uw, analogen Zahlen, w, und w, die w, analogen 
Werthigkeitszahlen. 
Zu den eingefiihrten 6 Zahlen: 
Ua, Mo, Uc» Wa, We, We 

miissen wir noch eine siebente hinzufiigen, um die gesuchte Zahl der 
Coincidenzen ausdriicken zu kénnen, weil die Productenformel zwischen 
einem einstufigen und einem fiinfstufigen Dreieckssysteme 7 Bedingungen 
aus jedem Systeme enthiilt. Wir wihlen die Zahl w, welche angeben 
soll, wie oft es in einem beliebigen Punkte der Plancurve vorkommt, 
dass drei durch die Correspondenz zusammengehérige Punkte jenem 
Curvenpunkte derartig unendlich nahe liegen, dass eine beliebige durch 
die 3 Correspondenzpunkte gelegte Curve die feste Curve in jenem 
Curvenpunkte zweipunktig beriihrt. Nur in einer endlichen Anzahl 
von Curvenpunkten wird es im Allgemeinen vorkommen kénnen, dass 
die eben erwihnte Beriihrung eine dreipunktige wird, und die Anzahl 
x solcher Curvenpunkte wollen wir gerade bestimmen. Man sieht sofort, 
dass die vierte Werthigkeitszahl w nichts anderes ist, als der Werth 
unseres Symbols ys?g. 

Um nun die gesuchte Zahl w durch ua, Ws, Wey Way We, Wey W 
darzustellen, wenden wir die Formel (93) an. Wir erhalten aus der- 
selben, wenn wir die Ordnung der festen Curve mit », ihren Rang 
mit m’, die Zahl ihrer Spitzen mit x bezeichnen: 


r=n- yng? +m - fs? + (3n'+x)- ws’g. 
Nun ist aber nach unseren Formeln in § 2.: 
ng = éeb?c? + eca®? + eal? 
= (ab?c? — ,s*b?— 9,s*c*) + (@be?—4_s*c? — 8,8" a*) 
+ (a@b?c— Os? a* — sb"), 
ff=—trPy+ ye’ t+ ree P= ssa? — vs?g + sb? — ys?y 
+ 3,s*c? — ws’y, 
oder, nach Kinfiihrung der Zahlen w und w: 
m+ 19? = Ma + bo + Ue — 2» (n—1) (Cu w+), 
ft —-wtw+tw.—3-w. 
Folglich ergiebt sich die Correspondenzformel : 
(115) a = fa + ws + we + (Wat, +w,) + (nw —2n+2) + wx. 


Setzt man dann noch n’ — 2n+2-+-x gleich dem doppelten Ge- 
schlechte 2p der Curve, so kommt: 


(116) @ == wa + oy + to + 2p-(Wa+ur+ wv.) — x+(Wat+u,+u,.—w), 
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Man bemerke, dass bei unserer Auffassung die Zahl x nur soleche 
Coincidenzen zihlt, bei denen die durch die drei unendlich nahen 
Punkte der Correspondenz dargestellte Kriimmung mit der durch die 
drei unendlich nahen Punkte der Curve hervorgerufenen Kriimmung 
iibereinstimmt. Man vergleiche die Bemerkung bei der Ableitung der 
Brill’schen Correspondenzformel im ,, Kalkiil“ (p. 88). 

Es liegt nahe, die Formel (115) zur Auffindung der Zahl aller 
derjenigen Curven zu verwenden, welche, einem zweistufigen Curven- 
systeme angehérig, die feste Curve dreipanktig beriihren. Will man 
jedoch diese schon in Formel (93a) allgemein berechnete Anzahl durch 
die Correspondenz zwischen je drei Schnittpunkten auf der festen Curve 
erzielen, so ist man gendthigt, Anzahlen mit einzufiihren, welche sich 
auf ausgeartete Curven des Systems beziehen. Nehmen wir der Kin- 
fachheit halber das zweistufige Curvensystem als aus lauter Kegel- 
schnitten bestehend an, so ist zu setzen: 


Ha = he — Be — pw? - (2n—2), = wY—v—pw’, w= M, 
wo uw? angiebt, wieviel Kegelschnitte durch zwei gegebene Punkte 


gehen, M angiebt, wieviel eine gegebene Gerade in einem Punkte be- 
riihren. Durch Einsetzung dieser Werthe ergiebt sich aus (116): 

c=uw’-3n+M-x. 
Formel (93a) aber ergiebt fiir die Zahl der die feste Curve dreipunktig 
beriithrenden Kegelschnitte : 

M : (3n' + x), 

also eine um 3(u?—M)-~m' kleinere Zahl. Dies kann sich nur daraus 
erkliren, dass das zweistufige Kegelschnitisystem wu? — M in eine 
Doppelgerade ausgeartete Kegelschnitte besitzt, welche diese Doppel- 
gerade durch einen gegebenen Punkt schicken, dass also die feste 
Curve (u?—M)-n' Tangenten besitzt, welche Doppelgeraden des 
Kegelschnittsystems sind, und dass jede dieser Tangenten bei der 
Zahl x dreifach mitgerechnet ist. 


Liegen drei von einander unabhingige Tripelcorrespondenzen auf 
der Curve, d. h. sind ihr 3 zweistufige Dreieckssysteme einbeschrieben, 
so kann man nach der Zahl y derjenigen Punkttripel fragen, welche 
gleichzeitig den drei Correspondenzen angehiren. Um die Zahl y fiir 
den Fall zu finden, dass die Curve keine Doppel- und Riickkehrpunkte 
habe, miissen wir den Zahlenwerth der sechsfachen Bedingung 


DZ, 2, Z, 
berechnen, wo D die dreifache Bedingung bedeutet, dass ein Dreieck 


einer Curve nter Ordnung einbeschrieben sei, und Z,, Z,, Z, beziehungs- 
weise die einfachen Bedingungen bezeichnen, dass das Dreieck einem 
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der drei fiinfstufigen Systeme angehére, durch welche die 3 Correspon- 
denzen auf der Curve hervorgerufen werden. Wir bezeichnen die auf 
jede der 3 Correspondenzen beziiglichen 7 Zahlen, wie oben, durch 
Ua, Us; Ue, Wa, Wo, We, Ww 
und unterscheiden dieselben durch die Indices 1, 2, 3. Ausserdem 
setzen wir, der Kiirze wegen: 
Zab? c? = aa, Za be? = XL, Z,0- be = 2. 


Die Bedingung D ist schon durch Formel (77) ausgedriickt, und zwar 
in der Form: 


D=n- (n—1)- (ac?+b6?+cy?+ 173?) 
+ n(n—1) (n—2)-abe+n- ég?. 
Um auf y zu kommen, haben wir also zuniichst die Zahlen 
ac? Z,Z,2,, 0B°2,2,2,, cy’Z,Z,Z,, t8°Z,2,Z,, abcZ,Z,Z,, 
eg? Z,Z,Z2, 
zu berechnen. Um jede der 3 Bedingungen Z auszudriicken, entnehmen 
wir der Formel (61) die fiir unser Ziel bequemere Formel: 
Z=G:tatb- a+ e+ % — Wa: (b+e—a) — w,- (e+a—8) 
—w,-(at+b—y)+r-w. 
Hiernach ist: 
aceZ,Z,2,=t89aZ,Z,- Ww; + a®a?Z,Z, - 34+ ab’aZ,Z, + x35 
+ acaZ,Z, - x3. — (ab’a+taca) ZZ, - Wa 
— (ac? a—a?* B*) Z,Z, ws, — (ab?a— ay?) Z, Z, + Wse 
= 18a Z,Z,-W, + %a° (a? ab? Z, a2, + aac Z, - X2- 
— (a?ab?+ a? ac*)Z, + W2a} 
+ #35 -[a?BaZ, - %24+ ab?erZ, + t2.— abe? Z,-Wea 
— (ab?c? —b?c?B) - wes] 
+ wc+ [a@eraZ, - ta ab?e?Z, - %2,—ab?erZ, + Wea 
— (ab?e?— bey) + wee | 
— Wsa: [((@BPateea)Z, -%2a+ ab eZ, - x2, + ab?e?Z, + xe. 
—2-ab?e’?Z, + Wea 
— (ab?c?—b*c?B) Z, - wo, — (ab?e’— be? y) Z, + Wee] 
— W3,:[(ab®?e?—b?e? B) Z, -%2.,—(ab?ePi—b? ec? B) Z, Wet @8eraZ, we, 
— Wy, We-—TS* a BZ, - We} 
— w3.:[aPe—bie?y) Z,-%2.. — (ab e—b ec? y) Z,-Weata?b? aZ, Wee 


—W,-W2,—TS ayZ, Ws] 
14* 
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ees 
abeZ, 2,2, = Xa 
— Va 


— Lea 


— X3q 


Symbole der Formel: 


* Xap ° 


+ Xp - 


2 Wea 
*Wia 
*Wia 


Lea 


*W3a — Le 


*W2q — Xp 
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L2¢ ° 


a 2a 


* Wa 
a Wi 
“Ww 


und schreiben gemiiss der Formel (114): 


Uia + wi, + Wie 


Dadureh erhalten wir schliesslich: 


statt 


= 1; + [(t1e—,) (t025— t0,) + (try —0)) (t022—t0,))] 
+ & a+ [H20*(@1e— Wi a) + M20+ (%145— Wi a) + Wea: (M14 + 41e—2+ Wi) | 
+ Hs» -[®2a* (Lic —Wira) + 220° L1a— Wea Lia— We Wy o| 
+ 36 -[%2a*(%14—Wia) + %o4°Lia— Wea Lia— Woe*Wie | 
— W3a*(X2a* (15+ %1e—2 Wi a) + 29° Ha Mee*L1qa—2+ Wea‘ a 

— Wz 5° Wi py — Wee" Wi1¢ | 

— Ws 5+ (Lop W1 p— We a Wi oF We 9 *(H1 4—W1 g@) —Wae* Wy — Wy (Wie —W;) | 

— Wge*[Xae* Wie —Wea* Wie Wee (Lic —W1 a) —W2 » *W, —W(W1 »—W,) ]. 


Vp ae X3p ° 
+ Lip oe Lge° 
*W3n — “ic 
*W3n — Lee 


"Woy — Xe 


Va’ 


Einen analogen Ausdruck ergeben die Bedingungen b p? Z, Z, Z, und 
cy? Z, Z, Z,. Ebenso ergiebt sich: 
Le + Va *° 
Ne +. Ue * 


*Wsa — Lp 


Leo ° 
Lap ° 
sills 
‘ie 
‘i. 
Die Werthe von ts*Z,Z,Z, und e9°Z,Z,Z, findet 
kiirzesten direct durch Correspondenzen im Strahlbiischel 
einer Geraden, namlich: 
18° Z,,ZyZo = (Wsa—W,) -[(t02y— 103) (104e—10,) + (102. —t0,) (toy —10,)] 
+ (Wss— W3)-[(W20— W) (Wia— Wy) (Wa — We) (1 -— W})] 
+ (tae — 1s) +[(t02a — 10,) (Wis —20,) + (025 —10,) (01a — 104); 
eg? Z, ZZ = (Xsa— Way — Wc) + [(X25 — Wea — Wace) * (Lie — Wia— Ws) 
+ (X2e— Waa— Wp) . (%1p— W1a —W1.)| 
+ (a3, — W3e— Wa) + [(%2e— Way — Wea) * (Lia — Wy — Wie) 
+ (%2q— Way — Wee) (X10 — W1,— Wia)| 
+ (X3¢— Wsa— Wsz) + [(%2a— Wee — Way) (19 — Wie — Wa) 


+ (2p — Wee— Wea) (Xia — Wie — Wp) }. 


Wir setzen nun die berechneten Ausdriicke an die Stelle der 


DZ, 2,2, = n(n—1) + (ae?+bp?+cy?+ 15°) Z, 2,2, 
+ n(n—1)(n—2) - abeZ,Z7,2,+n- &9°Z,7,Z,, 
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(17) y = DZ, Z,Z5 = tia + es * ac + Mia * Mac * fae 
+ bie + Meas Mae Mie * Mae * Usa + Mic * Meat Mae Mic * Wao * Mie 
— (n—1)(m—2) - (Ua Wea Waa + Uy Way Wyn + Me Wee Ws¢ 
+ Wia Mra Wa + Wiy Moy W3y + Wie Mec Wse 
+ Wig Wea Usa + Wig Wey sn Wie Wee Use) 
+ (n—1)(M—2) - (Wia Wa We + Wig Woe Way + Wiy Wea Wye 
+ Wis Wee Waa + Wic Wa Wyn + Wie Wey Wa). 


Dieser Ausdruck fiir die Zahl der auf einer Plancurve liegenden 
und drei gegebenen Correspondenzen zwischen je drei Punkten gemein- 
samen Punkttripel, ist auf ganz anderen Wegen schon von Brill, 
(Math. Ann. Bd. VI, p. 56) und spiiter von Lindemann (Clebsch’s 
Vorles. p. 748) berechnet. Wenn schon unsere Auffindung dieses Aus- 
drucks viel Rechnung erforderte, so war es doch auch andererseits bei 
der Aufstellung der Formeln fiir gemeinsame Dreiecke von Dreiecks- 
systemen geboten, den Ausdruck auch auf dem neu erdffneten Wege 
aufzufinden. 


S di. 
Die Erweiterung der Formeln auf Dreiecke in nicht fester Ebene. 


Die Formeln fiir das Dreieck im Raume, welches die Constanten- 
zahl 9 hat, miissen so beschaffen sein, dass die Formeln der voran- 
gehenden Paragraphen aus ihnen hervorgehen, wenn man sie mit der 
dreifachen Bedingung, dass das Dreieck in einer gegebenen Ebene 
liegen soll, multiplicirt. Es treten also zu den entwickelten Formeln 
nur noch Glieder hinzu, welche sich auf die Lage der Ebene des 
Dreiecks beziehen. Wir bezeichnen demgemiiss die Eckgn, Seiten und 
Ausartungen fiir das Dreieck im Raume gerade so, wie fiir das Dreieck 
in fester Ebene, und fiigen nur hinzu, dass seine Ebene uw heissen 
soll. Die Bezeichnung der Lagebedingungen ergiebt sich dann sehr 
leicht aus den allgemeinen Bezeichnungsregeln fiir die Grundbedingungen 
des Punktes, des Strahls und der Ebene. (Math. Ann. Bd. X, p. 25 u. f., 
Kalkiil, § 2., § 6.) Es bezeichnet z. B. 

1) B die vierfache Bedingung, dass die Seite 6 gegeben sein soll, 

2) wB,b*® die fiinffache Bedingung, dass die Ebene des Dreiecks 
durch einen gegebenen Punkt gehe, dass zugleich die Seite 6 einen 
gegebenen Punkt enthalte und ausserdem die KEcke b auf einer ge- 
gebenen Geraden liege , 


3) tsa die vierfache Bedingung, dass das Dreieck nach der De- 
finition von t (§ 1.) ausgeartet sei, dass dabei sein Punkt s gegeben 
sei und seine Seite « eine gegebene Gerade schneide, 
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4) ng, die sechsfache Bedingung, dass das Dreieck zu einer Aus- 
artung 1 werde, und dabei seinen Strahl g in einem gegebenen Strahl- 
biischel besitze. 

Die den Formeln des § 2. entsprechenden Formeln fiir das Dreieck 
im Raume ergeben sich durch blosse symbolische Multiplication aus 
den Formeln, welche den mit (1) bis (6), (17) bis (20) und (37), (38) 
bezeichneten analog sind. Die 6 ersten Formeln heissen z. B. 


b+ce—at+h, cpa—p=t+H, a+b—y=t+ 4%, 
B+y—a—pe=eieth, yta—b—p—eEt+ Hh, 
a+ Bp—c—p=e+ 4. 


Aus ihnen ergeben sich z. B. 


atb+tetpprematp+y +t, 
aa+ a, —pw==ta+ eg+ tg + Og, 
Bey — Bay =—rtsy + s°9 us. w. 
Auch die Aufstellung der Productenformeln fiir die Zahl der ge- 
meinsamen Dreiecke von Dreieckssystemen (§ 4. bis § 6.) bietet keine 


sachliche Schwierigkeit. Man erhilt diese Formeln z. B. aus folgender 
Stammformel (cf. F. 59): 


(B+ B.B + BeBe + Br By + 8B: +B) (ut+w' — Bf) (a+a—B’) 
mal [(¢-+¢ —B) (p+ —a’) («+e —V) — 08) (9+ 7-2) 
—ee(c+e—B)). 

Wir entnehmen dieser Stammformel nur die Erkenntniss, dass die 
Productenformeln fiir das Dreieck im Raume die in den §§ 4. bis 6. 
erschienenen Bedingungssymbole und ausserdem nur noch auf u beziig- 
liche Symbole enthalten, z. B. von einfachen Bedingungssymbolen: 


: a, b, c, a, B, y, T, M, 
von zweifachen: 
a®, b?, c®, a, Be, Ye, aa, OB, cy, Bas, Hs, 38, 

9.9, Hog, Fog, tS, &g und wa, wh, uc, ey, By, Yp, TH, UW. 
Die Gestalt der Productenformeln lasst sich dann durch das von mir 
in den Math. Ann. Bd. X, p. 355 zuerst angewandte Eliminuationsver- 
fabren erkennen. 

Wir wollen jedoch hier nur die auf das wnendlich kleine Dreieck 
beziiglichen Formeln entwickeln , wobei wir wie in § 7. das Symbol wy 
immer fortlassen kénnen. An die Stelle der Formeln (84) und (85) 
haben wir zu setzen: 


d=y+3-s+u2-u 
d=€+3-g9+y-u, 


und 
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wo x und y noch unbekannte Coefficienten sind, und d jetzt die ein- 
fache Bedingung bedeutet, dass ein unendlich kleines Dreieck auf 
einem der oc° Kegelschnitte liegen soll, welche drei gegebene Gerade 
schneiden. Zur Bestimmung der Coefficienten x und y kommen wir 
auf folgendem Wege. Wir multipliciren die rechten und die linken 
Seiten der Gleichungen: 
y=d—3-s—a2-u 

d—3-g—y-u=—, 

wodurch wir erhalten: 
nd—3-ng—y-ynu=—bd—3-bs—a- fu. 

Diese Gleichung multipliciren wir nun so mit fiinffachen Bedingungen, 
dass siebenfache Bedingungen entstehen, deren Zahlenwerthe leicht zu 
bestimmen sind. Multipliciren wir mit Gs, so bekommen wir: 

2—3-0-—y-1=3—3-0—<2-1. 

Ferner eignet sich die fiinffache Bedingung Gd, dann kommt 
niimlich links Null, weil ein auf » beziigliches siebenfaches Symbol 
den Werth Null hat, wenn keine auf den Punkt s beziigliche Be- 
dingung darin steckt. Rechts bekommen wir die Symbole £Gd?, 
CGsd, §Gud, Um £Gd* zu bestimmen, beachten wir, dass auf dem 
durch die Bedingung G gegebenen Strahle ein Punkt zu bestimmen 
ist, von welchem zwei Geradenpaare so ausgehen, dass sie mit 
dem Strahle in einer und derselben Ebene liegen, und dass jedes 
Geradenpaar drei gegebene Gerade schneidet. Also ist, nach den 
Incidenzformeln, Gd? = 2.-3,-3,— 18. Ebenso ergiebt sich leicht 
EGsd = 3 und [Gud=3. Folglich ist: 

O0O=18—3-3—a2-3. 
Endlich multipliciren wir noch mit s*ud. Dann kommt auf der rechten 
Seite Null, weil keins der dort erscheinenden Symbole eine auf g be- 
ziigliche Bedingung enthilt. Links haben wir die Werthe von ys°ud’, 
ngs*ud, ns*u?d zu bestimmen. Bei ys* ud? kann der Strahl g von y 
sowohl dadurch festgestellt werden, dass er aus jedem der beiden durch 
d? gegebenen Geradentripel eine Gerade schneidet, wie auch dadurch, 
dass er nur eine Gerade des einen Tripels schneidet, wiihrend alle drei 
Geraden des andern Tripels zur Feststellung des zweiten Strahls des 
in ein Strahlenpaar ausgearteten Kegelschnitts verwandt werden, Also ist: 


nud? = 3,-3, + 2-3;-2—21. 
Ferner ergiebt sich: 
nwd=3, yngs'ud=ng,sd+ ywsd=2+ 3. 
Demnach erhalten wir: 
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Die 3 Gleichungen, welche wir fiir 2 und y aufgestellt haben, 
ergeben mit Bestitigung: 


t=3, y= 2. 
Also ist: 
(118) d=y+3-s+3-u 


und 


(119) d=€+3-9+2-uy, 


woraus folgt: 


(120) n+3-stu=—f+3-g. 

Die Anwendung der Formel (120) auf das durch je 3 consecutive 
Punkte einer Raumecurve erzeugte, einstufige System von unendlich 
kleinen Dreiecken ergiebt eine der bekannten Formeln zwischen den 
Charakteren einer Raumcurve. 

Zur Ableitung der Productenformeln benutzen wir das in den 
Math. Ann. Bd. X, p. 355 allgemein auseinandergesetzte Eliminations- 
verfahren. Um z. B. die Zahl x,, derjenigen unendlich kleinen Dreiecke 
zu bestimmen, welche einem gegebenen einstufigen Systeme X und einem 
gegebenen, sechsstufigen Systeme X” gemeinsam sind, gehen wir davon 
aus, dags die gesuchte Formel von den auf 2 beziiglichen Symbolen 
ausser s,g,€ nur noch uw enthalten kann. 


Wir kénnen also schreiben: 
4 = . 2 an 
r= s-ytg-vt 3948 -wtp-n, 
wo ¥y, v, w, uw noch zu bestimmende Coefficienten sind, welche auf 
” beziigliche, sechsfache Bedingungen darstellen. Um sie zu bestimmen, 
multipliciren wir die Formel nach einander etwa mit d’G'u’, d’s'>u?, 
Gus, d’G’s. Dadurch kommt: 
aGw=y+3w, d's3w?=—v+ 3w, 
Gy's =w, dGs =3-w+u, 
also: 
w=Gu's, u=d'G's —3-4uws, v=d's3w?—3-G@ a's, 
y=dGw —3G@ws, 
woraus sich nach Anwendung der Formeln (118) und (119) ergiebt: 
w=Gus, u=—fG's, v=—Es3u"*, y= Gy. 
Hiernach kommt fiir die gesuchte Zahl: 


‘ ‘ se io Lae lo 3 an’2 s€ - ee, alae 
(121) ae —=s- 7 Gp +g-Ss*w?+ Bgt!)-Guws+u-iGs. 

In iihnlicher Weise ergiebt sich fiir die Zahl x, derjenigen un- 
endlich kleinen Dreiecke, welche einem gegebenen, zweistufigen Systeme 
x und einem gegebenen, fiinfstufigen Systeme & gemeinsam sind, die 
Formel: 
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(122) ag, = 8? + (yw g’ +3-u'Ss"*) + ge (Fuss +3-G'w')+yg-y'ss? 
+§s-G w+ gp Sus? + us: (y G+3-G's')4+ qu-G's+u-fs'8y. 
Drittens erhilt man fiir die Zahl 2,, derjenigen unendlich kleinen 


Dreiecke, welche einem gegebenen dreistufigen Systeme = und einem 
gegebenen, vierstufigen Systeme & gemeinsam sind, die Formel: 


(123) agg = E85? - wg’ + nge- U's’ + 8ye- (WPE+3-y'Sg') 

+ gp + u's’? + bus - G + (us?—s9) - n'y) 

+ HGp «(ES > +3-8'%9') 
+ 8 +(9'w gp +3-p's'®) + wP+(a's'ge+ ws) + Su?-s'8 9 
+ go: (Cus? —Fs'?+3- G)- 

Von den abgeleiteten Productenformeln entwickeln wir durch Multipli- 
cation der Formel fiir 2,, diejenigen, welche sich auf zwei gegebene 
vierstufige Systeme von unendlich kleinen Dreiecken X und &’ beziehen. 
Zwei solche Systeme haben oo' unendlich kleine Dreiecke gemeinsam. 
Die ihnen angehdrigen oot Punkte s bilden eine Curve von der 


Ordnung: 
(124) say, = nsges ws + w's- sg. + Es? - wy + wy: Fs 
+89 - fu? 
+ fur soy +3-s8g- wig +3-mg-s3g + ng ws® 
+ ws? ge 
+ Ss . 3° ; ws'3 +. ae us? 3g + fs. u's'3 + us’. 3 
. + fs°-G + G-fs'8 
+ (Sus?*—fs*)-G + G@- (Cu's?—f's'*) 
+ sg -(Cu's'*—€s'%) + (Cus? gst) -s'3y/ 
+3-G@-s3¢7+3-s39-@+3-G4-@+ws-ws 
— ws? ws; 


‘die ihnen angehdrigen Strahlen g bilden eine Linienfliiche vom Grade: 


(125) ga, = ge: ws’ + ws-afg's + G-w 3S + w8E-G + ng-w's® 
+ ws? n'ge + (Eus'—fs%) -@ + @- Gu's?—Fs') 
+ Gf gs + 9s-@ 
+ G+ Fs + §s°-G' + Eud-s'8g' + sig. Fu? 
+3-G-s3¢7+3-s839-@ 
+4. wig - sq 4-889 wo +38 9- 1 WI + 1UIp 8°97 
+3-s8g- u's? + 3us5-s 39 
+44 -G + u5g-n's'g) + nsge- wig wig wes wis wg! 
+ wig Ss + Es weg + G- wry + wg G; 
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endlich gehen von den ihnen angehérigen oo' Ebenen durch einen 
gegebenen Punkt: 
(126) wary, = bs - weg + wg - Os? + ge wes + ws - age 
+3-p's-w3s’ 
+ wis fe? + ge ws + gage: ws? + ws?-9'w gy 
+3-G4-4 
+ (§us?—Es*)-@+G- (Su's*—s'*) + 3-pig- s8y 
+ 3-89 - weg 
+ Su. 8g + 88g - Sud + wig - (Cw's?—s'*) 
+ (Eus?—§s%) - weg’ 
+ 3-689 -G@+43-G- weg + G-w8h+ wE-G 4+3us?- u's’? 
Der Umstand, dass die drei abgeleiteten Formeln durch Ver- 
tauschung der gestrichelten Symbole mit den nichtgestrichelten Sym- 
bolen in sich selbst tibergehen, liefert eine Controle der Berechnung. 
Es liegt nahe, die Productenformeln (121) bis (126) auf die Systeme 
anzuwenden, welche auf Fliichen und auf Raumcurven durch je drei 
unendlich nahe Punkte gebildet werden. Die Deutung der Symbole 
fiir eine Fliiche ist sehr leicht, wenn man beachtet, dass jede Haupt- 
tangente durch ihren Beriihrungspunkt und durch jede sie enthaltende 
Ebene ein Dreieck y erzeugt, und dass jeder Punkt der Riickkehrcurve 
auf jeder ihn treffenden Ebene ein Dreieck § erzeugt. Das durch eine 
Raumeurve erzeugte, einstufige System kann eine endliche Anzahl von 
Dreiecken » iiberhaupt nicht enthalten. Denn, wenn die Curve stationiire 
Erzeugende d. h, Stellen besitzt, wo 3 consecutive Punkte in gerader 
Linie liegen, so enthilt sie ein Dreieck y in jeder durch diese gerade 
Linie gelegten Ebene, also oo! Dreiecke 4, und ein solcher Fall macht 
unsere Fragestellungen iiberhaupt illusorisch. Ein Dreieck § aber treffen 
wir auf einer Raumcurve in jedem stationiiren Punkte, d.h. wo drei 
consecutive Tangenten sich in demselben Punkte schneiden. Bei 
Systemen von Flichen oder von Curven kénnte die Deutung der auf 
n oder € beziiglichen Symbole Ausartungsanzahlen einfiihren. Ersetzt 
man jedoch dann das auf y resp. € beziigliche Symbol vermittelst der 
Formel (120) durch ein auf € resp. 9 beziigliches Symbol, so bekommt 
man immer eine Deutung, welche von Ausartungsanzahlen frei ist. 
Hiernach findet man: 
1) fiir eine feste Fliche: 
ws—=n, wg=—a, nue =x, YUgp=%, Qus'=2-n, Sus? =O, 
wo, nach der Bezeichnung von Salmon-Fiedler, n die Ordnung der 
Fliche und a ihren Rang bedeutet, wo ferner x angiebt, wieviel 
Haupttangenten in einer gegebenen Ebene liegen, x angiebt, wieviel 
durch einen gegebenen Punkt gehen; 
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2) fiir ein einstufiges System von Flachen: 
wi wu, uG=—v, 7G=—0, tws=—k, nwg=—Kk, 
wo  angiebt, wieviel Flichen durch einen gegebenen Punkt gehen, 
v, wieviel eine gegebene Gerade beriihren, und wo k den Grad der 
von den oo! Riickkehrcurven gebildeten Fliche, k’ den Grad des von 


den co? Haupttangenten gebildeten Complexes bezeichnen; 
3) fiir ein zweistufiges Flichensystem: 


uGs=T, nGs=0, nuG=K’, v'=—K, 
wo 7 angiebt, wieviel Fliichen eine gegebene Gerade in einem ge- 
gebenen Punkte beriihren, K’, wieviel Fliichen eine gegebene Gerade 


als Haupttangente haben, K, wieviel Flichen durch einen gegebenen 
Punkt ihre Riickkehreurve schicken; 


4) fiir eine feste Raumcurve: 


s=m, g=r, p=n, $=6, y7=—)0, 
wo, nach der Bezeichnung von Salmon-Fiedler, m die Ordnung 
der Raumeurve, r ihren Rang, » ihre Classe, 6 die Zahl ihrer stationiiren 
Punkte bedeutet; 

5) fiir ein einstufiges System von Raumeurven: 
F=V, f= 0, P=O, W=V, us=Go, ng=—0, Ss—b, 
wo v angiebt, wieviel Raumcurven eine gegebene Gerade schneiden, 
0, wieviel eine gegebene Ebene beriihren, 9’, wieviel eine Tangente 
durch einen gegebenen Punkt schicken, v’, wieviel eine Schmiegungs- 
ebene durch eine gegebene Gerade schicken, 6, wieviel eine Schmiegungs- 
ebene durch einen gegebenen Punkt schicken, wihrend ihr Beriihrungs- 
punkt auf einer gegebenen Ebene liegt, und wo €s die Ordnung der 
von den stationiiren Punkten gebildeten Curve bezeichnet; 

6) fiir ein zweistufiges System von Raumcurven: 

s=P, w= P’, Spot, Ss? = B, 

wo P angiebt, wieviel Raumeurven durch einen gegebenen Punkt 
gehen, P’, wieviel eine gegebene Schmiegungsebene haben, ¢, wieviel 
eine gegebene Ebene auf einer in ihr gegebenen Geraden beriihren, und 
wo B der Grad der von den stationiiren Punkten gebildeten Fliche ist. 

Die in den 6 Fallen nicht angefiihrten Symbole sind entweder Null, 
oder lassen sich bei der Anwendung der Formeln (121) bis (126) vermeiden. 

Wir bezeichnen nun eine gegebene Raumcurve oder Fliache oder 
ein gegebenes System solcher Gebilde immer durch S mit einem an- 
gefiigten Index, und die auf S; beziiglichen Anzahlen durch die eben 
eingefiihrten Buchstaben, aber versehen mit dem Index 7. Dann kénnen 
wir den aus F, (121) folgenden Satz fiir die dreipunktige Beriihrung 
zwischen einer Raumcurve und einer Fliche eines zweistufigen Flichen- 
systems so aussprechen: 
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(121a) Die Zahl derjenigen Fliichen eines zweistufigen F léchen- 
systems S,, welche eine gegebene Raumcurve S, dreipunktig beriihren, 
betridgt : 

m, + Ky +7,- K, + 8-r,+8,) > 7). 

Aus (122) folgt: 

(122a) Unter den Raumceurven eines einstufigen Systems S, von 
Raumeurven giebt es 

Vy + (key’ +3 Uy) + Q + (hy +3-%_) +b, + %, 
welche eine Fliiche eines gegebenen einstufigen F'lichensystems 8, drei- 
punktig beriihren. 

Aus (123) ergiebt sich: 

(123a) Die Zahl derjenigen Raumcurven eines gegebenen zweistufigen 
Systems S,, welche eine gegebene F liche S., dreipunktig beriihren, betrdgt: 

; P,- x, + Pi -n, + B,- a, + t, - (x, +3-n,). 

Wendet man schliesslich die Formeln (124), (125), (126) auf zwei ge- 
gebene Fliichen S, und S, an, so werden alle Glieder der rechten 
Seiten Null mit Ausnahme von 

ws ws, wg-wss, ws ug, ws yw s, yur- wes, 
welche beziehungsweise liefern: 

My, My Gy My, M+ Magy My* Hy, H+ My. 

Die Zahlen sx,,, g%3,, w%, sind aber nichts anderes, als Ord- 
nung, Rang und Classe der Durchschnittscurve der beiden Flachen 8S, 
und S,, so dass unsere Anwendung zu folgendem Satze fiihrt: 

(124a), (125a), (126a). Die Schnittcurve zweier F'lichen S, und 
S, besitzt co! Punkte, von denen jede Ebene n, +n, enthilt, ferner oo! 
Tangenten, von denen 

My * Ay + Ay - Ny 
eine gegebene Gerade schneiden, endlich oo! Schmiegungsebenen, von denen 
B+ My + My + My, + Hy + H+ M, 
durch einen gegebenen Punkt gehen. 

Die beiden letzten Zahlen ergeben bekannte Resultate fiir die 
speciellen Fille, wo beide Flichen abwickelbar sind, oder wo beide 
punktallgemein sind, also a = n-(n—1), x = 3-n(m—2) ist. (Vergl. 
Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie, Art. 459 und 83.) 


Hamburg, Juni 1880. 
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Ueber eine Gleichung zwischen Thetafunctionen. 
Von 


A. Enneper in Gottingen. 
(Aus den Nachrichten von d, k. Gesellschaft d, Wissenschaften zu Gottingen, 1878.) 


In den ,,Comptes Rendus“ vom Jahre 1877 (t. LXXXV, p. 731) 
hat Herr Hermite eine bemerkenswerthe Relation zwischen Theta- 
functionen mitgetheilt und dieselbe zur Integration einer Differential- 
gleichung verwandt. Die bemerkte Relation lisst sich ohne grosse 
Rechnung aus Jacobi’s Multiplicationstheorem der Thetafunctionen 
herleiten, wie im Folgenden gezeigt werden soll. 

Die Argumente w, w, ete. seien durch die folgenden Gleichungen 
verbunden: 


w+aet+y+e w+a—y—s2 


WwW, = 2 ’ x, = 


(1) 


w—xe+y—z 
2 ? pe = - ; ? i 


wo— f— 9 2 
g, ww MASTERS, 


2 


Man setze: 
(2) S = f(w,) fy (&@) fo) fg (41), 


wo f, f,, fo und f, beliebige Functionen ihrer Argumente sind. Mit 
Riicksicht auf die Gleichungen (1) findet man leicht: 





1 dS 1 dS 1 dS dS __ 2f"(w,) 

S dw + S dx ‘ S dy + 3 dz f(w,) 
Multiplicirt man - S, so ist _ (2): 
‘ 1S ’ . 
(3) = + a + - + = = 2f (w;) £1 (%) fo(%) fo @)- 
Nimmt man w= — (#+y-+<2), dann aus (1) 

ye irr Se: eet See ee Oe 

so geht die Gleichung “* in Bp “8x iiber: 
(4) &5 = a w i > j See 


= 2f" (0) fi(—y—2) fh(—#—2) f;(—#—y). 
Mit Hiilfe dieser allgemeinen Gleichung lisst sich die von Herrn 
Hermite gegebene Relation ohne Schwierigkeit ableiten. 
Man setze mit Jacobi: 


o(x2) = a 1)" / emzi, %. (4) = >" gama 
41/5 1\8 
m+ m+ 
(9, (“) = > (— rym gf :) eamtizt; §,(2%) = Su 5) i aion 
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In den vorstehenden Summen ist i= /— 1, das summirende Element 
m nimmt alle ganzzahligen Werthe von — oo bis + oo an. 

Das Multiplicationstheorem der Thetafunctionen Jacobi’s ist in 
der Gleichung enthalten: 


9; (w) 8, (x) 95 (y) O, (2) + 4, (w) (x) O (y) 4 (2) 
= 8; (w,) B(x) 3 (y,) F3(2,) + F,(,) Fy(x,) Ho(y,) O (Z,). 
Aus dieser Gleichung leite man zwei weitere Gleichungen ab, indem 


. bi : 
zuerst w, x, y, 2 sammtlich um yz zunehmen, in der so erhaltenen 


Gleichung lasse man darauf w allein um a zunehmen. Die Summe 
der beiden bemerkten Gleichungen fiihrt zu dem folgenden Resultat: 


(5) 29 (w) F(x) O (y) (2) = 4, (w,) B; (2) F; (y,) Bs (¢,) 
— B, (w,) F, (@,) Fy (y,) F, (2) + 8 (w,) P(x, ) 9 (y,) F (¢,) 
— B, (w,), (2) 9; (y,) (4). 

Man identificire jedes der rechts stehenden Producte von vier Theta- 
functionen mit dem in (2) aufgestellten Ausdruck fiir S, wende dann 
auf jedes dieser Producte die Gleichung (5) an. Da: 

#(0)=0, 9,:(0)=0, 9, (0) =0, 
so bleibt rechts nur das Product iibrig, welches von #, abhiingt. 


Wendet man also die Gleichung (4) auf die Gleichung (5) an, so folgt, 
nach Division durch 2: 


2 (a+ y+2) Ox) Fy) (2) + O(e+y+2) H (x) Hy) B(2) 
(6) | + 9 (@+y+2) 8(@) Hy) Oe) + B(a+y+2) O(z) Oy) H(2) 
| = 4,'(0) #, (y +2) 9, (4+) (e+), 
was die zu beweisende Relation ist. Statt von der Gleichung (5) aus- 
zugehen, kann man ibnliche Gleichungen zu Grunde legen, bei wel- 
chen auf der linken Seite das Product von vier Functionen # durch 
die Producte von vier Functionen #,, &, oder @, ersetzt ist. Die 
vier Terme auf der rechten Seite von (5) wechseln dabei bekanntlich 
nur ihre Vorzeichen. Die Resultate, welche sich so ergeben, lassen 


sich auch aus der Gleichung (6) herleiten, wenn 2, y und z simmtlich 
um eine der Quantititen > Sees, < ot “af zunehmen. Auf der 
rechten Seite der Gleichung (6) werden die Functionen #,, abgesehen 
von einem Factor, reproducirt, wihrend auf der linken Seite der Reihe 
nach die Functionen #,, #, und #, an Stelle der Function @ treten. 
Kine andere Art von Relationen ergiebt sich, wenn in der Glei- 
ax ilogq = t log q 
)2 3 Ta 


chung (6) je zwei der Quantitiiten x, y und 2 um 


zanehmen. Von diesen Relationen hat Herr Hermite eine aufgestellt, 
welche aus der Gleichung (6) fiir 
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é lo; t lo 
y=a+-“t, =b—+ Set 


folgt. Man erhilt in diesem Falle die nachstehende Gleichung: 

— # (x+a-+b) O(a) 9, (a) 9,(6) + F¢+a+ d) ® (x) , (a) &, (b) 

+ O(c a+b) O(2) 9 (a) %(b) + O(@+-a-+b) O(a), (a)o,’(b) 

= 5,'(0) (a+b) o,(a@+6) 4, (+a). 
Weitere Aufstellungen ahnlicher Gleichungen mit Hiilfe der Glei- 
chung (6) bieten keine Schwierigkeiten dar, so dass eine Ausfiihrung 
solcher Gleichungen hier unterbleiben kann. 
Nimmt man in der Gleichung (6) z = 0, dividirt durch 
9 (0) F(x) Fy) F@+y), 

setzt 9,/(0) = 9(0) (0) #,(0), 
fiihrt rechts die elliptischen Functionen ein, so erhilt man die be- 
kannte Gleichung iia 0 





8 4. San # (a+y) 
7 ay) #(x+y) 
oKh2 . 4 
—*Kt sinam >** sinam 2 AY sinam - SE lery) | 


Diese Gleichung lisst sich auch auf folgende Form tis 





log 2(@+9) 
, f rae: |. 9Ka. 9Ky . (4 
qd — 2) FY) __ OR oi ay 2X gin am 2XY sinam 2X 
dz #(Yy) 1 1 7 
Es sei g eine Constante. Man setze: 
22!) 
__  &(a@+y) HO) 
t= 9 — 6 (a) e 
Mit Riicksicht auf: 
cos am eke A am b Ky 
a(y) Oty) _ 8K > a 
ay) Oly) ” sin am = 
folgt 
2Ky 2Ky 
ae eK | co8am— | aiuemie 
ne , 2Ky 
sin am : 


+ i? sin am = sin am - os sin am Sk@ty) 


Diese Gleichung giebt fiir ¢ folgende lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 


az 2Ky b 
ar = ~) a sin? am *** —_ A+R +7 = | 


sin? am 


Diese Differentialgleichung, in unwesentlich anderer Bezeichnung, 














216 A. Exnerer. Thetafunctionen. 


faillt mit einer der Gleichungen zusammen, welche Hr. Hermite (I. c. 
p- 824) auf ganz verschiedenem Wege aufgestellt hat. 

Bei dieser Gelegenheit sei des Differentialquotienten von sin am u 
in Beziehung auf den Modul k gedacht, welechen Hr. Hermite in den 
,,Astronom. Nachrichten“ (Nr. 2301, Band 96, p. 322) mitgetheilt hat. 
Die folgende Ableitung scheint die einfachste zu sein. Es ist: 


sin am w COs am w 


sin? am w cos? am w 1 d A am w 
ALanw | k’2 kK? dw 


Hieraus folgt: 





u % 


e. - 
sin? am w 7 1 f cos? ay we sin am & cos am u 
A? am w ae. © i kK’? Aam u 


0 0 


Nun ist: 


u 
" 


(EB , 0’ (u) 
2 2 > _— nin 
I? f cos am wdw = K i yu Ou)? 


0 





also: 


77 
ro {'sintamw E » 0’ (uw) k? sin am & cos am % 
(a) Kk? dw = ( Ph?) up —_ . 
0 


A*am w K O (uw) Aam u 
9 
Die Gleichung: “= do si 
‘ Vi — k? sin? © 
0 


nach & differentiirt giebt: 
y 
du *_ ksin? © 
dk -/ : , dO. 
-/ (1 —k* sin? 0)? 
0 


Fiir 0 = am w, » = am uw folgt: 


u 


du f sin? am w 
= = dw. 


dk A? am w 
0 
Da nun: d cin am © = cos am wh am u@ du 
2 dk * ' ak? 


so folgt mittelst der Gleichung («): 
ro dsinam u E oa QO’ (u) 
» J.” 2 aan —~ oa =o 
kk ak = cosam uA am u [ (x h )ut etn) | 
— k? sin am wu cos? am wu. 
Diese Gleichung unterscheidet sich von derjenigen des Herrn 
Hermite durch die Vorzeichen der Terme auf der rechten Seite; der 


in den ,,Astr. Nachr.“ aufgestellte Differentialquotient von sin am u 
nach & ist wegen der Vorzeichen nicht ganz genau. 
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Ueber das volle Formensystem der terniren biquadratischen 
Form f= a, a+ «7° %3 + 2° a. 
Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


(Hierzu eine Tafel.) 


Als es mir gelungen war zu beweisen, dass sich fiir jede biniire 
Form ein endliches zugehériges formensystem aufstellen lasse, wandte 
sich mein Interesse naturgemiiss der analogen Fragestellung bei 
terniren Formen zu. Indess erkannte ich bald, dass eine allgemeine 
Behandlung des hiermit angedeuteten Problemes fiirs erste noch viel 
zu schwierig ist. Ich sah mich also darauf angewiesen, zuniichst ein- 
zelne Fille zu studiren. Sehr leicht erledigte sich der Fall zweier 
terniirer quadratischer Formen; man vergl. die Resultate, welche in 
Clebsch-Lindemann’s Vorlesungen iiber Geometrie p. 291 mitge- 
theilt sind. Aber schon der Fall einer einzelnen terniiren cubischen 
Form, den ich im ersten Bande dieser Annalen p. 90 ff. behandelte, 
erwies sich als complicirt. Ich nahm sodaun die terniiren biquadra- 
tischen Formen in Angriff. Auch bei ihnen gélang es mir, die End- 
lichkeit des zugehérigen Formensystems zu erschliessen.*) Inzwischen 
erwies sich die Zahl der bei ihnen in Betracht kommenden Bildungen 
als so gross, dass ich von vorneherein davon abstand, das Formen- 
system wirklich hinzuschreiben, und schliesslich iiberhaupt auf eine 
Redaction meiner immerhin nur vorliiufigen Untersuchungen verzichtete. 
Ich wurde zu denselben erst wieder zuriickgefiihrt, als Hr. Klein bei 
seinen Studien iiber die Auflésung gewisser Gleichungen siebenten 
Grades**) eine sehr einfache terniire Form vierten Grades auffand, 
die durch 168 lineare Substitutionen in sich tibergeht und dement- 
sprechend nur vier linear unabhiingige Covarianten besitzt. In der 
That gestatteten mir meine friiheren Betrachtungen sehr leicht, fiir 


*) Vergl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen, p. 174, Note. 

**) Cf. Zwei Mittheilungen iiber Gleichungen siebenten Grades in den Erlanger 
Berichten vom 4. Miirz und 20. Mai 1878, sowie: Ueber Transformation siebenter 
Ordnung der elliptischen Functionen, Math. Annalen Bd, XIV; Ueber die Auf- 
lisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade, ebenda, Bd, XV. 


Mathematische Annalen. XVII. 15 
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diese Form das ganze zugehérige System, das aus 54 Bildungen be- 
steht, aufzustellen. Indem ich dasselbe nachstehend verdffentliche, 
verfolge ich einen doppelten Zweck. Einmal wiinsche ich durch Be- 
handlung des einzelnen Falles die Principien darzulegen, die auch im 
Falle der allgemeinen biquadratischen Form eine Umgrenzung des 
Formensystems erméglichen. Andererseits wird die Kenntniss der hier 
mitzutheilenden Resultate fiir weitere Untersuchungen iiber die Auf- 
lésung der Gleichungen siebenten Grades von Vortheil sein. 

Meine Darlegung trennt sich in drei Capitel. Im ersten Capitel 
(§ 1.—3.) stelle ich eine Reihe im Allgemeinen bekannter Definitionen 
und Siitze zusammen, die fiir das Folgende wichtig sind. Ich kniipfe 
dabei zumal an diejenigen Entwickelungen an, die ich in meiner Pro- 
grammschrift: Ueber das Formensystem bindrer Formen (Leipzig 1875) 
gegeben habe. Im zweiten Capitel (§ 4.—10.) beginne ich die System- 
aufstellung fiir die allgemeine biquadratische Form und fiihre sie so 
weit, als ohne weitliufige Rechnung méglich ist. Im dritten Capitel 
endlich (§ 11.—20.) lasse ich die Vereinfachungen eintreten, welche 
der besonderen hier in Betracht kommenden biquadratischen Form 
entsprechen, und fiihre auf Grund derselben die Systembildung zum 
Abschluss. 


Erstes Capitel. 
Allgemeine Definitionen und Siitze. 


§ 1. 
Operationen. 


Die beiden hauptsiichlichen Operationen, deren ich mich im Folgen- 
den zu bedienen habe, sind der Ueberschiebungsprocess und der Faltungs- 
process. Hinsichtlich derselben scheinen folgende Vorerinnerungen 
am Platze. . 

Zuniichst sei daran erinnert, dass man, der Allgemeinheit wegen, 
jede einer Operation zu unterwerfende Form im terndren Gebiete sich 
als Zwischenform zu denken hat, d. h. als eine Form, die sowohl die 
x, als die wu, enthiilt. 

Zwei derartige Formen: 

A= Gz" Ue’, B= b,%u;° 
kénnen nun auf mannigfachste Weise tiber einander geschoben werden. 
In der That muss man jede Bildung: 


u = ag b.” (abu) (@ Bx)" az”* by” Ue" us", 


weil in den Coefficienten von A und BP bilinear, als Ueberschiebung 


bezeichnen. Dabei ist natiirlich: 
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Atm =HT NENA HS) M+ H+ =O; 

rtiyty=s. 

Unter der grossen Zahl dieser Bildungen benutze ich zumal die- 
jenigen, bei denen drei der vier Zahlen r,, 7,, 73, 7, verschwinden, also: 

3" z"* bz” Ua" U3", esp. 
Dal? Gz" bp" Ua" Us", 
(abu) az” bz" Ug"? Us", 
(a Bay az" bz” Ua" Ug"; 
ich verwende fiir dieselben die Bezeichnung: 
Am, Bm, (ABuy, (AB). 
B? A? ? 

Uebrigens bemerkt man sofort, dass soleche Ueberschiebungen, bei 
denen sowohl r, als 7, > O ist, sich durch andere ausdriicken lassen; 
man hat nur die Identitiit anzuwenden: 

Qe as Az 
| 

(abu) («@Ba2) = [be be bz |: 
\Ue Us Ue 

Natiirlich gestaltet sich auch der Faltungsprocess bei terniiren 

Formen mannigfaltiger als bei biniiren. Wenn man in dem Producte 
5 5 
A-B=a,' ui - b28 U3? 
irgendwelehe Factorenpaare 


Grp, betta, Azbe, Ue Ug 
resp. durch: 

a3, b,, (abu), (apr) 
ersetzt, so sage ich von jeder so entstehenden Form, dass sie aus dem 
Product A - B durch Faltung hervorgehe. Auch aus <A, resp. B, allein 


entstehen Formen durch Faltung, niimlich: 
Ag a,’ ut, bs be 4,9, 


ich nenne diese Formen Aj, bez. DB). 


, § 2. 

Reihenentwickelungen der Ueberschiebungen und ihrer Glieder. 

Hat man A und B als irgendwelche symbolische Producte ge- 
geben, so ergeben sich die Ueberschiebungen U von A und B im All- 
gemeinen als Aggregate symbolischer Producte G,; G 

U=¢6,+6¢,G,+->+-. 

Diese G,, G,,--+, die ich Glieder der Ueberschiebung U nenne, ent- 
stehen aus dem Producte A-B je durch entsprechende Faltungen. 


15* 


acts 
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Dabei werden nur solche Factorenpaare gefalten, deren einer Factor 
der Form A, der andere B angehért, und die verschiedenen Glieder 
G entstehen je nach Auswahl dieser Factoren. 

Man hat nun Siitze, denen zufolge ein beliebiges Glied der Ueber- 
schiebung U (oder auch diese Ueberschiebung selbst) bei der Bildung 
eines Formensystems durch ein anderes beliebiges Glied und tibrigens 
niedere Bildungen ersetzt werden kann. 

Zuniichst nimlich kann man die Differenzen zweier Glieder G;—G; 
(oder auch die Differenz G;—U) durch andere symbolische Producte 
H ausdriicken, die aus den am Schlusse des vorigen Paragraphen de- 
finirten A,, B, durch Faltung hervorgehen. Diese H sind aber selbst 
wieder Glieder von Ueberschiebungen U, von A; iiber B,. Wir kénnen 
also die Differenzen H; — H, (und H; — U,) wieder als Aggregate 
symbolischer Producte darstellen, die durch Faltung aus Formen Aj, ,., 
Bi,, entstehen, wo A;,,, B,,, Formen bezeichnen sollen, die aus 
den A,, bez. den B,, durch Faltung hervorgehen. In dieser Weise 
fortfahrend gelangt man schliesslich zu einer Reihe: 


Gj=a,U+a,U,+4,U,+---, 


wo die U; Ueberschiebungen von Formen bedeuten, welche aus A, 
resp. B durch Faltung hervorgehen. Hiernach lisst sich jedes Glied 
der wurspriinglichen Ueberschiebung durch ein Aggregat von Ueber- 
schiebungen ersetzen. 

Statt dieser Reihe kann man sofort die andere bilden: 


G;=bV+6,V,+6,¥,+---, 
wo die V,V,,--- irgeudwelche Glieder der Ueberschiebungen U, U,,--- 
bedeuten. Das Glied G; ist also durch ein beliebiges anderes Glied der 
urspriinglichen Ueberschiebung und Glieder niederer Ueberschicbungen 
ersetat, 

Diese Siitze, die ich hier nur ganz im Allgemeinen hingestellt 
habe, spielen bei der Systembildung terniirer Formen dieselbe wichtige 
Rolle, wie die bekannten Reihenentwickelungen in der. Theorie der 
biniiren Formen. 

a § 3. 
Functionaldeterminanten. 


Die einfachsten Ueberschiebungen zweier Formen: 
. 7 
f = A,", Fo b,*, 
oder auch: 
P= Ue", D= u;" 
sind die Functionaldeterminanten: 


(fFu), (pz). 
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Ks ist niitzlich, sich ein fiir allemal einzupriigen, dass viele aus diesen 
Functionaldeterminanten durch Faltung oder Ueberschiebung entstehen- 
den Formen ganze Functionen von Formen niederen Grades sind 
Dies gilt zunichst von dem Producte: 


fo fe ff | 
(fF u) (pz) = Fy Fa F , 
y © Ux 


dann von vielen aus ihm durch Faltung entstehenden Formen, bei 
denen die Faltungen die Factoren (abu), (@B«) unberiihrt lassen. 
Ferner gilt es von den Functionaldeterminanten, die man aus (fF'u) 
und (gx) mit beliebigen anderen Formen yw bilden kann. Desgleichen 
von den Producten: 
v(fFu), (pz), 

zu denen insbesondere die Quadrate und Producte der Functionalde- 
terminanten (fF'u), (px) selbst gehdren. 

Die einzige Ausnahme erleiden diese Siitze in dem Falle, wo die 
Grade m, n, w, v der urspriinglichen Formen den Werth 1 haben. 


Zweites Capitel. 
Die allgemeine, terniire, biquadratische Form. 
§ 4. 
Allgemeines iiber Systembildung. Reducenten. 
Die terniire biquadratische Form 
f = a,* 
hat eine Covariante vierter Classe 
gy = 2(abu)' = u,'. 
Der Grundgedanke nun, auf den ich mich bei der Bildung des Systems 
von / stiitze, ist der, f und p gleichzeitig zu betrachten und demnach 
neben den Symbolen a, b,c,--- von f, Symbole v, 7, ¥,,--- von@ 
einzufiihren. Hiernach wird man, unter Anwendung bekannter Prin- 
cipien, die zu f gehérigen symbolischen Producte P in drei Classen 
theilen: 


1) in soleche P, welche nur die Symbole a, b, c,--+ von f ent- 
halten, 

2) in solehe P, welche nur die Symbole v, v,, v,, +--+ von @ 
enthalten , 

3) in solche P, die gleichzeitig Symbole a, b, c, --- von f und 
Symbole v, v,, v,,+++ von  enthalten. 
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Dementsprechend kann man die Aufstellung des vollen Systems 
der zu f gehdrigen irreducibelen symbolischen Producte in der Weise 
gliedern, dass man zundchst das System S, aller Producte der ersten 
Art sucht, sodann das System 8, aller Producte der zweiten Art, und 
endlich das volle System S., der Producte dritter Art durch Combination 
von S, und S, gewinnt. 

Als einen Reducenten wird man sodann jeden aus den Symbolen 
a, b, €,--++ v, ¥,, %,-++ zusammengesetzten Ausdruck R betrachten, 
welcher zur Folge hat, dass alle symbolischen Producte, die ihn zum 
Factor haben, und in denen nur die in ihm auftretenden Symbole 
vorkommen, sich als Aggregate solcher Formen darstellen lassen, die 
entweder eine Invariante zum Factor haben oder aus weniger Sym- 
bolen bestehen. — Diese reducibelen Formen: 

P,, P,, P;, iy Note 
gehen aus einer von ihnen durch Faltung hervor, und alle aus einer 
von ihbnen durch Faltung entstehenden Formen kommen unter ihnen 
vor. — Schiebt man P; iiber beliebige andere Formen w, so erhilt 
man wieder reducibele Kormen, ebenso sind alle Formen reducibel, 
welche durch Faltung aus dem Product P;~ entstehen. — Dies sind 
aber alle symbolischen Producte, welche R zum Factor haben. 


§ 5. 
Disposition der nachfolgenden Untersuchungen. 

Die Betrachtung fiir die allgemeine biquadratische Form / werde 
ich nunmehr nur so weit durchfiihren, dass ich fiir sie das System S, 
(der Producte erster Art) bilde. Das System S,, und um so mehr das 
System S,, soll nur bei der speciellen, weiterhin zu definirenden biqua- 
dratischen Form wirklich aufgestellt und also auch nur im dritten 
Capitel dieser Darlegung besprochen werden. 

Unter den*Formen des Systems S, nehme ich diejenigen voraus, 
welche die Symbole a, b, c, --- von f nur in den Combinationen 


Az; be, sha 
und 


(abu), (acu), (beu), --- 


enthalten. Soleche Formen will ich Formen QY nennen. Es sind die- 


jenigen Formen, welche aus dem bindren Gebiet heriibergenommen sind. 
Schreibt man niimlich statt (abu), (acu), - - - etc. einfach (ab), (ac) - - -, 
so kann man die entstehenden Ausdriicke Y als Covarianten der biniiren 
Form a,' auffassen. — Erst wenn diese Formen Q erledigt sind, was 
sehr rasch geschieht (§ 6.), schreite ich zur Betrachtung solcher 
Formen von S,, die auch symbolische Factoren (abc), (abd), -- + ent- 


halten (§ 7.—10.). 
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§ 6. 
Das System S,. Erster Theil: Heriibergenommene Formen. 
Die Covarianten @ einer biniiren biquadratischen Form a,‘ sind, 
wie man weiss, ganze Functionen F'(Q;) der Formen: 
Q; = az';  Q.' = (ab)? az2b.?;  Q, = (ab)? (ac) az bz? ¢z°; 
Q, = (ab)’(ac)*(be)?;  Q,’ = (ab). 
Die entsprechenden @ lassen sich daher auf ganze Functionen von 
Q, = a2; Q. = (abu)?a,*b.*; Q, = (abu)? (acu) a,b, ¢,'; 
Q, = (abu) (acu) (beu)?*; Q, = (abu)' 
auriickfiihren. Denn wenn Q — F'(Q;) =0 ist, so ist Q@ — F'(Q) 
durch uw, theilbar. Aber unter diesen @Q ist noch Q; = m auszulassen. 


Die einzigen irreducibelen Formen Q sind daher (unter Beifiigung zweck- 
miissig scheinender Zahlenfactoren): 


(1) f= Q, © (symb O,4u3) = —8Q,, K=—32Q,, j= = Q,. 


Ich werde die hier eingefiihrten Benennungen dieser einfachsten Co- 
varianten auch fernerhin beibehalten. 


§ 7. 
Das System S,. Zweiter Theil: Formen mit 3 Symbolen. 


Unter den nun noch zu betrachtenden Formen von S, erledige 
ich in diesem Paragraphen diejenigen, welche nur drei Symbole: 
a, b, ¢ enthalten. 

Da die P, welche den Factor (abc)* besitzen, durch Kinfiihrung 
des Symbols v reducibel sind, so haben wir nur Formen P;,; mit dem 
einfachen Factor (abc) und Formen P2,; mit dem Factor (ab c)* ins 
Auge zu fassen. Ich behaupte, dass alle diese Formen reducibel sind 
mit alleiniger Ausnahme von 
(II) A = > (abe)? az?bs" ca". 

In der That, von den P2,; lassen sich alle ausser A ohne Weiteres 
durch das Symbol v reduciren. Das Gleiche gilt von denjenigen P,,;: 


Pi, = (abe) (beu)"(cau)?(abu)*a,2—2—" 6 8—%—" ¢,3—"~ "2, 


bei denen eine der Zahlen 7,, r,, 7, grésser als 1 ist. 
Es bleiben also nur folgende P,,; zu betrachten: 


Py = (abe) (abu) az?bz? ¢,°; Pig = (abe) (abu) (acu) az by? cz; 


P3,3 = (abc) (abu) (acu) (Leu) debs le. 
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Fiir sie aber findet man: 


16 Pi = uz - A; Pi: = 0; 
Pi,3 = (abe) (abu) acu) bre, {2b, (acu) + us (a be)}, 


=+ (abc) (acu) b,'{2b,(acu)+ uz(abe)\ {bz (acu) u,(abe)\, 
= — f byuybs {2x ty — teby} {De tty — Ue dy} 


1 + oe a 1 ‘ 3 
—=— 9 fo + ag tte — 5g tte = — 9 le + gg 
Ich habe dabei, wie spiiter immer geschehen soll, die Invariante 
; ? 
Soe 
= b 


gesetzt. 
Hiernach ist unsere Behauptung bewiesen. 


§ 8. 
Das System S,. Dritter Theil: Formen mit 4 Symbolen. 

Ich betrachte ferner Producte P, die aus vier Symbolen a, b, c, d 
zusammengesetzt sind und den Factor (abc) besitzen. Dieselben ent- 
stehen durch Faltung von Producten aus f, in Formen, welche nur 
die drei Symbole a, b, c¢ und dabei den Factor (abc) enthalten. 
Da diese letzteren, dem vorhergehenden Paragraphen zufolge, auf A 
reducibel sind, so braucht man, um jedenfalls alle irreducibelen, im 
gegenwirtigen Paragraphen zu betrachtenden Producte zu erhalten, 
nur das Product 

f-A=a,'- A, 
auf alle Weisen zu falten. Dies giebt die Ueberschiebungen: 
(fOu), (fOu)*, (fAw , (fAw)*: 
Ich sage, dass unter ihnen nur 
(II) (fA) 
irreducibel ist und also zum Systeme S, gehdrt. Die Reducibilitat der 
anderen Formen folgt niimlich aus nachstehenden Rechnungen. 


I. Reduction von (fAu)*. 
3 (fu)? = (abc)2d,? + 0,2 ce? (adu)? + * ag bz ¢y? (adu)(bdu) 
16 ( 15 5 ( \ 
= (abc)*dz* jas bz Cz? (adu)(bdu)+ FA Cz” (d, (abu) —uy (abd))*} : 
2(abc)*c,?d,* (dz (abu) —uz(abd))? = c,*?c,* dz" (dz Uy — Uz dy)? = 0; 


z (fOuy = (abe? arbre,” d,?(adu) (bdu) 
= zbz Ce? dz (abe) (adu) (bdu) {2 a, (bed) + ¢,(abd)} =U,+U, 
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U, = (abe) (adu) (bed) azbs te dz {Dx (udu) + ue(abd)} 5 
U, = (abc) (bdu)* (aed) az? bz¢,? dz = — (abe) (adu)*(bed)azb.*e,'d ; 
2U, = uz - (abe) (adu) (abd) (bed) azbz cz? dz 


= — 5 tte? + (abe) (abd) (acd) (bed) azbeCede 


1 - ae ts 1 9 Ss C4 ee 
ee? 19 Me" }—2fr as aap 8 f oe us? | — 3 f+ gf \=syifu.’; 


ifu, 
U; _ 64 ) 
U, = (abd) (abf) (adu) (bdu) az brd, = — ; feu? + a fu,? 


ae 1, 9) ae 
=—F5 G7 b,,” Uy? jas* b,? — ~~ (avbz — bydx)*t + z= fu,? 


isa is futs* — ‘ (Opzx)’; 
Bs case 1 
U; + U, —_ — fue Lala 32 (Opa)? } 


—* ifu, Ri, . 
(fAu)? = — —3— — 6 (Oz). 
Ll. Reduction von (fAu)'. 


— + (fu) = (abe)? > (dau) (dbu) (dew) debe + — (dau)*(dbu )bats't ds 


= (abc)*d, \(dau)(dbu) (deu) dz bzlx 
+ fo = ( dau) {dz(beu) —uz (bed) | 
= 2(abc) (dau) (dbu) az by cy dy (bed) (acu) 
ot 5 ay? dy dz (dau) {dz Uy — Wally? = 0; 
(fAus = 0. 
III. Reduction von (Afu)'. 
(Afu)! = (abc)? (adu)? } : cz” (bdu)? + *. bz Cz (bdu) (cdu)t 


= (abc)? (adu) bec (bdw) (edu)+ z (dz (beu) — uz (bed))* 
( 10 


= (abc)*(adu)? (b du) (edu) bre, + = 


= 2(abc) (abd) (acu) (adu) (bdu) (edu) bece 


a,?(adu)* (dz tly —Uzdy)* 


= (ACU)? Ay Cy Uy? Oe Cx = (ACU)? Uy? Jar? Cx? — 5 (Ay Cx — Cra)’ 


1 2 »\2 1 . 
=— {wut (vr,2) =H 


3°? 


(fu)! = 5H. 
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Ich habe dabei, wie man sieht, 
9 2/ 9 1 / 9 
Uy? Uy; (vv, x)? = — — H (symb.H,' w,”) 
gesetzt, 
Man beachte noch zweierlei Folgerungen aus den nun bewiesenen 
Formeln: 
» \e é ‘ 1 “ _T 1 
(Afu)?= — Gf- ue —{_(Opz)?; (Afuy=—0; (Afust= | H. 


Zuniichst niimlich ergiebt sich, dass (a Au)? ein Reducent ist. Sodann 
aber findet man folgende Relationen, von denen ich spiiter Gebrauch 
machen werde: 


(abA)? a,2b,2A,! = =$ fr; A= as f; 
@x' (az As Mor Azas)* a,” A.! =— : (O’ px)’; (O*px)' a 3° ii 4if*. 
§ 9. 


Das System S,. Vierter Theil: Formen mit fiinf oder mehr Symbolen. 
Stimmtliche symbolische Producte, welche einen Factor (abe) und 


dabei mehr als vier Symbole enthalten, sind, wie ich jetzt zeigen werde, 
reducibel. 

Offenbar ist dies nur fiir Producte mit 5 Symbolen nachzuweisen, 
da es fiir die tibrigen dann von selbst folgt. Die Producte mit 5 Sym- 
bolen entstehen aber, von reducibelen Formen abgesehen, durch Fal- 
tung aus: 


(fOu) - f= aA,*(aAu) bz". 

Es sind also nur folgende Formen zu beriicksichtigen: 

U, = a,*b,3 (abu) (aAu)&,>; U, = a,3(adu)(bAu)*b2A,'; 

U, = a,°(aAu)(bdu)b,A.?; Uy = a3 (adu)(bAu)' dz. 
Von diesen sind U,, U,, U, reducibel, weil sie den Reducenten (b Aw)? 
zum Factor haben. Fiir U, aber hat man die Formel: ; 

2U, = a7b2A,*(abu){A, (abu) — uz (abd)} 
= A- a,*b,* (abu)? — uz - a,*b.2A,° (abd) (abu). 

Meine Behauptung ist also erwiesen. 


§ 10. 
Definitive Gestalt des Systems S,. 


Stellen wir zusammen, so umfasst das System S, bei der all- 
gemeinen, terniiren, biquadratischen Form nur folgende Bildungen: 


8, : f, ©, Z, §, &, Gf). 
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Drittes Capitel. 
Die besondere biquadratische Form ~,*x, + 2,°x, + 2,°2,. 
§ 11. 
Definition und charakteristische Eigenschaften. 

Wenn man fiir die besomdere Form 
f= @° x, + 2,° 2, + 2,52, 

9 = 2(f fu)! = w! 
berechnet, so findet man: 


gy = uu, + uu, + u,3u;. 
Des Weiteren ergiebt sich: 


die Covariante 


Fs 1 . ; as 
fe” = 8 Uz*, Faas 3 fy' == |, 
Zwischen den so berechneten Formen besteht also die Relation: 
(LV) fy? — = + ue? = 0. 


Dass diese Relation fiir f charakteristisch ist, werde ich bei spiiterer 
Gelegenheit zeigen. Kinstweilen nehme ich sie als Definition der im 
Folgenden zu betrachtenden Form /, indem ich das System der terniiren, 
biquadratischen Form f = a,‘ unter der einzigen vereinfachenden Be- 
dingung aufstellen werde, dass die Relation (IV) erfiillt sei. 

Aus dieser Bedingung ergiebt sich sofort: 

2(ppx)' = 4(a,b, — baz)! = 8a,'b,! — 32a? a, - by bd, 
+ 24a, x,? - b,?b.? = if. 

Die Form if héngt also geradeso von m ab, wie p von f. Hieraus 
folgt allgemein: Hat man ein symbolisches Product P, welches 

@, 0, C, +++, Wy May Ban °° %s B @ 
enthilt, und man ersetzt diese Gréssen resp. durch: 

V, Vy, Voy °° +, 00, 6D, tC, -++, 4, 2, 
so erhalt man eine Form Q, die ebenso von p abhiingt, wie P von f. — 
Ich werde diesen Process, durch den man Q aus P erhiilt, als Ver- 


tauschung bezeichnen; durch ihn gehen reducibele Formen in reducibele 
Formen und Reducenten in Reducenten tiber. 


§ 12. 
Das System S, der besonderen Form /. 
Aus dem Vertauschungssatze folgt, dass das System S, unserer 


Form / jedenfalls nicht grésser ist als dasjenige System, welches aus 


S, (§ 10): 
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f, 9, K, j, A, (f&u) 
durch Vertauschung hervorgeht. Aus f entsteht dabei m, aus O die 
in § 8. eingefiihrte Form H. Die aus K hervorgehende Form will 
ich LZ nennen. Aus j, A, (fAu) ergeben sich 


i(9) = 5 (pHx)'; A@)=— > Hg’; (A), 9, 2). 
Ich will nun zeigen, dass diese letzten drei Formen die Invariante 
i zum Factor haben, so dass also das System S, von f nur folgende 
drei Formen umfasst: 
S,: 9, H, L. 
Hierzu dienen nachstehende Rechnungen. 
Zuniichst ist: 


3 9 1 9 9 9 9 
=e Ay! = (abe)? { z ay? b,? ¢,? + : as brtebeCe} = 0; 


2 _ 2\ 
a,* by by Cx f 


3 ’ 2 3 
- A,> = (abe)*u,* { ; Ay by Cy hz Dele + ; 


1 a 
= — = (abe) ty dra, (beey — Cz b,)? 


1 9 9 " 
= — {9 Gi Mr Ge dy (VY zy = 0; 


3 ° ” 9 1 9 ¢ 9 4 9 
7 Ay? = (abc)*u,? { % a,*b.? 2? + 5% b, dz bx a} 


2 , * 
= (abe)*a,*u,* {b.?e,? ae (bee, — cxb,)? 
i Ee ae a . he 
== (abu)*a,? b,? — 5 Oy ha? ty? (vy, «)? = — mn QO; 
3 b Pee ih ae ag 4 
= Ay = (abe)? dy dz bz? Cy? U,3—= (abe) ay az bz? Cy? uy? {a, (beu\—2b,(acu ' 


= (abc) c,?u,?(beu) { dy? dy b,? + 2a,b, a," b.} 
= (abe) cx?uy? {2,2 azb.2 + azb,? — de(avbe — byaz)?} (beu) 


i \o ‘ 9 1 ‘ o/s ” \ 
=z (beu)usbs?c.? — g (abe)c,*u,* (dvb, — by dz)” (tx (abe) 
— ¢z(abu)) 
v 
=— . Ou, — 


=. Cy, Cz? Uy? (Vv, c)? {Utz Cy, — Cy Uy, 


1 
4 
i Eis 
= — 3g Otte — aq fax 
Es folgt also, dass A, ein Reducent ist. 
Ferner ist: 
‘ 1 
4, (adu)' = ; H, 


also 


(aAdu)th,?u,? = ; H,?; 


4.7? (ay Az — A,az)' = z (pHx)'; 
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Hy, = £ (aOu)* =— 3 293 
(op Hx)' = 6a,'A,° — 24a,3a,A,4,' + 56a, a, APA! 
— 24a,a,,A A+ 6a,AA,A,? 
=4 > iA—6iA44 iA =3id; 


> 


somit : 
A(y) = 1); J() = tA; (A), 9, 2) =i, 9, 2), 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Man sieht, dass 


j, 4, (fu) 


durch Vertauschung in 


A, Jj, (9M) 
iibergehen. Man schliesst hieraus, dass den Formeln: 

: e if ° 1 \9 1 As 
(fAu)’ be nie ry v2" — 6 (Opx)’, dy : ign 6 ur ® a a fn, 
(fAu) = 0, Ay? = — +. @, 
(fAu)' = + H, Ayi=0, Ayi'=0 
durch Vertauschung folgende entsprechen: 

° 9 } 9 1 . 9 . 1 1 
(jp2) = — — ‘te — > (fHuy, f=—% tle H — ; 4, 

‘ P 9 1 
(jpa)* — 0, P=-— 2 H, 

(jp)! = +0, Punt, Eeuae, 


dass also (jva)? und a; Reducenten sind. 


Sn 


15. 
Das System S,. Einleitung. 


Es handelt sich nunmehr, um auch das System S, und damit das 
volle Formensystem von f zu haben, nur noch darum, das System S, 
und das System S, zu combiniren. Man hat also, theoretisch zu reden, 
alle Formen: 


[* 0% K% j% Aw (fAu)® =A, gp He Ls = B 
in symbolische Producte zu entwickeln und dann die Producte A - DB 
in der Art zu falten, dass bei jeder Faltung ein Factor von A und 
einer von B verwendet wird. 

Diese Faltungen veriindern 


Agty, (abu) Uy, Ge(vr,x), (abu) (vr,2), 
resp. in: 


Ay, Aybe —DyOz, yy, — UyAy,, Ayby, — byay,. 
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Ich nenne die Zahlen, welche angeben, wie viele solehe Faltungen 
man vornehmen muss, um eine bestimmte Form P zu erzielen, be- 
ziehungsweise 

17 Yo, Ts. % 
und bezeichne diese r, zusammen mit den Exponenten a, 6 in den 
A, B als die Charaktere von P. 

Da man bei den Faltungen die verschiedenen Factoren von A und 
B verwenden darf, so giebt es im Allgemeinen viele Formen P, welche 
dieselben Charaktere haben. 


§ 14. 
Anordnung nach Charakterensystemen. 


Die somit eingefiihrten Charaktere dienen mir dazu, die Formen 
P einer bestimmten Anordnung und damit das System S,, welches 
wir suchen, einer genauen Definition zu unterwerfen. Ich will nimlich 
diejenigen P voranstellen, bei denen die Summe r, +7, +7, +7, 
einen kleineren Werth hat, ferner unter solchen P, bei welchen 
r,+r.+7, +7, denselben Werth hat, diejenigen als einfacher be- 
trachten, bei denen 7, kleiner ist. Das System S, umfasse sodann alle 
diejenigen P, welche sich nicht durch einfachere (vorangehende) aus- 
driicken lassen. 

Die hiermit getroffene Verabredung ist zweckmiissig, insofern man 
fiir jedes Charakterensystem jedenfalls nur ein P zu beriicksichtigen 
braucht. Denn, haben P, und P, dieselben Charaktere, so ist P,— P, 
das Aggregat einfacherer P. 

Insbesondere hat man hiernach die Regel: dass ein Charakteren- 
system, welches auf nur ein reducibeles P fiihrt, weggelassen werden 
kann. — Dies tritt zumal ein, wenn ein zerfallendes P vorhanden ist. 
Dies ist z. B. der Fall, wenn man die Zahlen r,, r,, 7,, 7, so klein 
wihlt, dass schon ein Theil der Factoren von A, B fiir sie ausreicht. 
Wir diirfen daher im Folgenden voraussetzen, dass zu den in Betracht 
kommenden Faltungen jedenfalls alle Formen gebraucht werden miissen, 
die Factoren von A, B sind. 


§ 15. 
Inhalt der folgenden Paragraphen. 


Ks handelt sich nunmebr darum, auf Grund der getroffenen Ver- 
einbarungen alle iiberfliissigen P auszuscheiden. Ich werde dies in den 
folgenden Paragraphen in der Weise ausfiihren, dass ich zuniichst eine 
Reihe von Beschriinkungen aufstelle, denen man die Charaktere «, B, r 
unterwerfen kann, und unter den dann noch mdglichen P auf Grund 
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specieller Rechnung jedesmal die reducibelen entferne. Im Schluss- 
paragraphen (§ 20.) habe ich das so resultirende System S, mit den 
friiheren S,, S, zu einer Tabelle vereinigt. 


§ 16. 
Die Charaktere «,, «, und a. 


Zuniichst behaupte ich, dass man alle Charakterensysteme weglassen 
darf, bet denen eine der Zahlen «,, a, & von Null verschieden ist. 
Zuniichst nimlich, wenn «e, > 0 oder a, > 0, so hat P den Reducenten 
A, zum Factor.*) Hieraus folgt, dass S, tiberhaupt keine Form ent- 
hilt, bei deren Bildung A betheiligt ist. Also tritt, nach dem Ver- 
tauschungsprincip, auch keine Form auf, bei der j betheiligt wiire. 
Und somit kann auch «, immer = 0 genommen werden. 


§ 17. 
Der Charakter 7. 


Ich sage ferner, dass fiir 7, >0 nur r,=1 und r, = 17, = 7, =0 
eu beachten ist. 
Man hat niimlich folgende Formeln: 


—— a : 
Ay? Az Uy? = | Ue", 


0,2 0,2u9?u,? = — — H, 
0,°0,(Pva)ugu,? = 0, 
0,°0,(tvx)? uy = — iu 
0,70,2(Prvx)usu = 0, 
o 0,°0,? (dz)? = — 
aus denen hervorgeht, dass die Ausdriicke: 


G,*, 6,’, 0, (dvx) 
und also auch: 
ay*, ay,(aHu) 

Reducenten sind. Fiir r, > 1, oder fiir r, = 1 und r, > 0, oder 
vr, > 0, oder r, > O entstehen aber P, welche solche Factoren haben, 


Unter den Formen mit 7, > O sind hiernach nur folgende in Be- 
tracht zu ziehen: 


*) Eine Ausnahme bilden nur die Charakterensysteme, bei denen 1, = 0 ist, 
dieselben fiihren auf zerfallende Formen, 
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fos fa3 {13 9%; On; 92; Ky; Kn; Kz. 
Aber auch noch K, kann weggelassen werden, da es nach § 3. redu- 
cibel ist. 


§ 18. 


Der Charakter +. 


Aehnlich schliesst man, dass alle P reducibel sind, bei denen 
r, > 0 ist. In der That, man hat: 


On = — 8us*(vy, 2)? 0,029 Uy Uy? = — 89 (vv, 2)O,O,> Uy tr,” fr, (OY, 2) 

— Uy (Fux) + u, (Ov v1)} ’ 
Ho = — 8ug(v vy, x) (Fvv,) O,'u,? u,?—= 16 U9 (vv, x) U,? U,,? 0," (Pv, 2) O,, 
06? = — 8(#vv,)? 0,4 u,? 2 = 16 (Fvv,) (Fr, x2) 0, 0.7 u,? u,,, 


(OH x) 0,°u9 Ho uy* = 160,0,% U5 (tr v,) uray’, 

(tnx) O,'u,* HzHs = 164,b,?u,°b, H, (ab). 

Aus den in diesen Gleichungen links stehenden Formen entstehen 
durch Faltung lauter solehe P, bei denen entweder yr, > 0 und r, > 0 
oder r, > 0 und r, > 0, also nur reducibele Formen. Somit ist Hy» 
ein Reducent. Aber alie Charakterensysteme, bei denen 7, > 0, fiihren 
auf Formen P, die diesen Factor haben. 


§ 19. 
Die Charaktere *, und 7,. 


Die Untersuchung der Formen P, hei denen vr, > 0 ist, gestaltet 
sich etwas umstiindlicher. Die betr. Formen entstehen durch Faltung 
aus den Producten: 

Q — 0% K% gh He» LPs, 
indem man Factorenpaare (abu) uw, in a,b, — b,a,z faltet. 
Man beachte nun Folgendes: 


> 
1) Ist eimer der Charaktere r,, 7,, 7, > 0, so entstehen nach 
§ 17. u. 18. reducibele Formen. 


2) Die Quadrate K? und LZ? sind nach § 3. ganze Functionen 
anderer Formen. 


5) Ebenso sind die Fille wegzulassen, in denen: 
B, + B, + B; > 1, 


9 
a, > od, 


oder 


oder gleichzeitig 


@+a,>2, B+ p,>1 
ist. Denn dann entstehen P, welche die Factoren haben: 


y, H, L, 0, K, (pOzx)’, (HOx)’, (O?gx)', (0° Hx)', (LO*2)’. 
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Somit diirfen wir r, = 0, r, = 0, r, =O nehmen und uns auf 
folgende Producte @ beschriinken: 
Og, Og, OH, O'H, OL, OL, OL, Ko, KH, KL, OKg, 

OKH, OKL. 
Aus ihnen entstehen durch Faltung die Formen: 
(Ox), Oz)’, (px), (O’ pz)’, (OHx), (0 Hx)’, (0? Hx)’, (0? H2)', 
(OLz), (OL), (O°? Lx)’, (0? Lz), (0? Laz), (08 Lz)®, 
(KL), (KLz)', 
(OK, s ) x), (OK, H, x)*, (OK, L, x), (OK, L, x). 
Aber viele unter diesen Formen sind noch reducibel., Nach § 3. 
lassen sich 
(OLz), (Lz), (OL), (Kz), (KHz), (KLz), 
(OK, L, x), (KLzyP 
durch andere Formen ausdriicken. Ferner ist nach § 8.: 
(O° x)! = 3A? — 4if? 

also auch (O?q2)' und (KO, g, x)* reducibel. 

Von den P, bei denen v, > 0 ist, sind also nur folgende in das 
System S, aufzunehmen: 

(Opz), (Oz), (O’gx)*, (OHx), O(Hx)’, (0? Hx)’, (0? Hz)", 
(OLa)’, (O° La), (8 La), 
(Kp2), (Kpa)', (KHx)', (KH2)’, (KL2), (OK, H, 2), 
(OK, L, x)’. 
Aus ibnen erhilt man durch Vertauschung die neuen Formen: 
(fHu), (fHu)*, (fH?w', (0Hu), (OHu)*?, (OH?u)’, (OH*u)', 
(HKu)*, (H*? Ku), (H° Ku), 

(fLu), (flu), (OLu), (0 Lu)’, (KLu), (0, HL, u)', (K, HL, wu)’. 


Dies sind die Formen von S, bei denen r, > 0 ist. 


§ 20. 
Das volle System S von /. 

Das System S, von f wurde in den letzten Paragraphen vollstiindig 
aufgestellt. Es umfasst die Formen der §§ 17. und 19. Das volle System 
S von f besteht aus S,; und den in § 10. bez. § 12. aufgestellten S, und 
S,. Wir erhalten somit fiir S eine Tabelle, die hier beigegeben ist 
und den Abschluss meiner diesmaligen Untersuchungen bildet. 


Erlangen im August 1880. 
Mathematische Annalen, XVII. 
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Ueber die Normalformen dritter und fiinfter, Stufe des 
elliptischen Integrals erster Gattung. 


Von 


Luier Brancur in Parma. 


In einer der Miinchener Akademie vorgelegten Note,*) die 
p. 131—138 des vorliegenden Annalenbandes abgedruckt ist, hat Hr. Prof. 
Klein den allgemeinen Begriff einer Normalform n'«' Stufe des elliptischen 
Integrals erster Gattung begriindet und insbesondere der Resultate gedacht, 
welche ich fiir die fiinfte Stufe gewonnen habe. Im Nachfolgenden 
denke ich diese Resultate zu beweisen und nach verschiedenen Rich- 
tungen zu vervollstandigen. Ich bin dabei zunichst ausfiihrlich auch 
in eine Behandlung der dritten Stufe eingegangen. Die dabei ent- 
stehenden Ergebnisse sind freilich bekannt; aber sie erscheinen unter 
neuer Form und sind in derselben fiir die spiitere Untersuchung der 
fiinften Stufe niitzlich. In aihnlicher Weise sollen beide, die dritte 
und die fiinfte Stufe, wie ich hoffe, Anhaltspunkte zur Behandlung 
auch der héheren Stufen bieten. 

Herrn Prof. Klein habe ich fiir vielfache Anregung und Unter- 
stiitzung bei meiner Arbeit an dieser Stelle meinen besten Dank aus- 
zusprechen. 


Abschnitt 1. 
Die dritte Stufe. 
§ 1. 
Definition der Curve dritter Ordnung. 


Den allgemeinen Erérterungen der citirten Note gemiiss setzen 
wir fiir n = 3, unter 2), %,, x, homogene Coordinaten verstanden**): 


*) Ueber unendlich viele Normalformen des elliptischen Integrals erster 
Gattung, Sitzuug vom 3. Juli 1880. 

**) Ich wiinsche gleich hier auf eine Abweichung der im Texte gebrauchten 
Bezeichnung von der Weierstrass’schen aufmerksam zu machen. Ich bezeichne 
mit @,, @, die Perioden, fiir welche Weierstrass 2@, 2’ schreibt. Ebenso 
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OX, = 6 (U—a,) - 6 (u—a,) - 6 (u—as), 
ox, = 6 (u—b,) - 6 (u—b,) - 6 (u—D,), - 
OX, = 6 (U—C,) + 6 (U—e,) - 6 (U—C,). 


Dabei muss 

Za=ZTb=—ze 
genommen werden, damit die Verhiiltnisse der x doppeltperiodisch 
sind. Wir werden im Folgenden in bekannter Weise von dieser Be- 
dingung abgehen, indem wir nur 


2a=2b= Ze (mod. @,, @,) 
setzen, dafiir aber die « mit passenden Exponentialfactoren behaften. 
Ueberdies wollen wir, was gestattet ist, der Einfachheit wegen 
(1) Za = 0 (mod. @,, @,) 
nehmen. 

Dass zwischen den hier eingefiihrten x eine homogene Relation 
dritten Grades besteht, dass also unsere Formeln, unter w einen ver- 
ainderlichen Parameter verstanden, eine ebene Curve dritter Ordnung 
darstellen, ergiebt sich auf Grund des bekannten Hermite’schen 
Satzes. Denn es lassen sich aus den drei x zehn Glieder dritter Ord- 


nung herstellen und jedes dieser Glieder wird nur an neun Stellen 
des Periodenparallelogramms Null. 


§ 2. 
Die 9 Wendepunkte und die 4 Wendedreiecke. 


Der Bedingung (1) entsprechend erhilt man aus dem Hermite’- 
schen Satze (oder dem Abel’schen ‘heoreme), damit drei Punkte 
U,, Uy, U, der Curve auf einer Geraden liegen: 


2) u, + U, + uy = 0 (mod. @,, @,). 
Es giebt also den Argumenten 
Pap ie (p,q=9, 1, 2) 


setze ich 7, yy statt der Weierstrass’schen 27, 27’. Die Grundformel fiir die 
c-Function lautet also in der Schreibweise des Textes: 


C7) w, 
m (ut % (¥ +> 
(D o(u-+@,)=—e ( prin 6(u-+@-) = — e ( oe 
oder allgemein: 
MO, NO. 
(I) 6 (u-+-mo,-+-no,) = (— rrr : emntn No) (ep en ) -o(u), 


wo m, » zwei beliebige ganze Zahlen sind. Zwischen 7,, 72; w,, @, besteht dann 
die Relation: 
(Il) 1 G2 — NeW = Zin. 


Es geniigt, diese Fundamentalformeln zu kennen, um alle im Texte vorkommen- 
den Rechnungen zu controliren. 


16* 
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entsprechend neun ausgezeichnete Punkte, die Wendepunkte, in denen 
eine Gerade unsere Curve dreipunktig schneidet. 

Diese Punkte vertheilen sich, wie bekannt, viermal auf die drei 
Seiten eines sog. Wendedreiecks. Eins dieser Wendedreiecke enthiilt 
auf seinen drei Seiten bez. folgende Punkte: 





@s 2@» 
0, i 3 
dann: 
ny + @, w + 2a, 
3” s 3 3 ’ 
endlich: 


2a, 2a, + ws 2a, + 2a, 
a ee ee 


Wir wollen dasselbe A, nennen und symbolisch schreiben: 
| 900 OL 02) 

(3) A. il oo Hn wl 
|20 21 22 


. 





Die anderen Wendedreiecke erhilt man am einfachsten, wenn man die 


Perioden @,, @, irgend einer linearen Substitution unterwirft: 
oO, = ao, + Ba, (ae — fy — 1) 
@, = y@, + Ja. 


Dabei werden nimlich die 9 Wendepunkte, wegen der Periodicitiit 
der Curve, auf gewisse Weise permutirt und es gilt nur, sich von der 
Art dieser Permutation Rechenschaft zu geben. 

Zuvoérderst sieht man, dass zwei Substitutionen, welche modulo 3 
iibereinstimmen, dieselbe Permutation der Wendepunkte erzielen. Denn 
es ist: 

p(x @,-+ Boy) + Q(ya,+8a,) __ p(c’ a+’ @,) + 9(y’ a+ 9" wy) 
3 oe 3 


sobald 


(mod, @, , @,), 


, 


a=—e«, B=p, y=r, @=O (mod. 3). 
Ks giebt also, den verschiedenen Liésungen der Congruenz 
(ad — By) =1 (mod. 3) 
entsprechend, nur 24 verschiedene Permutationen der Wendepunkte. 
Man weiss ferner, dass alle Substitionen: 
a, =aa, + pa, 
a, =ya,+ doa, 
sich aus den beiden: 


(mod. 3) 


, 


@, = @, 


(4) [> @, + @,, (5) ‘“ =— @, 


, 
@, = @» ? 








— 
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zusammensetzen. Die erstere hat die Periode Drei, die andere die 
Periode Vier. Sie erzeugt wiederholt die ausgezeichnete Substitution: 


© peat, 
Nun bleibt A,, wie man sofort sieht, bei 6 Substitutionen un- 
geiindert, namlich bei (4), bei (6) und bei den Wiederholungen und 
Combinationen dieser Substitutionen. Es giebt also nur =4 Wende- 
dreiecke. Zuniichst entsteht aus A, durch (5) folgendes Dreieck, wel- 
ches wir A, nennen wollen: 

00 10 20 
a wun 
02 12-22 





(7) A, = 


? 





dann ferner aus A, durch zweimalige Anwendung von (4): 


0O 11 22) | 00 12 21 
(8) A,= 01 12 20/, A,=/01 10 22 
02 10 21 102 11 20 


Siimmtliche Dreiecke bleiben bei der Substitution (6) ungeiindert. Im 
Uebrigen aber sind die Indices zu ihrer Bezeichnung so gewahlt, dass 





der Substitution (* 6) entsprechend A, in A, iibergeht, wo 
_e , - 6 ‘ 
(9) v= te (mod. 3). 


Die Dreiecke & permutiren sich also, wie die Wurzeln der Modular- 
gleichung fiir Transformation dritter Ordnung. 


Beziehung der Curve dritter Ordnung auf ein Wendedreieck. 


Wir wollen nun ynsere Curve dritter Ordnung auf eine gewisse 
Normalform bringen, indem wir vor allen Dingen ein Wendedreieck, 
etwa A,, als Coordinatendreieck zu Grunde legen. Ich schreibe dem- 
entsprechend: 


—— 6 (w) -o(u— -o(u—="), 
0) fos, — a,c -0(e— $1) of 23%) o(e—42%), 


9 2@ ) ( 20 +) ( Son F Sem) 
_=<= 2mu, wee. ee BRM 28 Bes 
OL, Gs € m 6 (u 3 Olu 3 Olu 3 


Hier sind die Exponentialfactoren e™”, ¢%“ hinzugefiigt, um die 
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Quotienten der z doppeltperiodisch zu machen (wie oben bemerkt 
wurde). Ferner verstehe ich unter @,, «, zwei Constante, die im Folgen- 
den passend gewihlt’ werden sollen. Die Curve dritter Ordnung geht 
nimlich, wie man weiss, durch 18 lineare Transformationen in sich 
tiber. Ich bestimme a,, a, so, dass sich diese linearen Transformationen 
in den x miglichst einfach ausdriicken. Dies auzufiihren ist der Zweck 
des folgenden Paragraphen. 


g 4. 


Die 18 linearen Transformationen der Curve dritter Ordnung in sich. 


Bei der von uns gewiihlten Darstellung werden die 18 linearen 
Transformationen der Curve dritter Ordnung in sich bekanntlich er- 
halten, wenn man statt u 

pa, + qa, ¢ 
+u+ 3 (p,q=9, 1, 2) 
schreibt. Wir brauchen unter ihnen nur folgende drei, aus welchen 
alle anderen zusammengesetzt werden kénnen: 


, @. 
u=—uUt-— -— 


, , @ 
(11) u“u=—=—Uu, w=>uUu— as 


1 

3 ? 
zu untersuchen. Wir verwandeln, ihnen entsprechend, die Gréssen 
x (10) in z und bringen jedesmal die Argumente der 6 zu den 9 alten 
Argumenten vermége der Fundamentalformen (1), (I’) zuriick. Dabei 
wollen wir, wie in der Folge immer, wenn nicht ausdriicklich das Gegen- 
theil bemerkt ist, von Proportionalititsfactoren, die bei allen 2° gemein- 
sam auftreten, absehen, insofern ja zuniichst nur die Verhdiltnisse der 
« in Betracht kommen. So finden wir, den Formeln (11) entsprechend 


- (*® “> cy) 
a 2 37 
ry (— Ww) =— a (u), x (—u) = Stee 8? *”-a,(u), 
w, (7 
x, (—u) = © ua eer 


ee 


TMM 
(12) } %o (u— “) =aX(u), 2x (u = r ) — a -¢ © «a5 (u), 
a w CE te) 
ry (u— 3 )=—«, ba a "Ly (WU); 
@2 


Ly (u— ; ) == Z(t), 2, (u— on) = a? x, (uw), 


x,(u— *) = ax,(u). 





Hier ist 











vA 
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2a 
a=e % 
zu setzen. 


Offenbar werden diese Formeln am einfachsten, wenn.man 


et, ae ae m (= 3) Gm ate e ~ (@, + a.) 
setzt. Sie lauten dann: 
Ly (—u) =X (u), x (—u)—-2,(u), Ly (—U) = 2%, (u); 


(13) x(u— 9) =a, (uw), 2, u—< )=2,(u), a (u— ot) =x, (u); 
xy(u _ *) = (u), x (u— =a? X,(U), Ly (u—*) =a7,(u). 


Zugleich nehmen die Definitionsgleichungen (10) folgende Gestalt an, 
an der wir in der Folge festhalten wollen: 


C= 6 (u) 6 (u = *) 6 (u— Ses), 
(14) {oa, =o O om 6 (u—*!) «6 (u— MT). 6 (yu—_ +2) 


OX Lo = Eten G (uy —22 t). 6(u— sete). 6 (w— sete), 


? 


wo der Kiirze wegen: 


—_" 3 =D, e §& =@ 
gesetzt wurde. 
Wie zweckmiissig die so normirten @ sind, ersieht man, wenn 
man allgemein: 


0%, = w™ Orem ¢ (u— a )- 6 (u— Me, + @2 :) 
- Oo (4 mart 20) 
3 


setzt. Es ergiebt sich dann nimlich vermége der Fundamentalformeln 
(1), (0), dass x, = 2%, ist, sobald m =n (ani. 3). 


§ 5. 
Die Normalgleichung der Curve. 


Fragen wir jetzt, wie die Gleichung dritten Grades zwischen den 
normirten « (14) lautet, so ist zuerst zu bemerken, dass die linearen 
Transformationen (13) diese Gleichung in sich iiberfiihren miissen. 
Hiernach muss die Gleichung in Bezug auf die x symmetrisch sein. 
Ausserdem kénnen nur Glieder mit ,°, x,°, 2°, % %, 2, vorhanden 
sein. Denn andere Glieder wirden vermége der letzten Substitution 








240 L. Brancat, 


(13) Factoren @ oder a erhalten, und miissten also fiir sich Null 
sein, so dass man nicht eine Gleichung, sondern mehrere Gleichungen 
fiir unsere Curve hatte. Wir werden also nothwendig za der Hesse’- 


schen Gleichungsform der Curven dritter Ordnung gefiihrt: 

(15) > + 2,3+ 2,3 + 6aa,2,27,—0. 

Hier ist die Constante a eben durch (15) als Modulfunction (als Function 
von =) definirt. Unsere ganze Aufgabe ist nur noch, diese Modul- 


function zu studiren, und uns zu iiberzeugen, dass a die Tetraeder- 
irrationalitat ist. 


§ 6. 
Allgemeines iiber die Constante a. 


Zu dem Zwecke werden wir untersuchen, wie a sich iindert, wenn 
man die Substitutionen: 


(16) we npe tba peeebr—t) 

a, = ya, + da, 
anwendet. Und zu dem Ende untersuchen wir zuniichst, wie sich die 
x bei solchen Substitutionen verhalten, nachdem wir die Permutation 
der Wendepunkte und Wendedreiecke im Allgemeinen bereits in § 2. 
betrachtet haben. Hierbei wird die Eigenschaft der Function 6, bei 


linearen Substitutionen der @,, @, ungeiindert zu bleiben, von funda- 
mentaler Bedeutung. Da immer 


6(u,am,+Ba,, yO,+0@,) = 6(u, @,, @), 
so brauchen wir fiir unseren Zweck in den Formeln (14) nur die Ver- 
iinderungen der Argumente zu beriicksichtigen. 

Also haben wir jedenfalls: Die neuen x driicken sich durch die 
alten linear aus. Hieraus folgt sofort, dass sdimmtliche Werthe, die a 
annimmt, lineare Functionen des alten a sind. 

Ich sage aber, dass alle Substitutionen (16), die mod. 3 zur Iden- 
titdit congruent sind, a ungedindert lassen. Denn seien in (16) 


a=3m-+ 1, pB=3n, 
y= 3p, d=3q+1, 
so folgt, vermége der zweiten Formel (13): 


x, (u) = 2, (u _ @m+1) a+ 3N Wy ), 


o 


Lq (u) = 2, (u— Got ert omer), 


P : 1 : 
Xy (wu) =2,(u— ks Lert Sse) 
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‘und hieraus bis auf Proportionalitiitsfactoren : 
Ly = My, 2 = My, Ly = 2p. 
Die x bleiben somit ungeindert, und also auch a, was behauptet wurde. 
Ferner ist deutlich, dass a bei der Substitution 
a, =—@, @,=— o, 
ungedndert bleibt, da es, zufolge (15), nur von den Verhiiltnissen der 
x und also der @,, @, abhingt. 


Hieraus aber schliesst man in bekannter Weise, dass a iiberhaupt 
bei allen Substitutionen: 


(17) @; ne «+ Bw, 


@, 7+ da,’ 
die modulo 3 tibereinstimmen , identische Aenderungen erfdhrt. 

Wir wollen nun annehmen, was die folgenden Untersuchungen 
bestiitigen werden, dass a nur bei solchen Substitutionen ungeindert 
bleibt, die modulo 3 zur Identitiéit congruent sind. Dann nimmt a 
bei den Substitutionen (16) oder (17) im Ganzen 12 verschiedene 
Werthe an, die alle linear von eiyem abhiingen. Das heisst aber (auf 
Grund bekannter Siitze): a ist die Tetraederirrationalitét oder cine 
lineare Function derselben. — Ob das Eine oder das Andere eintritt, 
hiingt natiirlich nur von der Definition ab, die wir fiir die Tetraeder- 
irrationalitit annehmen wollen. — 

- Es gilt jetzt, diese allgemeinen Betrachtungen im Einzelnen durch- 
zufiihren. Zuvérderst betrachten wir diejenigen Substitutionen (16), 
welche A,, ungeiindert lassen (vergl. § 2.), hernach eine Substitution, 
welche A, in A, tiberfitthrt (vergl. ebenda), Dabei lernen wir neben- 
bei die interessanten Substitutionsformeln fiir die # kennen, welche 
dieser Ueberfiihrung entsprechen. 


§ 7. 


Verhalten von a bei den 6 w-Substitutionen, die A, ungeidndert 
lassen. 


Die sechs hier zuniichst in Betracht kommenden Substitutionen 
wurden bereits in § 2. besprochen. Es sind die folgenden: 


( 1, B ( —1, 86 
.- s7 0, —1/)? 
wo 6 = 0, 1, 2 genommen werden kann. 


Beginnen wir mit den Substitutionen ( 0” ‘) und bezeichnen 


mit 2 die transformirten x. Wir finden aus (13), von Proportionali- 
titsfactoren abgesehen: 


(18) Wy = Hy, By = APH, Hy = ay. 
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Somit wird 
(19) =a -a 
sein, und a wird also mit einer dritten Einheitswurzel multiplicirt. 


Bei den Substitutionen es “f ) muss sich natiirlich, weil 
i 


* abhiingt, ein analoges Resultat ergeben. In der That 


@ 
@ nur von - 
@2 


kommt: 

(20) Sy = Ly, Ly = OF r,, Ly = a, 
und also: 

(21) a =a-P-a,. 


§ 8. 
Uebergang von A,, zu A,. 
Unter allen Substitutionen, welche A, in andere Wendedreiecke 
iiberfiihren, will ich die eine (9? 0 ml herausgreifen. Aus ihr er- 


geben sich alle anderen durch Combination mit den Substitutionen des 
vorigen Paragraphen. 


Die (4 ? 0 ') entsprechenden transformirten 2 werden, zufolge 
? 


(13), folgenden Relationen geniigen: : 
Le (u — >) = 2%, (u), 2 (w = *) == 2%, (t), 2 (u — = ) =x, (u); 
Be (u ao S) ae Ly (U), (u + = ) =AX, (UW), Ly (u+ = \= a? a,'(u). 


Nun wird sich x, linear aus x, %,, #, zusammensetzen. Da aber die 
‘ : . , @ . . os oe iqeé 
Substitution uw’ = uw + 3 % im sich tiberfiihrt, dagegen, nach (13), 
die x cyklisch vertauscht, so kénnen wir (wieder von einem Factor 
abgesehen!) setzen: 

. Ty = Ly +X, + 2. 
Hieraus folgt: 

Se aeenaly. «,* : 9 a @ @ 

u, =X ut SF) = x (ut ) + a, (w+) + a, (w+ *) 
oder nach (13): 

a =X + ax, + a’ 2,. 


Ly =X + wx, + ax. 
Wir haben also folgendes schine Formelsystem gewonnen: 


Ebenso kommt: 


, 


Ly =%r Ut 2, 
(22) “= 4+ a4, + ex, 
=X + aa, + an, 
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das unabhiingig von seiner hier in den Vordergrund gestellten geo- 
metrischen Bedeutung als eine Relation zwischen 6-Producten beachtens- 
werth ist, und zwar um so mehr, als es sich bei beliebiger (ner) Stufe 
in ganz aihnlicher Weise wiederholt. 


§ 9. 
Entsprechendes Verhalten von a. a ist die Tetraederirrationalitat. 


Schreiben wir jetzt die Gleichung unserer Curve in der Form: 
ry? + 2% + 2,'* + 6a a, xa,’ = 0 

und vergleichen, nach Eintragung der Werthe (22), mit der urspriing- 
lichen Curvengleichung, so folgt: 
os , 1—a 
(23) a = Ta" 
Wir erhalten die Gesammtheit der linearen Substitutionen, denen a 
unterworfen wird, wenn wir (23) auf alle Weise mit (19) oder [was 
dasselbe ist] mit (21) combiniren, Dass dabei nur 12 lineare Sub- 
stitutionen entstehen, und zwar gerade diejenigen 12 Substitutionen, 
welche die von Herrn Klein Annalen XIV, p. 154 definirte Tetraeder- 
gleichung in sich iiberfiihren, dass also a sich mit der dort eingefiihrten 
Tetraederirrationalitiét deckt, ergiebt sich sofort durch Vergleich der 
Formeln. In der That, die 1. c. angegebene Tetraedergleichung 


o 
lautet, sofern man a statt —* setzt: 
2 


(24) * J:J—1:1=—64(a'—a) 
: (8a°-+ 20a* — 1)? 
: — (8a*+1)5, 


eine Gleichung, die sowohl bei (19) als auch bei (23) ungeiindert bleibt. 


§ 10. 
* Die Tetraederirrationalitét durch o-Functionen ausgedriickt. 


Man erhilt, wie ich zum Schluss zeigen will, einen eleganten 
Ausdruck fiir @ in 6-Functionen, wenn man den Ausdruck 1 + 2a, 
der ein Factor der Discriminante (des Nenners von J in (24)) ist, 
betrachtet. Zunichst hat man: 

OR) Dp — Boyle — (99 + 4° + 29%) 
(25) 1+2a= ac 


_ (@o FH HF Hp) (Lo HE ly FO? Hy) (Hy $F Pay FO Mp) | 
32 Hy Le 





Die hier im Zihler stehenden Ausdriicke sind nach Formel (22) den 
folgenden 6-Producten proportional: 





— 
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6(u) - 6 (u — *) o(u <3 =), bez. 


o, O, 
2% phate os a~¥ 
ae . ) 6 (up *) . 6(u+ a sr) . o(u + — : ee), 


und 


2% 
- = (@, — @.) 
are 


e *%“¢g (u a see) : o(u + Soo ). o(u+ so). 


Es gilt, jetzt auch noch den Proportionalititsfactor zu bestimmen. 


Derselbe muss jedenfalls den Factor e—™)“ enthalten, donnit SS: % 


eine doppelt periodische Function ist. Ausserdem enthiilt er einen 
constanten (d. h. von w nicht abhiingigen) Bestandtheil, den wir durch 


Betrachtung besonderer Werthe von u (2. B. u= *) als 


@, 
N2@_— MO, 6 3 
(a—a’)-e . -— 


(3) 


Die so erhaltenen Werthe tragen wir, zusammen mit den Aus- 
driicken (14), in (25) ein und fiihren schliesslich die Argumente der 
im Zahler stehenden 6-Functionen vermége (13) auf die alten zuriick. 
So ergiebt sich: 


bestimmen. 


(ray bean a(S) 
1+8em%—2 . 5 : 


e 6 


3 G »( 2") 
NS 
ma —no 6(S') 


, = 3 
26 1 2 L= 3 3 -e 6 6 uneninmeliagtin @ 
( ' + ; V o(*) 
3 
In ithnlicher Weise ergiebt sich fiir die beiden anderen Factoren der 
Discriminante: 


oder: 


th —(%i-+ 2) er) ( = = *) 
‘ ? 
M2 
# (3) 
3 
2a 
Mz Wo — (m +2 No) (eo, + 2 eo) o( Tie. ) 
6 _ ; 


“(3) 


(27) 1+2aa=iy3-e : 


(28) 1+ 2aa=—iy3-e 
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Abschnitt II. 
Die fiinfte Stufe. 
§ 11. 
Die Curve finfter Ordnung und die sechs fundamentalen Pentaeder. 


Bei der fiinften Stufe muss man eine Curve fiinfter Ordnung im 
Raume von vier Dimensionen in Betracht ziehen. Die homogenen 
Coordinaten 2 : %,:%,:%,:%, eines Punktes dieser Curve entnehmen 
wir den Formeln: 

0% = TIo(u — a), 
ox, = Tla(u — Di), 
ox, = Tlo(u — «&), (@ 
ox, = Tlo(u — d;), 
ox, = lo(u — @), 


! 


1,2,-+-5) 


wobei 
2a; = ab; = DC; ss 2d; = Le;. 
So wie im ersten Paragraphen des ersten Abschnitts ist zu be- 
merken, dass, wenn die Behaftung der o-Producte mit Exponential- 
factoren gestattet wird, statt letzterer Bedingungen nur folgende er- 
fiillt zu sein brauchen: 
24a; = 2b; = 2e, = Ad; = Ze; (mod. @,, w,). 

Der Einfachheit wegen nehmen wir im Folgenden: 

(29) a; = 0 (mod, @,, w,). 


Dann lautet die Bedingung dafiir, dass fiinf Punkte u,, w,, u,, w,, u; 
der Curve auf einer Ebene liegen, einfach: 


(30) u, + uU, + uz + uy, + u;, = 0 (mod, w,, @,). 
Fragt man also, ob es Ebenen giebt, welche die Curve in 5 zu- 


sammenriickenden Punkten schneiden, so sieht man unmittelbar, dass 
25 soleche Punkte vorhanden sind. Dieselben haben die Argumente 





Pa + GO, 
5 ? 


wo p,q=0, 1, 2, 3, 4. Diese Punkte bezeichnen wir als die singu- 
liiren Punkte der Curve. 

Legen wir durch vier singulire Punkte der Curve eine Ebene, so 
ist der fiinfte Schnittpunkt, wegen (30), wieder ein singulirer Punkt. 
Wohl kann es sein, dass dieser fiinfte Punkt mit einem der vier iibrigen 
zusammenfallt. Eine leichte Abzihlung giebt als Anzahl*der Ebenen 
durch fiinf verschiedene Punkte 2130. Diese 2130 Ebenen ordnen sich 
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in mannigfacher Weise zu Systemen von fiinf Ebenen, derart, dass die 
fiinf Ebenen eines Systems zusammen alle 25 singuliire Punkte ent- 
halten. Ein solches System von fiinf Ebenen bezeichnen wir als 
Pentaeder. 

Unter diesen Pentaedern befinden sich nun insbesondere sechs, die 
ich als fundamentale Pentaeder bezeichne. Das erste derselben wihle 
ich ganz dem Wendedreiecke Az der Curve dritter Ordnung entsprechend. 
Der Formel (3) entsprechend ist dasselbe durch die symbolische Glei- 
chung definirt 


|00, O1, 02, 038, 04 
48). a Se 


(31) P. =|20, 21, 22, 23, 24 
30, 381, 32, 38, 34 
40, 41, 42, 43, 44 | 


Die anderen fundamentalen Pentaeder erwachsen aus diesem 
ersten, indem man @,, @, den linearen Substitutionen 


@, = aa, + Ba,, \ 


unterwirft. 
Kine Substitution, die mod. 5 zur Identitiit congruent ist, lisst 
P. ungeindert. Daher brauchen wir die a, 6, y, 6 nur in Bezug 
auf den Modul 5 zu unterscheiden und kénnen sie sogar so verall- 
gemeinern, dass nur die Bedingung auftritt: 
ad — By = 1 (mod. 5). 
Man sieht ferner, dass es unter den 120 modulo 5 verschiedenen Sub- 


ti a a, Bp ae , : ad 
stitutionen| °°. | zwanzig giebt, die P. ungeiindert lassen, niimlich 


Y> | 
diese 
|+1, B +2, 6 
32) | ~~ 7” =0, 1, 2, 3, 4). 
(32) 0,+1 ? 0,+3)’ (B ? 1, ? 3, 4) 








Hiernach entstehen aus P. in der That nur fiinf weitere funda- 
mentale Pentaeder. Man kann dieselben wieder so mit Indices be- 


haften, dass sich die P, bei den Substitutionen | F / wie die Wurzeln 
Y 


der Modulargleichung (fiir Transformation fiinfter Ordnung) permu- 
tiren, dass also P, der Art in P,’ iibergeht, dass die Formel besteht: 


(33) y= Tt (mod. 5). 
Zu dem Zwecke hat man zu setzen: 
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00, 10, 20, 30, 40! 00, 11, 22, 33, 44 
|O1, 11, 21, 31, 41 01, 12, 28, 34, 40 
P, =| 02, 12, 22, 32, 42|, P,—|02, 18, 24, 30, 41], 
03, 13, 23, 38, 43 03, 14, 20, 31, 42 
|04, 14, 24, 34, 44| 04, 10, 21, 32, 43 | 
|00, 12, 24, 31, 43| |00, 13, 21, 34, 42 
101, 183, 20, 32, 44 ips 14, 22, 30, 43 
(34) 4 P, =| 02,-14, 21, 33, 40], P, =| 02 , 10, 23, 31, 44], 
(03, 10, 22, 34, 41 03, 11, 24, 32, 40 
/04, 11, 23, 30, 42 |04, 12, 20, 33, 41 
00, 14, 28, 32, 41) 
Ol, 10, 24, 33, 42. 
P,=/ 02, 11, 20, 34, 43 - 
03, 12, 21, 30, 44) 
04, 13, 22, 31, 40 





§ 12. 
Beziehung der Curve auf das Pentaeder P... Die 50 Collineationen 
der Curve in sich. 


Legen wir jetzt das Pentaeder P,, als Coordinatenpentaeder unserer 
Curve zu Grunde und schreiben der Kiirze wegen 6,, statt 


6 (u — pa + , ae i), 


so kénnen wir unter Zufiigung oiled Exponentialfactoren setzen: 


a) 
3 
| 


G99 F1 F2 F3 Fos» 
OL, = HEM” - Gy Gy, Gyo Gig Giy, 
(35) Oy = HEP" » yy Gy, Gq Gy3 Gy, 
OL; = AO - Gy) G3, Gyo Gy, Gy4, 
QL, = HON” « Gyy Gyy Gyy Gyg Gyy- 


- 


Dabei sind die a@,, a, a, o, willkiirliche Constante, die nun noch 
mit Riicksicht auf die Collineationen der Curve in sich zweckmissig 
gewihlt werden sollen. 


Es giebt fiinfzig solche Collineationen, entsprechend den Formeln 


wa ftup POEIM | (yp, g—0,1, 2,3, 4). 





SS ae 
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In der That werden diesen Formeln entsprechend, mit Riicksicht 
auf (30), fiinf Punkte der Curve, die auf einer Ebene liegen, wieder 
in fiinf ebensolche Punkte iibergefiihrt. 


Analog wie in § 4. (des ersten Abschnitts) werden wir nur die 
drei Substitutionen: 


@. , @. 
: “u=-u—— 


(36) w=—u, wou, a 


aus denen sich alle anderen zusammensetzen, zu untersuchen brauchen. 
Man findet leicht: 





&y(— u) = — 2(u), 
3m 6n. 
— + 
+,(— 4) = mG C ) 2, (uv), 
y 2% 
es —a, 7 + 7) 
L,(— u) = -€ - &,(u), 
2 Os 
" 2m 
+o, (+ 
; x, (— u) = = -@e ( 2 5 ) * a» (u), 
3m, 6m, 
+o, — -— 
x,(— u) = - -€ Cs ines 
1 
@, 1 
xy(u—2 an oe (w), 
—. 
z,(u—) = -€ "+ Hy (8), 
tod —2y, 0, 
(37) ; 
x,(u = 1) — _ -€ " + a3(u), 
— thn. 
au 9)= Bee Pn, 
@, — Ahi + ot a +2, w. 
x,(u— ot) = — a@,-e * Ly (tt); 
Wg 
x)(u— 5 ) = x(t), 
w,(u _ *) = eé'z,(u), 
x, (u — **) = e'2x,(u), 





aa(u : é°24(u), 


@. 
x,(u - **) = éx,(u). 











, 
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Hier ist 


gesetzt. 


Verlangt man jetzt, dass bei der zweiten Substitution bloss eine 
cyklische Vertauschung der « stattfinde, so muss man die a@ den Glei- 
chungen entnehmen: 


— Mea —2mon — 3,0, 
1 « ~ oe a 5 ; a ae 
= ! e = 2 é . = 3 e 
ay Qe Qs ay 
—4noy, 


+) 


r 
* Sten +20 
== aye . 


Dies giebt, unter @ eine beliebige ganze Zahl verstanden: 


— 2m, orn as N, 


— 2m, — 1% 
10 2,.——_—- + 4. — 


ie : ite ill 5 10 

a, = — & -e ’ Gy == E08 - € ’ 
8. pg, SM 4. =n +16, RO 

a, = — ete . , a, = e@-¢ . 


Wir kénnen durch passende Annahme von g erreichen, dass auch 
die ersten Substitutionen nur Vertauschungen der x herbeifiihren. Zu 
dem Zwecke miissen wir @ = 2 wihlen. 


Wir normiren also unsere Ausdriicke fiir die # folgender Weise: 
QL) = Goo %1 For Fs Gos» 
QL, = FO EM” - Gy Gy, yy Gyy Oy, 
(38) QL, = TO EM" - Gy Gy, Gy Gy3 Gyy, 
0X, = BO" PN - Gy) Gy, Gyo Ogg Gyy; 


— 1EQ16 pAyn,u, 
OL, == DOM AM": Gy Gyy Fyy Gyz yy, 


wo 
— 20, 1% 
9 =~ d 10 
(39) oz —e > 6) =e€ 
gesetzt ist.*) 
Dann wird der Effect der 50 linearen Transformationen der Curve 
in sich durch die einfachen Formeln gegeben: 


%)(—u) = —a,(u), 2,(—u) = — a, (u), 2,(—u) = — 2, (u), 


(40) 13 (—U) = — 2,(u), %,(—u) =— 2, (u); 
ai(u — : ) = Xi41(U)5 au + = ) = 4; (u). 


*) Man kinnte allgemein schreiben: 


— arg miu , 
ex, = a" oO” e m0 %m1 m2 ms Gm4y . 
wo dann 
Ln = 2, 


sobald m m (mod. 5), 


Mathematische Annalen, XVII, 17 
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In der ersten Zeile ist rechter Hand das gemeinsame Minuszeichen 
beibehalten, weil diese Formeln absolut gelten, wenn u = 0 gesetzt 
wird, was im Folgenden zur Anwendung kommt. Die tibrigen Formeln 
gelten (wie dies friiher verabredet wurde) nur insofern, als man 
Proportionalititsfactoren vernachlissigt.*) 


§ 13. 
Die fiinf quadratischen Gleichungen zwischen den z. 


Von den 15 Gliedern zweiter Ordnung in den x sind nach dem 
Hermite’schen Satze nur 10 linear unabhingig. Die 5 iibrigen 
kénnen durch diese 10 linear ausgedriickt werden. Geometrisch aus- 
gedriickt haben wir also fiinf Flachen zweiter Ordnung, die unsere 
Curve enthalten. Es soll sich jetzt zuniichst darum handeln, diese 
fiinf Gleichungen fiir unsere normirten Verinderlichen (38) aufzustellen. 

Zuerst beweisen wir, dass zwischen den 10 Producten x; x, keine 
lineare Relation besteht. 

In der That, wiire eine solche Gleichung etwa 
(41) > dix HOPES 1p 0, 
so kénnte man sie in die finf Gleichungen spalten: 

yy % Ly + Ay, 7,2, = 0, 
yy LyX, + Ay XX, = 0, 


€ 
(42) Agg Ly X_ + Ay,%,%, = 0, 
Ay, Ly Xs + AyQ%, 2X, = 0, 
Ay Ly Ly + Ay, %,%, = 0. 


Man wende nimlich auf (41) die Substitution (40), welche 
“=u+t = entspricht, namlich «; — é 2; fiinfmal hinter einander 


an, So erhilt man fiinf Gleichungen, aus denen sich die Gleichungen 
(42) durch geeignete Combination ergeben. — Eine zweigliedrige Re- 
lation von der Art (42) ist aber unmdglich, weil z. B. weder x, noch 
x, nothwendig verschwindet, wenn x, verschwindet. Also kann auch 
(41) nicht bestehen. 


*) Um analoge Formeln fiir beliebige (nte Stufe) zu haben, setze man: 


_ 2-1 ho =m 

om—<e 2 n ; Ome 2n 
und 

ex, = a” eo” e™ mu Gm,0Gm,1 *** Gm,n—1+ 
Dann verwandelt die Substitution « —— wu (von Factoren abgesehen) a; in x,__;, die 

ae cian on ‘ ‘ . cial ie Og 
Substitution w= u — 5% iM Gi, endlich die Substitution wu’ = u + 5% 
2inz 


in *2,,woe=e” , 
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Wir kénnen also die fiinf von uns gesuchten quadratischen Rela- 
tionen in der Weise aufstellen, dass wir die Quadrate x,*, x,?, £,", x", x,° 
durch die x;x;, linear ausdriicken. Dabei wird aber der Ausdruck fir 
x,? nur solche x; 2, enthalten kénnen, die bei der Substitution 2; = «‘z,, 
gleich ~,?, ungeiindert bleiben. Er wird daher nothwendig lauten: 


(43) a)? + ax,2, + bx, 4, =0, 
wo a,b noch unbestimmt bleiben. — Wendet man hier, der Substi- 
tution uv = u — > entsprechend, eine cyklische Vertauschung der x 


an, so entstehen vier weitere Relationen, und diese, zusammen mit 
(43), bilden die gesuchten fiinf. 


Nun sind aber die Coefficienten a,b in (43) als Modulfunctionen 
(Functionen von “\) keinenfalls von einander unabhiingig. Setzt man 
2 


in (43) w=“! , so folgt: 


5 ? 


oder, nach (40): 


: all _ ©P(0) | 
@ = —~ 2(0) (0) 
Es ist aber (ebenfalls nach (40)): 
x,(0) = — 2, (0), 
und somit: 
— ay(0) 
(44) di “@q(0) 


. . 2 . 
Setzen wir dagegen u = ~~", so bekommen wir: 


5 o- — 2 Gr; ') Fer &3°(0) a (0) R e 
wn, ( 201) vi es @4(0) (0) (0) 
Zwischen a und b besteht also die wichtige Relation b = — - : 


Mithin lauten unsere fiinf quadratischen Gleichungen schliesslich 
folgendermassen : 





( M = 22 + ax, x, — =. 2,2, = 0, 
—, = 22+ ax", — — 2% =0, 

(45) Q, = £,?.+- AXyXy — < Lt, — 0, 
9, = 2,2 + axya, —— 4, = () 
QP, = £7 + a,x, -- - XX, = 0 


17* 
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Zugleich ergiebt die Gleichung (44) folgenden Ausdruck fiir a: 


2m =n 


(46) a=e re 
o(“) o(2T%) o({ tte) é (2 3=) - (> tte) 
(2) «(2aabs) (2+) CES) , (Sart) 


oder, anders geschrieben: 


3m, 


(46 b) ame * 


05) 0 (CE) a(t) a (tht) o( 252) 


(2) EM) (FHP) « (Fert ee) «(FT t) | 


§ 14. 
Vertraglichkeit der gefundenen quadratischen Gleichungen. 


Es ist interessant, zu untersuchen, wie so die Gleichungen (45) 
algebraisch zusammen bestehen kénnen, und ob sie unsere Curve 
fiinfter Ordnung vollstindig bestimmen. 

Betrachten wir zu dem Zwecke zuniichst die drei Flichen: 

% =9, 1 =9, = 9. 

Aus 9, = 0, 9, = 0 folgt: 


1 1 ; 
axe x, + — «3 an? a, + — a,' 
— a , a 
oe == 1 — = 1. , Ls = 7 = 
X1%g— @a?e — %,%,— ax? 
qe “1% 4 qe “1% ‘ 


Dies in m) = eingetragen, giebt: 
(ax,? “,+— ‘ 2,°) + az, (ax,2x, + = ~ #23) (—- L, Ly — a*a,?) 


-+4#,(-— — ?x,2) 2, =0 
; 1\ qe XX a x, x, ; 
oder: 


(47) x; {3 (x,° + 2,°) + (3 _ +) ay? y? Ly + & aa a') Ly H,° 
- ab x,5} = (), 


Da dies keine Identitiit ist, so folgt -zunichst, dass unsere drei 
Flichen nur ein einfach ausgedehntes Gebiet (eine Curve) gemein haben. 
Diese Curve ist jedenfalls von der achten Ordnung. Aber Gleichung 
(47) zeigt, dass diese Curve zerfillt und dass einer ihrer Theile in der 
Ebene x, = 0 enthalten ist. 
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Der hiermit abgetrennte Theil erweist sich als eine Curve dritter 
Ordnung. In der That, setzen wir in gy, 9,, p, x, = 0, so kénnen 
die entstehenden Gleichungen als Unterdeterminanten folgender Matrix 
aufgefasst werden: 

Ly —A%, XM 

Xo % — an 
Sie stellen also im Raume der 2): 2: %, : 2, eine gewohnliche Raum- 
curve dritter O (nung vor. 

Dass diese Curve dritter Ordnung den Flichen g,=0, go, = 0 
nicht angehért, ergiebt sich sofort, wenn man in g,, g, wieder 
x, = 0 setzt. 

Dagegen ist die Restewrve von der fiinften Ordnung in der That 
allen F'lichen p gemeinsam. Denn man findet folgende Identititen: 


(48) X1 Px = Ly Py + ALY, — AL; Po, 

Xy Py = — AL, Py + ALyP, + LP. 
Wenn also gy), 9;, 92 verschwinden und z, ist S 0, so sind auch g, 
und g, gleich Null. 

Die fiinf Flichen p haben ausser dieser Curve fiinfter Ordnung 
Nichts gemein und bestimmen sie also vollstindig. Die Fliche g, == 0 
begegnet nimlich der Raumcurve dritter Ordnung, in der sich ,, 9;, 9, 
schneiden, in sechs Punkten. Von diesen liegen fiinf (wegen der 
Gleichung x, = 0, der die Curve dritter Ordnung gentigt) zugleich auf 
der allen Flichen gemeinsamen Curve fiinfter Ordnung.*) Fiir den 
sechsten Punkt aber findet man: 

%=0, 4 =—0, a= 0, «2, =0. 
Dieser sechste Punkt gehért also der Fliche g, nicht an, und also ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Von den Identititen (48) geht die eine, wie man sieht, aus der 
anderen durch cyklische Vertauschung der « hervor. Indem man mit 
dieser Vertauschung fortfihrt, entstehen im Ganzen fiinf Relationen, 
die man folgendermassen anordnen kann: 


O = (x3 p, — L2G) + (4, P2 — X93), 
O = (%, Pz — XPo) + 4(®2P3 — XG), 
(49) O = (Xp Pz — %yP1) + A(X, py — %, Pq), 
O = (2,0, — Ly P2) + A(X, Po — % 9); 
O = (%_Qy — Xs) + 4(%oP1 — Xz G2). 





*) Man findet fiir die Coordinaten dieser fiinf Punkte: 


By 1 Ly Ly: Hy y= a:0:— eta: &; — Pe, 
wo 


eo =0, 1, 2, 3,4. 
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Man iiberzeugt sich, dass zwischen den x; , keine anderen linearen 
Identitaten bestehen. Die 25 xig, =O repriisentiren also 20 linear 
unabhiingige Flichen dritten Grades, die durch wnsere Curve gehen. 
Ebenso viele Flichen dritten Grades miissen aber nach dem A bel’schen 


Theoreme vorhanden sein. Denn es giebt 5.4: s = 35 Ausdriicke 
dritten Grades in den x, von denen jeder, weil die « fiinfgliedrige 
6-Producte sind, an 15 Stellen des Periodenparallelogramms Null wird; 
es existiren also 35 — 15 = 20 Relationen dritten Grades in den z. 
Hieraus folgt, was spiiter wichtig wird: Alle Flachen dritten Grades, 
die durch unsere Curve gehen, stellen sich in der Form dar: 


(50) Daix Xi Di = 0. 


§ 15. 
Die Constante a als Ikosaederirrationalitat. 

Wir wollen jetzt die Constante a, die in unseren fiinf Gleichungen 
vorkommt, als Modulfunction studiren und beweisen, dass sie die Iko- 
saederirrationalitat in der gewohnlichen Normalform ist. Zu dem Zwecke 
miissen wir das Verhalten von a bei linearen Substitutionen der @,, @, 
untersuchen. 

Man iiberlege sich nun zunachst Folgendes. Zwischen den (durch 
lineare Substitution der @,, @, entstehenden) transformirten x und a, 
die wir « und a’ nennen wollen, bestehen die Gleichungen: 

Py =? + WH, — ms 
die lineare Combinationen der gy, - - 


-, Py, Sein miissen. Andererseits 
driicken sich die «’ linear durch die. z aus. Man schliesst also, dass 


a? und a’ lineare Functionen von a* und a sind. Und hieraus folgt, 
dass a’ eine lineare Function von a ist, dass also a bei linearen Sub- 
stitutionen von @,, @, sich selbst linear transformirt. 

Ganz analog, wie in § 6. (des ersten Abschnitts), lisst sich jetzt 
zeigen, dass a bei allen @-Substitutionen ungeiindert bleibt, welche 
modulo 5 zur Identitét congruent sind, dass es ebenfalls ungeindert 


—1 QO 
bleibt bei der Substitution 0 1 |. Es kann also a hichstens 60 
ee: ae 


Werthe annehmen, und wenn es wirklich 60 Werthe annimmt, so ist 
es eine lineare Function der Ikosaederirrationalitét. Die folgenden 
Rechnungen haben diesen Schluss zu bestiitigen und zu pricisiren. Da 
alle w-Substitutionen nur modulo 5 in Betracht kommen, so kénnen 
wir wieder die Bedingung fiir die Substitutionscoefficienten : 


ad — py = 1 


2,2, =0, etc., 





durch die andere ersetzen: 
ad — By = 1 (mod, 5). 
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§ 16. 
Verhalten von a bei den 20 w-Substitutionen, die P.. fest lassen. 


Die 20 @-Substitutionen, welche P. fest lassen, sind nach Formel 
(32) die folgenden: 





+1, B | +2, 8B 
Pe = . = (0,1, 2, 3, 4). 
0, 4- 1 ? | 0, +- 3 | (B ? ? ) 
1 
Beginnen wir etwa mit | a : Wenden wir diese Substitution 
i 
auf die Formeln (40) an, so bekommen wir fiir die transformirten «, 
(51) Li (u _~ = +f) = Liv (u). 


Bemerkt man jetzt, dass x,’ und x, dieselben Verschwindungspunkte 
haben, so kann man bis auf einen Proportionalititsfactor setzen: 


Ly == Ly 
Dann folgt aus (51): 


2,’ == Ty (u _ At Pe) = Ny (u om a + fer), 


oder nach (40): 

Ly = s-P g,. 
Ebenso: 

== eh x, Le =m s-Fa,, Uy = dy. 

Tragt man jetzt diese Werthe der « in die Gleichung g, ein und 
vergleicht mit g,, so folgt: 

a = e%- a, 
Ebenso kann man bei den anderen Substitutionen verfahren. Die Re- 
sultate sind in folgender Tabelle zusammengestellt. Man hat fiir 


1, B | 
}0, 1|° 
» ae i ie bene eee ee ee 
(52) ay = 2, & = Pa,, 2 =e x,, y= EPL, Uy =H, 
a = e—Pa; 
\—4 
fiir | » 6 |; 
Op hs 
(53) % = 2%, 4% = sx,, 2, = OPlx,, 1 = Ft, 4 =X, 
a= 8a; 
* 2, B| 
ur : 
| 9, 3 | 
(54) a =—%, % =e? 2,, tr =e Pu,, 2, mea, LX — Ly, 
, 2? 


—>—_—_— 


a? 
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—2, p | 
fii ? . 
¥ = eS 
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— * =— g2f a , 2 on 
(55) Xo =X, % KH KPa, ty — Pa, 2 — KPH, LY =X, 
al 


a 


, 


tc~= - 


Wir haben also zehn lineare Substitutionen fiir a, die mit zehn der 
gewohnlichen Ikosaedersubstitutionen tibereinstimmen. 


$ 17. 
Uebergang von P. zu P, und zu den iibrigen P,. 
0,—1 
Wir untersuchen jetzt die Substitution . 0 | , die P, in Py 





iiberfiihrt. Dabei sollen die transformirten x mit x) bezeichnet sein. 
Man hat zuniichst aus (40): 


| ao” (u + *) = ins (w), 


| a (u + ot) = é © (u). 


Hiernach bleibt x,° bei der Substitution wv’ = u + “ ungeiindert. Die- 


(56) 


selbe Substitution begriindet aber, nach (40), eine cyklische Ver- 
tauschung der urspriinglichen x Also kénnen wir, von einem Propor- 
tionalititsfactor abgesehen, schreiben: 


Hy) a Hy  X, + Ly + Ly + XY. 
Dann aber geben die Formeln (56) und (40): 


HO —= Ly +X +4, +4;,+ %, 

@, =X + €X, + PX, + &x, + X,, 
(57) x9 =a, +ea,+ ea,+ ex, + &x,, 

2, = a +ea,+ ex fete, + ea, 

Li = xy +eta,+ ea, + & x, + ex. 


Dies sind die einfachsten von den 20 Formeln, die von P zu P, tiber- 
leiten. Aus ihnen ergeben sich Formeln, die von P, zu P, fiihren, 


; ae eee 

wenn man die Substitution | .’ 
| VU, 

dem vorigen Paragraphen entsprechend, x), 2,, %,, %3, %, in (57) 


durch 2, &*%x,, &”x,, e'"%,, x,, andererseits die 2 durch 2) er- 


zu Hilfe nimmt, Man wird dann, 
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setzen. Ich verzichte darauf, diese Formeln genauer zu discutiren; sie 


sind genau denjenigen analog, die bei m = 3 auftreten (vergl. § 8. des 
ersten Abschnitts).*) 


§ 18. 
Entsprechendes Verhalten von a. 
Trigt man die Werthe (57) der 7 in die Gleichung: 
2 1 
x a q) x, x, ope 2, x, = 0 


ein und schafft die Quadrate der x mit Hiilfe der Gleichungen (45) 
weg, so erhiilt man: ; 


_ (e& + 2) a 4+ 2a — (e+ #4) 
a® 4 a —1 ; 
oder, indem man Zihler und Nenner durch a -— (¢ + ¢*) dividirt: 


a? an (+2) a” +4 
i a a® — (s® + &’) ? 


a 


woraus folgt: 
B o (#+e%)a41 ja—(8+ 2) 
(58) ow “aaa (etetha+i 

Auch dies ist eine der gewohnlichen [kosaedersubstitutionen (vergl. 
Klein, Math. Annalen XII p. 507). Und hieraus folgt, unter Hinzu- 
nahme der Resultate des § 16., dass a iiberhaupt die gewodhnlichen Iko- 
saedersubstitutionen erleidet und also mit der gewihnlichen Ikosaeder- 
irrationalitdt identisch ist. Denn schon aus den beiden Substitutionen: 


4 me 
= é*d 
0, 1 a ; 
0,—1 : we _ _a- (e+ &) 
i; 0|° 7 (e+s)a+1 


setzen sich bekanntlich alle anderen zusammen. 

Man erinnere sich jetzt der beiden Formeln (46). Offenbar geben 
sie eine elegante Art fiir die Berechnung der Ikosaederirrationalitét durch 
6 - Functionen. 





*) Wenn man bei beliebigem n die w nach § 12. (Note) normirt, so hat 
man die analogen Formeln: 


a) ws ty 8” ay + OP” ry es, 
2in 
woe= ™ . Man bekommt die Formeln fiir 2", wenn man rechter Hand Xp 
— Leto , 
durch ¢ i. *&, ersetzt. 


@ 


e 
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§ 19. 


Aufstellung des iiberall endlichen, lings der Curve fiinfter Ordnung © 
hinerstreckten Integrals. 


Es soll sich jetzt darum handeln, das tiberall endliche lings unserer 
Curve hinerstreckte Integral U, bis auf einen constanten Factor, dessen 
Normirung spiiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben mag, durch 
die Differentiale der x auszudriicken. Zu dem Zwecke erinnern wir 
uns, dass die drei Flichen o,g,, ausser der Curve fiinfter Ordnung 
eine Curve dritter Ordnung gemein haben, die in der Ebene 2, = 0 
liegt (ef. § 14.). Folglich hat man (vergl. Néther, Math. Annalen 
Bd. VIII, p. 510) das gesuchte Integral in folgender Form: 


(59) "oo of (udv — vdu) a, 
(PoPipour) ? 


wo C eine Constante, u, v irgend zwei lineare Ausdriicke in den x 
bedeuten und der Ausdruck im Nenner die Functionaldeterminante der 
Functionen go), 9;, P2., u, v ist. Die Functionaldeterminante stellt, 
gleich Null gesetzt, eine Fliche dritter Ordnung dar, welche der Curve 
fiinfter Ordnung in 15 Punkten begegnet. Fiinf dieser Punkte sind 
die Schnittpunkte unserer Curve mit der ergiinzenden Curve dritter 
Ordnung, d. h. mit der Ebene 2,0. Die zehn iibrigen sind Be- 
riihrungspunkte von Ebenen des Biischels 
u+iv=0 
mit unserer Curve. (Dass die Zahl dieser Punkte 10 betrigt, lisst 
sich auf mannigfache Weise verificiren.) 
Ich sage nun, dass diese 10 Punkte nothwendig auf einer Fliiche 
zweiten Grades liegen. Denn fiir die 15 Schnittpunkte unserer Curve 
mit der Functionaldeterminante hat man nach dem A bel’schen Theoreme: 


U,+U,+---+U,,=—0, 


andererseits auch, da die fiinf ersten Punkte auf der Ebene x, = 0 
liegen : 


U0, + U,+ U;, + U,+ U, = 0. 
U,+ Uy+ ee + U;, = 0, 


woraus unsere Behauptung folgt. 
Sei nun diese Fliche zweiten Grades 
: F,=0, 
dann wird, sofern wir uns F’, mit einem passenden Factor behaftet 
denken , 


Also ist auch 


® — «Ff, 


(unter ® unsere Functionaldeterminante verstanden) fiir unsere Curve 
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Null sein. Hieraus folgt, vermége der Schlussbemerkung des § 14., 
dass man identisch haben muss: 

® — «, Fy = Lanxig:. 
Das heisst: © ist vermige der o, =O durch x, dividirbar und unser 
Integral kann die Form annehmen 


(60) Tan cf aS ode | 
2 
Die folgende Rechnung soll diesen Schluss bestiitigen und die Flache 
zweiter Ordnung J’, bestimmen. 
Wir entwickeln zuniichst unsere Determinante: 


| 2a, : % ax ax &, x 

0 a4 3 rs a*! 

| 1 9 1 

|—-@* x, — 2% ax, aX, 
eo : 2 . x | 

ax, sa ha Lo “sa ax, | 
| Up Uy Us Us bad 
U% Y% V2 V3 % | 


explicite nach den Unterdeterminanten der Matrix: 


[My Uy Uy Uy Uy 


? 
1M % Vy U3 % 


wobei die dreigledrige Determinante, die in der Entwickelung mit 
Uz; Uy , 
* “| verbunden erscheint, vom Zeichen abgesehen D;; genannt wer- 
i UV 
den soll. Dann suchen wir in jeder einzelnen D,; vermége der Glei- 
chungen g, = 0 2, als Factor in Evidenz zu bringen. 
Man hat z. B. 


1 
aX, Ak, _— - x | 
Dy =| 4 
_— on a a Xo AX, AX; 
| 1 
| 2a —ta, am 


‘ 1 
= Vly %y + AX, Lz + AX, Hy? + 2a? xy? x, — —y Uy Hy? + 2H, HoH, 


‘ } 1 , 
= 24, HX, + AX, 23? — —y Uh, + a? a, (x? + 42%) 


+ ax, (%,?-+ a2,25), 
oder vermége der Gleichungen gy, = 0, m, = 0: 


“Vee 
Dy, = 2, (32.2, + 2ax,? — ar ayy): 
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Schafft man hier noch vermige g, = 0 das Glied mit z,? weg, so 
kommt: 


- ¢ 1 
Dy; = (52,2, — (2a? + 5) %9%;) . 


Ganz analog gestalten sich die weiteren Rechnungen, und man 
findet schliesslich : : 


LyX, 


0) 
Jaa) 
Dy, = %, (52,2, — (2a? + a) *%3) 
am): 
w) et) 


LyX 


(61) 
Du =—~—*, (52.2, —{ —— @ *) yx), 


dD, =— ~ 2 (52,2, —(% — «a *\ ay ty), 
D,, => - om (524% —(a a FF : Xo = 


62,2, —(— — 3% 
petet eae (a 





1 . 2 
Dy =— = % (52.25 —{5 —a ni a. 
Wir kénnen also als Ausdruck fiir F, folgenden wihlen: 
(62) F, = & (uv, — Uy %) {5a xx, — (2a°+1) tat, } 
+ 2 (Uy v, — UV) {5a? aya, — (2— a’) Zig Xo} ; 
wo mit 2 eine cyklische Vertauschung der Indices gemeint ist. Tragen 
wir thn in (60) ein, so haben wir die definitive Form unseres Integrals, 


und hiermit die Normalform fiinfter Stufe des elliptischen Integrals 
erster Gattung. 


Insbesondere kann man, wenn man will, w, v mit zweien der x 
identisch waihlen. Setzt man z. B. 


U==%, VU=dz,, 
so kommt: 


. Ba fe Xo day — Uy dx 
(63) U= cf Sar aexy — Cai) ma,’ 
und fiir: 
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U=2, Vez: 


(64) U=C f My ig — Hy day 


5arx,X, _ (2 — a’) Lp Xe 





Neben jede dieser einfachsten Formen unseres Integrals stellen sich 
natiirlich vier weitere, gleichberechtigte, die man durch cyklische Ver- 
tauschung der x erhiilt. 


§ 20. 
Eine algebraische Folgerung aus der Form unseres Integrals. 
Man kénnte die Formel (59): 
U =o (eae ae) a 
li (PoP: P2¥0) 

in der Art verallgemeinern, dass man statt g,)g,Q, drei andere 
Flichen nimmt, deren Gleichungen aus den fiinf gy; =O linear zu- 
sammengesetzt sind: 
(65) y= Lagi =, UY; = Zbigi =O, y= 2og,—0, 
dafiir aber in den Zihler statt 2, den linearen Ausdruck P stellt, der 
fiir alle Punkte der Curve dritter Ordnung verschwindet, welche den 


* wv,v, ausser der Curve fiinfter Ordnung gemeinsam ist. Das so 


hervorgehende Integral 
C (udv—vdu)P 
Si 24,9; 5b;9; De; 9; ve) 
muss dann mit (60), resp. (63), (64) tibereinstimmen. Wir haben also 
ein Mittel, die Ebene P zu bestimmen, die den drei Flichen wv, ¥, 


zugeordnet ist; und dies soll nun noch zum Schlusse geschehen. 
Wir betrachten zu dem Zwecke etwa die Unterdeterminante A,,, 


die in unserer neuen Functionaldeterminante mit iS X% Py multiplicirt 


ist. Offenbar muss sich diese Determinante A), vermége der g, = 0 
nach (61) in 





P 52, x, — (2a? + + a2) 


zerlegen lassen. Nun ist: 
| 09; 09; XR) «0g; 
> = >i Oat, Gi Oa, 
a y i 1, 09; 09; 
Au a ai’ in a bi Ge, > O25 


YY, OP " 0%; is 09; 
| a" Dee, ‘ Oa, > %; 


OX, 





gleich dem Product der Matrices: 
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| 2m @9 Ag2 Bos Am 


i. & & ts hi 0X2 OX te: 
Se Se SS Se ee a 
‘ Ox; Ox, Ox Ons Ox, 


| 

| 

F 
a a oe a x " - | 

a ee | | 

On, Om, On, Ox, Ox, | 
Bezeichnen wir hier mit Gj; diejenige dreigliedrige Determinante der 
letzten Matrix, in welcher g;, g; fehlen, und benutzen die friiher auf- 


gestellten Formeln, um in der Entwickelung von G;; den Factor: 
1 
52,0, — (2a? + *) LyX » 


den ich der Kiirze halber jetzt 4 nennen will, in Evidenz zu bringen, 
so finden wir: 


Gy = 423, Gy=—daxzy, Gyy=—dAaxy, Gy =Axn, 
Y 
Giyp= AX, Gy—-—hax,, Gy~=——Aax, Gy=—AxXy, 
G.,=—Adax,, Gy =Az,. 


Wir schliessen also, dass die Gleichung der gesuchten Ebene folgender- 
massen lautet: 








a a | 4 A, as 
(66) 2% 4\b, 0, b,|—a\b, by by = 0, 
Cy % &| Cy € Cy | 





(wo wieder = eine cyklische Vertauschung der Indices bedeutet). 
Sonach: Drei beliebige Fliichen zweiten Grades: 


agi =O, 2 big; = 0, Zag =O, 
welche durch die Curve fiinfter Ordnung gehen, haben iiberdies eine Curve 
dritter Ordnung gemein, die in der Ebene (66) liegt. 


Miinchen, Mitte August 1880. 














Ueber die invariante Darstellung algebraischer Functionen. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Der folgende Aufsatz*) ist eine Weiterentwicklung von Ideen und 
Schliissen, die in dem gemeinsamen Aufsatze von Herrn Brill und 
mir, Math. Ann. VII, zuerst niedergelegt sind. Es handelt sich jetzt 
principiell um die Darstellung der algebraischen Functionen einer 
Variabeln in invarianter Form, d. h. in einer Form, welche durch 
rationale, eindeutig umkehrbare Substitutionen nicht mehr verindert 
wird. Dieses ist die Form, welche jeder allgemeineren Untersuchung 
iiber diese Functionen, insbesondere in der Theorie der Abel’schen 
Functionen, zu Grunde gelegt werden sollte. 

Nun kennt man die Quotienten der ,,Functionen om“ als solche mit 
invariantem Charakter, und durch sie ist jede algebraische Function 
der betreffenden Classe auszudriicken, einzig den hyperelliptischen Fall 
ausgenommen, den ich im Folgenden ausschliesse. Um die Dimen- 
sionen von Ziihler und Nenner dieser Ausdriicke in den g niher fest- 
zulegen, ist vor Allem die Frage nach der Anzahl der Relationen irgend 
einer Ordnung zwischen den p linear von einander unabhingigen Func- 
tionen » zu behandeln. Ich weise diese Anzahl als eine in allen Fiillen 
gleichbleibende, nur vom Geschlecht p der Classe abhidngige nach. 

Dagegen gebe ich auf die Frage nach der Form und gegenseitigen 
Abhiangigkeit dieser Relationen, durch welche die specielle Classe be- 
stimmt wird, hier nicht ein. 

Auf die Frage nach der Anzahl der quadratischen Relationen 
zwischen den @ hat schon Herr Weber (,,Ueber gewisse in der Theorie 
der Abel’schen Funct. auftretende Ausnahmefille“, diese Ann. XIII) 
hingewiesen; diese Frage wurde dann von Herrn Kraus (,,Note iiber 
aussergewohnliche Specialgruppen auf algebr. Curven“, diese Ann. XVI), 
der sich iibrigens vorwiegend mit der Form dieser Relationen beschiftigt, 


*) Ein Auszug aus demselben ist in den Ber. der Erlanger physik.- medic. 
Societiit vom 10. Mai 1880 verdffentlicht, 
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weiter behandelt, aber noch nicht ganz erledigt, da, abgesehen von 
der nicht in allen Fallen giiltig bleibenden Constantenzaihlung, noch 
zu zeigen ist, dass die quadratischen Functionen der g nicht etwa 
blos einen Theil der dort allein behandelten Curven 2(m — 3)" Ord- 
nung, mit 2(k — 1)-fachem Punkte in einem k-fachen Punkte der 
Grundeurve, bilden. 

Die $§ 6.—8., in denen ich die Curven behandle, welche die 
Grundcurve in allen Schnittpunkten in der ersten Ordnung beriihren, 
sind nur als BGeispiel zu der entwickelten principiellen Auffassung an- 
zusehen, durch welche man zu viel allgemeiner giiltigen Resultaten in 
Bezug auf Systeme von Beriihrungscurven gelangt, als es durch Be- 
trachtung etwa blos adjungirter Curven allein mdglich ist. Die hier 
algebraisch abgeleiteten Siitze liefern erst eine feste Grundlage fiir die 
weiteren transcendenten Untersuchungen. Dass man diese algebraischen 
Entwicklungen iibrigens noch fortsetzen und insbesondere auf in héherer 
Ordnung beriihrende Curven unmittelbar ausdehnen kann, ist sofort 
klar, und ich gedenke spiiter hierauf zuriickzukommen. 





§ 1. 
Invariante Form fiir die algebraischen Functionen. 


Im Sinne der ,,algebraischen Function“ wird eine algebraische Curve 
(1) f(s, 2) =90 
mit allen aus ihr durch rationale, eindeutig umkehrbare Substitutionen 
ableitbaren Curven als zu einer Classe gehoérig betrachtet. Es stellt 
sich daher die Aufgabe, alle rationalen Functionen 6 von s, z, zwischen 
welchen Gréssen die Gleichung (1) besteht, d. h. alle zur Classe ge- 
hérigen algebraischen Functionen 6 von ¢, in einer Darstellungsform 
auszudriicken, welche von der besonderen, erst aus der Classe aus- 
gewihlten Beziebung (1) unabhiingig ist. 

Fiir eine Gattung von Functionen ist eine selche Darstellungsform 
bekannt. Ich bezeichne nimlich als Functionen » diejenigen ganzen 
Functionen (n — 3)'* Ordnung (wo m die Ordnung von f(s, z)) von 
s,2, welche =O gesetzt, f adjungirte Curven (mw — 3)‘ Ordnung 
vorstellen, d. h. solehe, welche jeden i-fachen Punkt von f zum 
(¢ — 1)-fachen Punkt haben. Die Quotienten dieser Functionen 
haben den invarianten Charakter.*) 

Jede rationale Function dieser Quotienten hat also ebenfalls schon 
die verlangte invariante Darstellungsform. Umgekehrt kann man leicht 
zeigen, dass jede rationale Function @ von s, z sich als rationale 





*) Vergl. Brill und Noether, Ueber die algebraischea Functionen etc. 
Math. Ann. VII, 
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homogene Function 0 Dimension der g darstellen lisst, einzig den 
Fall ausgenommen, dass f(s, 2) = 0 eine ,,hyperelliptische’‘ Curve be- 
deutet, d. h. eine solche Curve, auf welcher eine lineare Schaar von 
Punktepaaren existirt. 

Denn nimmt man aus den Functionen g die Gesammtheit der- 
jenigen heraus, welche fiir ein beliebiges Werthsystem s,z,, fiir welches 
f(S), 4) = 0 ist, verschwinden, so-werden diese Functionen nicht noch 
alle fir ein und dasselbe weitere Werthsystem von f verschwinden, 
allein den hyperelliptischen Fall ausgenommen, wo dieses immer ein- 
tritt (vergl. d. o. cit, Arb. p. 286). Die Transformation 


ee fe 
Ps Ps 
ist also, wenn ,, 9, 9, aus der Schaar der nicht in specieller 
Weise herausgewihlt sind, eine rational umkehrbare. Und jede alge- 
braische Function 6 driickt sich somit als rationale Function von s’, 2’, 
d. h. als rationale Function der Quotienten der g aus. 

Indem wir also im Folgenden tberall den Fall des hyperelliptischen 
Charakters der betrachteten Classen ausschliessen, dagegen keinen 
weiteren im Uebrigen noch so speciellen Fall, denken wir uns alle 
algebraischen Functionen 6 der Classe rational durch die Quotienten 
der p dargestellt. Man hat alsdann nur noch mit Beziehungen zwischen 
diesen Quotienten der m zu thun und kann von der speciellen Glei- 
chungsform (1) vollstiindig absehen. 

Stellt man alsdann 6, statt wie oben durch die Quotienten von 
dreien der g, durch die Quotienten aller p Functionen g, die linear 
von einander unabhingig sind, dar, so fragt es sich zuniichst, bis zu 
welcher Dimension in den @ Zihler und Nenner eines solchen Aus- 
drucks fiir eine gegebene Function 6 anzusteigen haben. Zur Beant- 
wortung dieser Frage sind die aus den Producten der @ quadratisch, 
cubisch, etc. zusammeusetzbaren Schaaren nach ihrer Mannigfaltigkeit 
der Reihe nach zu untersuchen. Dabei seien im Folgenden durchaus 
die p Functionen selbst mit ,, m,,--+-, Pp bezeichnet; eine homo- 
gene ganze Function der gm von der Dimension uw mit 


OH, YH, OW,... 


g 2. 


Die Schaaren ®) und die quadratischen Relationen zwischen den 
Functionen 9. 


Wir untersuchen zunichst die Mannigfaltigkeit der ganzen Schaar 
der 0%, 


Indem man zum Zwecke des Beweises irgend eine ebene Curve 
Mathematische Annalen. XVII. 18 
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(1) f(s, 2) =9, 
welche zur betrachteten Functionsclasse vom Geschlechte p gehdért, zu 
Grunde legt, nehme man auf f p — 2 Punkte 

Gy Boy > * *y Ap—2 
in vollig allgemeiner Lage an. Durch solche p — 2 Punkte a; wird 
dann nur eine einfach unendliche Schaar von g-Curven hindurchgehen, 
die mit 
(2) %, +49, 
hezeichnet sei;.und keine weitere m-Curve. Ferner wird diese Schaar 
dann nicht einen weiteren festen (von A unabhiingigen), nur von den 
«, abhiingigen Punkt auf f besitzen, da wir den hyperelliptischen Fall 
von f tiberall ausschliessen. Dies ist dann nur fiir p > 3 zu zeigen. 
“ei b ein solcher weiterer fester Punkt, und ¢ ein ganz beliebiger 
weiterer Punkt von /; wenn nun der beliebige Punkt ¢ nicht von selbst 
e’nen weiteren festen Punkt mitbestimmen soll (was der hyperelliptische 
l’all wiire), so miisste die Curve durch die p Punkte 


dy, +**, Gp-2, b, € 


noch durch {? =Die =. von diesen abhiingige weitere Punkte hin- 


durehgehen, die auch alle von einander und von den p Punkten ver- 
schieden wiren, da p — 1 der p Punkte ganz willkiirlich auf f lagen 
und jede Verbindung von ¢ mit p — 3 der ersten p — 1 Punkte einen 


weiteren festen Punkt liefern soll. Aber da p+ ipa the =) far 


p > 4 grésser wird, als die Anzahl 2p — 2 der Schnittpunkte von f 
mit einer Curve g, so ist die Annahme, dass p — 2 beliebige Punkte 
von f einen festen Punkt mitbestimmen, nicht zuliissig.*) 

Hiernach besteht der Restschnitt der Schaar g, + 4, noch aus 
(iruppen von je p Punkten, die alle von 4 abhiingig (beweglich) sind, 
d. h. kéine festen Punkte auf f gemein haben. Ferner geht durch 
cine solche Gruppe von p Punkten nach dem sogenannten Riemann’- 
lkoch’schen Satze (Math. Anv. VII, p. 280) nur eine Curve gm, da 
durch die p— 2 Punkte a; nur eine einfach-unendliche Schaar von 
Curven @ geht. 

Betrachten wir jetzt die Schaar 
(3) POY + v, 0%), 
wo ©” und  allgemeine lineare Functionen der m sind. In diesem 
Ausdruck (3) sind 2p — 1 willkiirliche Constanten in linearer homogener 
Weise enthalten. Denn zuniichst enthalt ®” p Constanten und eben- 


*) Diese Ausfiihrung ist auch beim Nachweis der Normalcurve (p + 1)ter Ord- 
nung (Math. Ann. VII, p. 287) hinzuzufiigen, 








ne 
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soviele ), aber ein Glied von g,®, niimlich g,g,, kommt schon 
in ~,®" vor. Eine weitere lineare Relation zwischen den Gliedern 
von (3) kann aber nicht bestehen, auch nicht vermége der Gleichung (1). 
Denn man hitte dann eine Identitit 
9 YO — 9, VHO=A-f, 

wo ¥Y“) und Y® bestimmte Functionen g wiren, verschieden von 
M2, %,; a. h. die Schaar (2), m, + Aqg,, hitte mit einer zweiten von 
dieser verschiedenen Schaar von Curven gp, ¥ + AY, genau den- 
selben beweglichen Schnitt gemein, was nach dem Obigen, wo gezeigt 
ist, dass durch einen solchen Schnitt nur eine Curve g geht, un- 
méglich ist. 

Sei weiter g, eine beliebige g-Curve, welche nur die Kigenschaft 
habe, durch keinen der oben angenommenen Punkte a; von f hin- 
durchzugehen, Wir betrachten dann die Schaar 


(4) 9,0 + gO + gO, 


wo auch ©” eine lineare Function der g mit p unbestimmten Para- 
metern vorstellt. Der Theil 


Ps (@, Py + Hy) 


von g,%”) kommt bereits in den beiden ersten Gliedern von (4) vor; 
der iibrige Theil 
P3(%3 Pg + &y My + +++ + Gp Pp) 

vou gy,” ist dagegen fiir keinen Werth der « schon in diesen beiden 
ersten Gliedern, d. bh. der Schaar (3), enthalten, weil sonst dieser 
Theil, fiir die speciellen Werthe der «, wie (3) in den Punkten a; von 
f verschwinden, also auch, da gq, in den a; nicht verschwindet, ein 
Ausdruck a, p,-++-a,9,-++:-+ a), fiir alle Punkte a;—=0 sein miisste, 
wihrend nach dem Obigen in diesen Punkten doch nur die Schaar (2), 
Y, + Aqg,, verschwindet. 

Hiernach enthalt der Ausdruck (4) 3p — 3 willkiirliche Parameter 
in linearer homogener Form; nimlich in den beiden ersten Gliedern 
2p — 1, in dem letzten Gliede.alsdann noch p — 2 weitere. 

Nimmt man nun weiter zu (4) noch andere aus den m quadratisch 
zusammengesetzte Glieder hinzu, so erhilt man keine Glieder mehr, 
die nicht schon in dem Ausdruck (4) enthalten wiren. Denn die 
Curvenschaar (4) gehdrt einer solchen linearen Schaar an, welche / in 
Gruppen von je 2(29— 2) Punkten trifft, und deren Mannigfaltigkeit 
ist immer (Math. Ann. VII, p. 278) genau eine co®@?—*)-? == oo3?—4. 
fache. Die Curven der Schaar (4), von derselben Mannigfaltigkeit, 
stellen also schon die ganze (4) corresiduale Schaar dar, und diese sind 
also jedenfalls von der Form ®), 

Man kann das Letztere auch so ausdriicken: 


18* 
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Sei Y'®) eine gegebene quadratische Function der ; dieselbe ver- 
schwindet in 2 (2p — 2) Punkten, und die allgemeinste in diesen Punkten 
einfach unendlich werdende algebraische Function hat noch 3p — 3 


Constanten in linearer homogener Weise. Zu diesen Functionen ge- 
hért aber 


o?) 
(5) we)’ 
wo ) die allgemeinste quadratische Function der @ ist, und ins- 
besondere auch 


(5) GO + go) 4 go") 
wl?) ? 





und da die Letztere schon an sich die volle Anzahl der itiberhaupt 
auftretenden Parameter besitzt, so ist sie selbst schon die allgemeinste 
Function von der betrachteten Eigenschaft; um so mehr also auch (5). 

Ohne die obigen Beweise war nur klar, dass (5) einen Theil der 
betrachteten Functionen ausmacht. 

Will man eine Function darstellen, welche nur in einem Theil 
der 2(2p — 2) Verschwindungspunkte von Y® unendlich wird, so ist 
diese .Function natiirlich ebenfalls unter den (5) oder (5’) enthalten. 

Da man aus den p Functionen 


> Pp +1) 


Combinationen ©@ bilden kann und unter diesen nur 3p — 3 von 
einander linear unabhingig sind, so hat man noch: 

Die Anzahl der von einander unabhdngigen Relationen 2" Ordnung 
zwischen den p Functionen op betriigt genau 


3 P(p +1) — 3p — 3) => (p—2) (p— 3), 


einzig die hyperelliptischen Classen ausgenommen. 


§ 3. 
Die Schaaren °) und die cubischen Relationen zwischen den g. 


Es werde nun fhnlich die Mannigfaltigkeit der Schaar o>“ 
untersucht. 


Man wihle hier zunichst aus der Schaar der m zwei solche Curven, 
@, und g,, aus, welche einen, und nur einen, gemeinsamen Schunitt- 
punkt a mit f besitzen. Die Schaar 


(1) Pi + AG, 
trifft dann f in Gruppen G2p,_3 von je 2 —3 beweglichen Punkten, durch 
welche keine weitere m-Curve geht. Legt man durch eine solche Gruppe 
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Gps alle Curven ¥Y®, so schneiden dieselben weiter noch in Gruppen 


Tep-1 von je 2p—1 Punkten. Weil nun deren Mannigfaltigkeit 
co®?-)—P == oo?! ist und weil diese Gruppen corresidual sind der von 
gy, ausgeschnittenen Punktgruppe [z,-1, wo go, durch Gg, 3 geht 
und © irgend eine Curve @ ist, so folgt, dass die Gruppen [2y_1 alle 
selbst von den g,®, welche ebenfalls die Mannigfaltigkeit oo? 
haben, aus f ausgeschnitten werden, und dass diese Gruppen alle aus 
dem festen Punkt a, verbunden mit den von den ") ausgeschnittenen 
Gruppen von je 2p —- 2 Punkten, bestehen. Man hat somit: 


(2) wr) = gy, 0, 
Wir betrachten nun den Ausdruck 
(3) 9, > + 7,0), 


wo ®) und ©’ allgemeine quadratische Functionen der @ sind. ® 
enthilt nach § 2. noch 3p — 3 Parameter linear und homogen, und 
ebenso viele ®@), Aber der Ausdruck (3) enthalt héchstens 2(3» — 3) 
— p= 5p — 6 Parameter, da das Stiick 

Pr PO” 
des zweiten Gliedes von (3) bei willkiirlichem ® schon im ersten 
Gliede von (3) enthalten ist. Man kann nun leicht zeigen, dass (3) 
auch genau 5p — 6 Constanten enthilt. Denn eine Relation zwischen 
den Gliedern von (3) ist von der Form 


g.¥' — y,¥O = Af, 


YO + AW?) = 0 
schneidet aus f genau dieselben Gruppen von beweglichen Punkten 
aus, wie die Schaar 

9, + 4p, = 0. 


Aber nach Formel (2) sind alsdann (vermége f = 0) ¥@ und ¥’@) von 
der Form: 


d. h. die Schaar 


YO = 9,00, YW?) = —, oo; 
d. h. die oben bereits angegebene Reduction der Constantenzahl 2 (3p — 3) 
um p ist auch die einzige, welche stattfindet. 

Sei weiter g, eine beliebige gm-Curve, welche nur nicht durch 
den Punkt a von f hindurchgeht; ©” eine solche quadratische Func- 
tion der m, welche ebenfalls fiir a nicht verschwindet. Dann ist 

gp, - 0") 
nicht im Ausdruck (3), der fiir a verschwindet, enthalten (auch ver- 
modge f = 0 nicht); und der Ausdruck 
(4) PO” + GO + gO" 


enthilt somit, wenn man ©”) allgemein annimmt, wenigstens 


(5p — 6) + 1=—5(p— 1) 
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Parameter in homogener, linearer Weise; aber auch nicht mehr als 
5(p — 1) Parameter. Denn eine Function, die in 6(p — 1) Punkten 
von f verschwindet, enthalt iberhaupt nicht mehr als 6(p—1)—p+1 
Constanten (homogen). Die ganze Schaar der (4) corresidualen Curven 
ist also schon durch (4) selbst gegeben, also jedenfalls von der Form 0®), 
Hieraus folgt weiter, dass die Anzahl der von einander unab- 
héingigen cubischen Relationen zwischen den p Functionen » genau 


1 
= P(p + 1) (p + 2) — 5(p — 1) 
betragt. 


§ 4. 
Die Schaaren ©“) und die Relationen u‘** Ordnung zwischen den g. 


Um nun allgemein fiir « > 3 die Schaaren © zu untersuchen, 
setzen wir die Schaaren ®— schon als bekannt voraus, Sei nimlich 
Y-» irgend eine solche Function (u — 1)'** Ordnung der , so sollen 
alle Gruppen von je 2(u — 1) (p — 1) Punkten, welche der von Y"—) 
aus f ausgeschnittenen Gruppe corresidual sind, von der Schaar der 
o-» ausgeschnitten werden, sodass diese Schaar noch 


2(u — 1) (p — 1) —p+1= (24 —3)(p — 1) 
Constanten in linearer homogener Weise enthalte. 


Wir wihlen hier, fiir « > 3, zunichst aus der Schaar der 


solche zwei Functionen, g, und g,, aus, welche keinen gemeinsamen 
Nullpunkt auf f besitzen. Die Schaar 


(1) YP, + Ag, 

trifft dann f in Gruppen Ge,» von je 2p — 2 beweglichen Punkten, 
durch welche keine weitere g-Curve geht. Legt man durch eine solche 
Gruppe G3,p~2 alle Curven ¥“—», so schneiden dieselben weiter noch 
in Gruppen [oiu—2)(p—1) von je 2(w—2)(p—1) beweglichen Punkten. 
Zu diesen Gruppen [ gehéren die von den Curven 

(2) poe» 


ausgeschnittenen Gruppen, wo g, durch G3,» geht und O#—*) eine 
ganz beliebige Function (u—2)'* Ordnung der @ ist; und da diese 
letzteren selbst schon (wegen u > 3) eine co@#—5)(»—) -1-Schaar bilden, 
wie die Gruppen [2;.~2)(p—1) tiberhaupt, so werden alle Gruppen [ von 
den Curven (2) aus f ausgeschnitten. Man hat somit 


(2’) Wu-l) — P; !u—2) 
Man bestrachte nun den Ausdruck 


(3) POU + GOOD, 
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wo O«—-) | '—1) méglichst allgemein genommene Functionen (u—1)'*" 
Ordnung der sind. In ®“— sind (24 —3)(p —1) Parameter homogen 
und linear enthajten und ebensoviele in ®’@-", Um sogleich alle 
linearen Relationen zwischen den Gliedern von (3) zu erhalten, beachte 
man, dass eine solche Relation durch Specialisirung der Parameter in 
o“—) und ’—» erhalten wird, also von der Form ist: 


gp, YH» a gy, Ve = A é ic 
Dies sagt aus, dass die Schaar 
Wu) a Ay’ («—-1) — () 


aus f genau dieselben Gruppen von beweglichen Punkten ausschneidet, 
wie die Schaar 


9, t+ Ag, = 0. 


Aber nach Formel (2) sind alsdann (vermége f= 0) YH» und Y —) 
von der Form: 


Wle-1) — 9; 2) ; y’ (si) — gp, Oe» : 


d. h., die linearen Relationen , welche zwischen den Gliedern von (3) 
existiren, bestehen nur darin, dass im zweiten Gliede das Stiick 


Pr HOH" 

bei willkiirlichem ®“—® schon im ersten Gliede von (3) enthalten ist. 
Da O*—») fiir w > 3 dann noch (2u—5)(p—1) Constanten homogen 
und linear enthilt, so ergeben sich fiir den Ausdruck (3) genau: 


2(2u—3) (p—1) — (2u—5) (p—1) = 24 —1) (p—1) 
willkiirliche Parameter, die homogen und linear eingehen. 

Aber eine Curvenschaar, die in Gruppen von je 2u(p— 1) Punkten 
trifft, kann fiir w > 1 tiberhaupt nur 2u (p—1)—(p—1)=(2u—1)(p—1), 
Parameter in der genannten Weise enthalten. Daher besteht die ganze 
Schaar der (3) corresidualen Curven, die in Gruppen von je 2u(p—1) 
Punkten treffen soll, nur aus den Functionen 0) der Schaar (3) selbst; 
und insbesondere sind alle Functionen © unter den Functionen (3) 
enthalten. 

Anders ausgedriickt: 

Sei Y™ irgend eine gegebene Function wu Ordnung der gy. Die- 
selbe verschwindet einfach in 2u(p—1) Punkten, und die allgemeinste 
algebr. Function, welche in diesen Punkten oder in irgend einem Theil 
derselben einfach unendlich wird, ist 


o) 
ye)” 
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Dieselbe kann fiir « > 3 auch schon in die Form gesetzt werden 


91 meh + go") 
we) ? : 





wo oy, und o, fest gewdhlt werden kinnen, wenn sie nur der Bedingung 
geniigen, nicht einen gemeinsamen Nullpunkt zu besitzen. 


Da man die p Functionen g auf 


p(p+1)---(pteu—) 





Weisen zu ©) combiniren kann, von denen nur (24 —1) (p—1) linear 
unabhingige existiren, so folgt noch: 
Die Anzahl der von einander linear unabhingigen Relationen wt’ 


Ordnung (uw> 1) zwischen den p Functionen gp betrdyt (immer nur den 
hyperelliptischen Fall ausgenommen) 


p(p+ 2 ete —) — @p—1) (p—}). 


§ 5. 
Die Functionen >“) in einigen speciellen Fallen. 


1. Legt man der algebraischen Classe eine solche ebene Curve 
ne Ordnung 


(1) f(s, 2) =90 
zu Grunde, bei welcher ein Geradenbiischel 
A, + 4A, =0 


existirt, desser? Scheitel nicht auf f liegt und der in solchen Punkt- 
gruppen schneidet, die zugleich durch ein Biischel von Curven 


9, + 49, =0 
aus f ausgeschnitten werden, so hat man 
(2) A, 9, — 4,9, = 9, 


wenn zugleich f= 0 ist. Aber da die linke Seite von (2) nur von der 
Ordnung » — 2, so muss diese Gleichung identisch, ohne Hiilfe von 
f = 0, bestehen, und man hat 


ok mee A,y, Q. = A,v, 


wo wy =0 eine f adjungirte Curve (n—4)'* Ordnung wird. In diesem 
Falle existiren also eine oder unendlich viele adjungirte Curven (m— 4)!" 
Ordnung. 








er 
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Transformirt man insbesondere eine Curve f der Classe durch die 
eindeutige Substitution 


Si: 2: LQ, : 9,2 Qs, 
wo die 9,, 9), M3 beliebige Curven » sind, die keinen Punkt auf f 
gemein haben, so geht f = itiber in eine Normalcurve 
(3) F=0, 


von der Ordnung N = 2p — 2, fiir welche alle Geraden der Ebenen 
in Gruppen treffen, die zugleich von Curven g ausgeschnitten werden. 
In diesem Falle existirt also eine F' adjungirte Curve (N-—- 4)'*" Ord- 
nung, Y, und zwar nur eine, weil sonst jede von ihnen, verbunden mit 
einer Geraden, dieselben 2p — 2 Punkte aus F' ausschneiden wiirde, 
was unmdglich. Y selbst trifft /’ ausser den singuliren Punkten 
nicht mehr. 

Fiir diese Curve F bestehen, die ®“ aus der Schaar der F' ad- 
jungirten Curven (N—4-+u) Ordnung, verbunden mit der festen 
Curve (W)K-}. ; 

Denn diese Curven schneiden in Gruppen von je »N Punkten 
und zwar in allen Gruppen, die einer von ihnen corresidual sind; ein 
Theil von diesen Curven, niimlich die Curve (¥)", verbunden mit m 
Geraden, gehdrt aber jedenfalls zu den ©), also vermége F' = 0 alle 
Curven, nach den allgemeinen Siitzen der §§ 2., 3., 4. 


2. In Bezug auf die Normalcurve f von der Ordnung 


v=p+l 
ordnen sich die adjungirten Curven (v— 2)" Ordnung ebenfalls den 
©) unter; sie stellen aber solche ®®) dar, welche noch fiir p — 3 be- 
liebig ausgezeichnete Punkte von f verschwinden. Die adjungirten 
Curven (v—1)*" Ordnung sind Curven ®), welche fiir diese p — 3 
Punkte doppelt verschwinden; ete. 

3. In Bezug auf irgend eine Curve f, von der Ordnung n und 
dem Geschlecht p, lisst sich nicht allgemein angeben, welchen Curven 
®™ die adjungirten Curven der Ordnungen n — 2, n — 1, --+ unter- 
zuordnen sind. Diese sind immer solche Curven ®), welche durch 
gewisse specielle Punktsysteme gehen, die eben nur durch diese Kigen- 
schaft der ®“), aber nicht an der Curve f selbst, auf invariante Weise 
zu definiren sind. Bei allgemeinen Untersuchungen, die sich an die 
durch f definirte algebraische Classe kniipfen, ist es daher nothwendig, 
von der speciellen Form f abzusehen, und nur die Beziehungen zwischen 
den g allein, oder, was im Wesentlichen damit identisch ist, die 
Normalform (3) oder die Normalform (p+ 1)'** Ordnung, zu betrachten. 

4. Nur ein Theil dieser Betrachtungen lisst sich auch noch an 
f selbst durchfiihren. Es liisst sich nimlich der bewegliche Schnitt 
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von f mit denjenigen adjungirten Curven (n —2)'* Ordnung, x, welche 
durch n — 2 feste Punkte von f gehen, die zugleich auf einer Geraden 
A liegen, direct in invarianter Weise auffassen. Dieser Schnitt be- 
steht aus Gruppen von je 2p beweglichen Punkten; und darunter be- 
finden sich auch die Gruppen, welche aus den beiden iibrigen Schnitt- 
punkten a,, a, der Geraden A mit f und aus dem Schnitt f mit den 
adjungirten Curven g bestehen. Transformirt man nun f in f’, von 
der Ordnung n’, so gehen diese letzteren Gruppen iiber in solche, die 
aus zwei Punkten a,’, a,, verbunden mit den Schnittpunkten der zu 
f’ gehérigen gm, bestehen; simmtliche obige Gruppen von je 2p Punkten 
gehen also iiber in diejenigen, welche diesen Jetzteren Gruppen corre- 
sidual sind, d. h. in den Schnitt von f mit den f’ adjungirten Curven 
(n’ — 2)'" Ordnung, y', welche ausserdem durch die n’ — 2 festen Punkte 
von f” gehen, die noch auf der Geraden A’ durch a,’, a, liegen. 

Transformirt man so f in eine der Normalformen, so sieht man, 
dass die genannte Schaar der x iibergeht in die Schaar der Functionen 
®®), welche noch fiir 2p — 4 feste Punkte verschwinden, fiir welche 
zugleich eine Function @ verschwindet. 

Dieses invariante Verhalten der Curven x ist der Grund ihres 
Auftretens bei den Iutegralen dritter Gattung tiber algebraische Func- 
tionen. 

5. Wir wollen am Schlusse dieses Paragraphen noch das Ver- 
halten der Functionen ©“) in dem bisher ausgeschlossenen Falle, bei 
den hyperelliptischen Functionsclassen, erwihnen. Diese Functionen 
®) verschwinden alsdann in Gruppen von je 2u¢(p—1) Punkten, von 
denen aber jede Gruppe aus u(p—1) Punktepaaren besteht; und die- 
selben bilden eine co“(?—-Schaar. Die Anzahl der Relationen 
Ordnung zwischen den p Functionen » betrigt daher hier 

Peppy ote) — w(p—1)—1, 
giltig ftir jedes up. 


§ 6. 

Die in erster Ordnung beriihrenden Curven X“, 
Ich bezeichne im Folgenden mit 
xw 


eine seleche Function ®, also Function w'* Orduung der gm, welche 
in #(p—1) Punkten je in der zweiten Ordnung verschwindet, d. h. 
eine Curve ®*), die f tiberall, wo sie f trifft, in der ersten Ordnung 
beriihrt, also in u(p—1) Punkten. Ferner sage ich, dass zwei solche 
Beriihrungscurven, X™ und X™, zum selben System gehdren, wenn 





i 
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uty 

eine Curve of 7) existirt, deren (u+v) (p—1): Nullpunkte aus den 
u(p—1) Beriihrungspunkten von X“) und den v(p—1) Berihrungs- 
punkten X). bestehen. 


Schon diese Definition zeigt, dass fiir zwei Beriihrungscurven X) 
und X), die zum selben System gehiren, 1 gerade, also beide Zahlen 
uw und v gerade oder beide ungerade sein miissen. 


Um nun alle Beriihrungscurven zu erhalten, und nur diese, welche 
mit einer gegebenen solchen Curve X“) zum selben System gehdren, 
dient der folgende Satz: 


I. Legt man durch die Beriihrungspunkte einer X irgend eine 
Curve O@), so beriihrt in den iibrigen Verschwindungspunkten der O°) 
eine Beriihrungscurve X®°-"), welche also mit X“ gum selben System 
gehort. 


Zum Beweise betrachte man die ganze Schaar der Curven Oe), 
welche die u(p—1) Berthrungspunkte von X™ ebenfalls zu Be- 
riihrungspunkten haben. Diese Curven schneiden noch in beweglichen 
Gruppen von je 2(29—«) (p—1) Punkten, welche Gruppen aber auch 
von Curven ®@¢-") ausgeschnitten werden kénnen. Denn unter diesen 
beweglichen Gruppen sind: jedenfalls die von den Curven ®@¢-") aus- 
geschnittenen enthalten, welche also nach dem Satze des § 4. alle 
Gruppen bilden miissen. Insbesondere existirt unter diesen Gruppen 
die von der Curve O@). @@) ausgeschnittene Gruppe; diese Gruppe be- 
steht aber aus den weiteren (29—) (p—1) Verschwindungspunkten 
von ©), fiir welche nicht X“ —0 wird, und zwar diese doppelt ge- 
rechnet; daher sind diese Punkte, doppeltgerechnet, auch die Ver- 
schwindungspunkte einer ®@e-“), d. h. die Beriihrungspunkte einer 
XCe-"), wie es der Satz aussagt. 

Algebraisch ist dieser Beweis dasselbe, wie der Nachweis der 
Identitat: 

(@)? = =A-f+B. xu, 


wenn man eine ebene Curve f der Classe zu Grunde legt; dabei wird 
dann B die gesuchte Function X@¢—“) ; und die Identitét wird fiir f=0: 


(He) )? — XM Xee-H) = 0), 


Insbesondere kénnen wir die ganze Schaar der Beriihrungscurven 
X) betrachten, welche gleiches v haben und zum selben System ge- 
héren. Da deren Beriihrungspunkte aus denen einer und derselben 


Curve X“ dadurch abgeleitet- werden, dass man durch die letzteren 
(ee 


die ganze lineare Schaar der ® ) legt, so bilden jene, einfach ge- 


nommen, eine lineare Schaar. Die Mannigfaltigkeit dieser Schaar ist 
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(Ann. VII, p. 278), da die Gruppen aus je »(p—1) Punkten bestehen, 
im Allgemeinen eine co’(?——?-fache und wird nur und immer dann 
erhéht, wenn diese Gruppen zugleich von Curven @ ausgeschnitten 
werden. Dieser letztere Fall kann fiir v > 2 nicht eigtreten, Fir 
v = 2 kénnen die Gruppen gerade aus simmtlichen Verschwindungs- 
punkten der @ bestehen, und dann hat man eine co?—!-Schaar; die 
Schaar der X® lisst sich aber hier unmittelbar angeben: es ist die 
bei jeder Curve existirende Schaar (®“))?, d. h. die Schaar der Curven 
@, jede doppelt gerechnet. Wir wollen dieses System (®()? als das 
uneigentliche System X) bezeichnen. Die aus diesem uneigentlichen 
System (®))? abgeleiteten Beritihrungscurven X°) bestehen immer nur 
aus den doppelt zihlenden Curven @, aber die Mannigfaltigkeit der- 
selben erhéht sich nach dem Obigen fiir g@ > 1 nicht. — Fir v= 1 
endlich beriihrt in der Gruppe von p — 1 Punkten eine Curve g, und 
zwar geht durch eine solche Gruppe im Allgemeinen nur eine einzige 
Curve m, so dass diese Gruppe einer linearen Schaar von der Mannig- 
faltigkeit 0 angehért und mit keiner weiteren Gruppe von p— 1 
Punkten zum selben System gehért; im Speciellen aber kann durch 
eine solehe Gruppe auch eine ganze Schaar von Curven p gehen und 
dann gehort sie einer linearen co*-Schaar von je p — 1 Punkten an, 
in denen je eine Curve X“) desselben Systems beriihrt. Dabei kann 


aber o hiéchstens = r—*, bez. a—% 


eine Gruppe von p—1 Punkten der oo’-Schaar mit irgend einer 
zweiten zusammen, so erhilt man oo®? verschiedene Gruppen von je 
2p — 2 Punkten, durch welche auch oo? von einander verschiedene 
Curven g gehen miissen, und da es von diesen letzteren nur co?! 
giebt, kann 206 héchstens —p— 1 sein. Die obere Grenze von 6 
tritt tibrigens ausser den einfachsten Fallen (p—4, 6) nur im hyper- 
elliptischen Falle auf. 

Zusammenfassend haben wir so den Satz: 

Il. Die Beriihrungspunkte aller X, welche gleiches v haben und 
zum selben System gehiren, bilden eine lineare Schaar von Gruppen 
von je v(p—1) Punkten. Die Mannigfaltigkeit einer solchen Schaar 
ist fir v > 2 immer = v(p—1)—p; fiir v =2 bei einem System, 
dem uneigentlichen (®)*, = p — 1, bei den iibrigen Systemen = p — 2; 
fiir v = 1 im Allgemeinen = 0, in besonderen Fiillen aber = 1, 2, - >: -, 


und hichstens = rp, bes. = 2) 


sein; denn nimmt man irgend 





Im Vorhergehenden sind alle zu einem System gehirigen Be- 
riihrungscurven aus einer Curve des Systems, X), abgeleitet worden. 
Um nun diesen Systemsbegriff als in sich widerspruchsfrei zu erkennen, 
ist noch zu zeigen, dass man nur zu denselben Curven gelangt, wenn 
man sie aus irgend einer andern Curve des Systems ableitet. 
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Zu dem Zwecke bemerke man, dass die Gruppe Fee—.)(p—1) vou 
(2@— w)(p—1) Punkten, in welchen eine X@¢-“) beriihrt, zu der Gruppe 
Gu(p—1) Von w(p—1) Punkten, aus welchen die erstere nach I. abge- 
leitet ist, sowohl residual als corresidual ist. Denn die beiden Gruppen 
sind einander residual, insofern, als sie zusammen die Verschwindungs- 
punkte einer ®@) sind*); und corresidual, weil die Gruppe G,(p—1) zu 
sich selbst residual ist, indem sie, doppelt gerechnet, die Verschwindungs- 
punkte der X liefern. Ebenso ist irgend eine weitere Gruppe 
Fiec—n)(p—1y, die aus der G,(p»—1) durch eine © abgeleitet ist, dieser 
Ableitung nach zur Gruppe [ieg—,)(p—1) corresidual, und ferner, da sie 
zu sich selbst residual ist, auch zur Fi9—)(p—1 residual; d. h. es existirt 


uty 
auch eine ort? 3 ) welche durch diese beiden Gruppen hindurch- 
geht, w. z. b. w. 


§ 7. 
Beziehungen zwischen den Systemen der X“), 


Aus dem am Schlusse des § 6. entwickelten Begriffe ergiebt sich 
sogleich eine Reihe von Sitzen tiber den. Zusammenhang der ver- 
schiedenen Systeme, von denen ich nur die wichtigsten +hervor- 
heben will: 

Ill. Gehéren X“) und X™ demselben Systeme, X® aber irgend 
einem weiteren System an, so gehdren die beiden Beriihrungscurven 
X® XH), XX) ebenfalls einem und demselben Systeme an. ; 

Denn damit zwei Beriihrungscurven einem und demselben Systeme 
angehoren, ist nur ndthig, dass die beiden Gruppen ihrer Beriihrungs- 
punkte einander corresidual sind. Da dieses nun bei den _beiden 
Gruppen, in welchen X“) und X beriihren, der Fall sein soll, so 
findet dasselbe auch bei den Gruppen statt, in welchen X® X™ und 
XX beriihren; denn diese Gruppen unterscheiden sich von den 
friiheren nur um eine feste Gruppe, in welcher X® beriihrt. 

Man sieht hieraus, dass, wenn man die Curven eines Systems 


xm, X,... 
mit den Curven eines zweiten Systems 
Xx’), Xx’, we 
zu neuen Beriihrungscurven 


*) Dieser Begriff des ,,Residualen“ ist nicht genau derjenige, welcher in den 
Math. Ann. VII gegeben ist und welcher sich auf die Schnittpunkte blos ,,ad; 
jungirter“ Curven bezieht. Aber die vorhergehenden Paragraphen haben gezeigt, 
dass der Restsatz auch fiir die Curven ®'@) genau in derselben Form gilt, wie fiir 
die rein adjungirten Curven, 
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xXwxX'w, XOX'e,.. 


zusammensetzen will, man immer dasselbe System erhilt, gleichgiiltig 
welche Curve des ersten Systems man an Stelle von X' nimmt, ete. 
Bildet man aus zwei Curven des ersten Systems allein die Curve 

XH Xe, 
so gehdrt dieselbe mit (X“)? zum selben System, also zum ,, uneigent- 
lichen“ System. : 

Man erhilt indess schon alle iiberhaupt existirenden Systeme nach 
folgendem Satze: 

IV. Es giebt keine weiteren Systeme, als eine endliche Anzahl von 
Systemen der X) und eine endliche Anzahl von Systemen der X®. 
Alle Beriihrungscurven X@"+) gehiren mit Curven X, alle X®") mit 
Curven X) zu Systemen zusammen. 

Sei nimlich eine X(@“+!) gegeben. Diese Curve beriihrt in 
(2u-+1)(p—1) Punkten; aber durch diese Gruppe kann man immer 
eine ®+*) legen, da es eine co? “+*) (P—-)—-Schaar dieser Curven giebt, 
durch die Gruppe also jedenfalls noch s0*?-* der ®“+*) gehen. Eine 
soleche Curve ®“+® verschwindet dann noch fiir 3(p—1) Punkte, in 
welcher eine X beriihrt, die mit X@#+" zum selben System gehdrt. 

Sei ferner eine X®" gegeben, die in einer Gruppe von 2u(p—1) 
Pankten beriihrt. Da es von den Curven 0+ eine co®@+H)(e-)—p. 
Schaar giebt, kann man durch diese Gruppe noch wenigstens co?-* 
der O*+) legen, und eine soleche Curve verschwindet dann noch in 
2(p—1) Punkten, in welchen eine X®) beriihrt, die mit der XH) 
zum selben System gehért. 

Nimmt man nun von den 3(p—1) Beriihrungspunkten einer X©) 
3(p—1) — p= 2p — 3 derselben willkiirlich, aber nicht speciell ge- 
legen, an, so ist die X‘ auf eine endliche Anzahl von Weisen be- 
stimmt, da es, wie wir in II. gesehen haben, genau co*?— solcher 
Gruppen von 3p — 3 Punkten giebt. Diese verschiedenen X, mit 
denselben 2p —3 Beriihrungspunkten, gehéren ebenso vielen ver- 
schiedenen Systemen an, da es nicht mdglich ist, durch die Beriihrungs- 
punkte zweier solcher X eine ©) zu legen; und die sich so ergeben- 
den Systeme von X®) sind alle existirenden. 

Diese Systeme der X zerfallen nun weiter in zwei Hauptarten: 
je nachdem durch die 3(p—1) Beriihrungspunkte einer solcher X®) 
eine ®®@) nicht geht, oder eine @ hindurchgeht. Ich unterscheide 
dementsprechend die Systeme als solche erster Art und solche zweiter 
Art. Im zweiten Falle gehért die X® mit einer in p — 1 Punkten 
bertihrenden X) zum selben System, und umgekehrt gehdren nach 
IV. alle X® zu Systemen X®. Da die Mannigfaltigkeit der Schaar 
der X‘, die zu einem Systeme gehéren, auch eine unendliche sein kann, 
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so kann man die Systeme der zweiten Art auch noch in Unterarten 
theilen, je nachdem die zugehérige Schaar der X' die Mannigfaltig- 
keit o0°, oo', co?, etc. hat. Die Anzahlen der verschiedenen Systeme 
in diesen Unterarten seien bez. mit R, RO, R®, ... bezeichnet; 
ebenso die Anzahl der Systeme erster Art mit R. 

Wir bemerken dabei, dass nach der Theorie der Abe}’schen 
Functionen die R, R®, R®,--.+ Systeme zu einer Art zusammenge- 
gefasst werden, und die R, R®, RY, ..+ Systeme zu einer zweiten 
Art (vgl. Weber, Math. Ann. XIII). 

Nimmt man ebenso von den 2(p—1) Beriihrungspunkten einer 
eigentlichen (nicht aus einer doppelt ziihlenden ©@) bestehenden) X® 
p — 2 derselben willkiirlich und allgemein an, so ist auch die X® 
auf eine endlichesZahl von Weisen bestimmt, da es nach II. genau 
oo’? solcher Gruppen von 2(p—1) Punkten giebt. Die verschiedenen 
X®), mit denselben p — 2 Beriihrungspunkten, gehéren dann ebenso- 
vielen verschiedenen eigentlichen Systemen an, da eine @), sobald sie 
durch die p — 2 Punkte doppelt und durch die tibrigen Bertihrungs- 
punkte einer X® gehen soll, schon mit dieser X®) identisch wird. 
Man erhilt auf diese Weise alle eigentlichen Systeme von X®, 

Die Anzahl der sich so ergebenden eigentlichen Systeme von 
X) sei N. 

Offenbar erhiilt man jedes dieser N Systeme auch durch Combina- 
tionen zu 2 von Systemen der X®, Denn verbindet man eine X") 
z. B. mit irgend einer X", so bildet X®~. X® eine X®, und X® 
gehért zum selben System, wie die X") X®, Es geniigt daher jeden- 
falls, die Systeme der X® zu kennen, um hieraus alle Systeme abzu- 
leiten. — Da ferner ein Theil der N Systeme der X® schon durch 
Combination der R® Systeme der X®, ein Theil durch Combination 
der R™ Systeme der X), etc., sich ergeben wird, so zerfallen auch 
die N Systeme in Unterarten. Ebenso zerfallen auch die R Systeme 
erster Art der X®) in Unterarten, je nachdem man ein solches System 
aus drei der R®, beziiglich drei der R etc. Systeme der X® com- 
biniren kann. 

Diese Betrachtungen seien nochmals in dem Satze zusammen- 
gefasst: 

V. Die Systeme X®) zerfallen in zwei Arten: ein System der ersten 
Art besteht nur aus solchen Curven X), durch deren Beriihrungspunkte 
kein ®® geht; ein System der zweiten Art aus solchen, durch deren 
Beriihrungspunkte eine ) gelegt werden kann. Zu einem System der 
zweiten Art gehirt immer eine Beriihrungscurve X\ oder eine Schaar 
solcher; und je nach der Mannigfaltigkeit dieser Schaar hat man wieder 
Unterarten der zweiten Art. 

Die Systeme der X®) zerfallen ebenfalls in zwei Arten: die eine 











tor 





280 


M. Noerner. 





Art enthdlt nur das eine uneigentliche System (®)? — und die ent- 
sprechenden X®@) sind identisch mit den Curven (X*)? —; die andere 
Art enthilt alle iibrigen, eigentlichen Systeme X), Alle Systeme lassen 
sich durch Combinationen von Systemen der X) ableiten. 


§ 8. 
Specielle Palle fiir die Beritthrungscurven X™. 


’ 1. An Stelle der in der Theorie der A bel’schen Functionen von 
Clebsch und Gordan auftretenden Beriihrungscurven, bei denen ein 
Punkt der Grundcurve ausgezeichnet ist, sind nach der hier angenom- 
menen Auffassung folgende Curven zu setzen: 

Sei a, ein Punkt der Grundcurve und g, eine Curve g, die in ay 
beriilirt; diese Curve  verschwindet dann noch fifr 2p — 4 weitere 
Punkte a@,, a,, +++, @p—s Man betrachte nun alle Beriihrungscurven 
X®, welche in den Punkten a), a,, --+, @zp-4, sowie in p weiteren 
Punkten beriihren. Dieselben bestehen aus der Curve m,, verbunden 
mit den WY), welche durch a,, a,, +--+, @zp4 gehen und noch in 
p weiteren Punkten beriihren: 


X® = gq, - ¥*. 
Die beiden Arten von Systemen von X®) driicken sich nun hier so 
aus: bei der ersten Art giebt es keine ®®@, welche durch die Punkte 


iy, &, °° *,) Gap-a, Sowie die p Beriihrungspunkte der Y®), hindurch- 
geht; d. h., da nach dem ersten Beweise im § 3. eine ©®, die durch 
die Punkte a), a, --+, @zp—a der g hindurchgelegt ist, zugleich noch 


durch den letzten Verschwindungspunkt der g,, namlich wiederum ay, 
hindurchgehen miisste, wihrend daun durch die iibrigen » — 1 Punkte 
immer eine » ginge: bei der ersten Art fallt keiner der p Berihrungs- 
punkte der Y® in den Punkt ap. 

Bei der zweiten Art muss dagegen nothwendig einer der p Be- 
riihrungspunkte der Y in den Punkt a, fallen und diese Curve selbst 
besteht aus g,, verbunden mit irgend einer der in p — 1 Punkten 
beriihrenden X: 

X® = g,? +X. 

2. Kine Curve ¥, welche in einer Anzahl von Punkten einfach 
verschwindet, in einer weiteren Anzahl von Punkten aber doppelt, 
d. h. in der ersten Ordnung beriihrt, lisst sich fiir sich auf keine 
Weise in eines der angegebenen Systeme von Beriihrungscurven ein- 
reihen; und man kann die Curven dieser Art nicht einmal nach ana- 
logen Systemen anordnen, so dass diese Anordnung einen invarianten 
Charakter erhilt. Sobald man aber zwei Curven ¥Y™, Y zusammen- 
nimmt, welche in denselben einfachen Punkten verschwinden, deren 
weitere Beriihrungspunkte aber verschieden sein kénnen, erhilt man 
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eine vollig bestimmte Zuordnung zu einem der in § 6., 7. angegebenen 
Systeme von X® oder der Systeme von X®. In der That stellt eine 
solche Curve 


Yoo . yo) 


eine Beriihrungscurve X‘“+") yor, die eine bestimmte Zuordnung hat. 
Ist insbesondere v = w, so hat man in 


yu yw, 
wo Y™ und ¥') die einfachen Verschwindungspunkte gemein haben, 


eine Curve X@“), welche entweder einem der N Systeme von X® zu- 


geordnet ist, oder speciell dem uneigentlichen Systeme, wenn sie sich 
in die Form setzen lisst 
()2, 

In dasselbe System, wie Y)- Y gehért auch die algebraische 

Function 

w 

yo ’ 
die sich von der vorhergehenden nur um den Factor (¥“)?, welcher 
dem uneigentlichen System angehdért, unterscheidet. 

Ersetzt man nimlich die beiden Curven Y) und Y, welche die 
Verschwindungspunkte @ gemein haben sollen, wihrend Y™ ausserdem 
in den Punkten y, Y) in den Punkten 0¢ beriihre, nach dem Rest- 
satze (diese Ann. VII, p. 271) durch die beiden Curven Y‘@ und 
Yet), welche die Verschwindungspunkte 6 gemein haben sollen, 
waihrend Y) ausserdem noch in den Punkten y, Y'e¢+’-“) in den Punkten 
0 beriihre, so hat man 


YO YO — YwYet-H = 0, 
und die beiden Functionen . 
wt) wietr—x) 
wie) = we) 
sind ganz identisch. Aber die. beiden Beriihrungscurven 
wu. WO) und Ye . Yer-o 


gehdren zum selben System, weil durch ihre Bertthrungspunkte eine 
g’te geht, naimlich die Curve ¥Y® - Y@), d. h. weil 


[YO . Yor]. [YO . Yer—H] — [HO . Yer}? — 0, 


3. Die in § 6. zur Definition von Systemen von Beriihrungs- 
curven X“) angegebenen Operationen lassen sich auch direct auf blos 
adjungirte Curven (Math. Ann. VIT) anwenden. Man erhalt dann 
ebenfalls Beziehungen zwischen Schaaren von solchen beriihrenden 
adjungirten Curven. Aber einmal wird der Ausdruck dieser Be- 
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ziehungen dann von einem nicht invarianten Elemente, der Ordnung 
der Grundcurve, abhingig; sodann kann man auch nicht allgemein 
angeben, ob sich diese Curven zu reinen Beriihrungscurven X) er- 
ginzen lassen und somit ihre Zuordnung zu den Systemen der §§ 6., 7. 
gegeben ist, oder ob dieselben nur zu den Curven ¥Y™ in (2) § 8. ge- 
héren. Das Erstere wird nur fiir die adj. Curven der Ordnung n —3+26 
immer stattfinden , wie nachher gezeigt wird , sowie in speciellen Fallen, 
z. B. wenn die Grundcurve von der Form (3), § 5. 

Sei hier f die Grundeurve n't Ordnung, Y(,, X;,, etc. adjungirte 
Curven r** Ordnung. 


Die Curve X;,, mége nun f= 0 in allen Punkten a, wo sie f 
trifft, in der ersten Ordnung beriihren, die singuliren Punkte von f 
ausgenommen, wo X,,) blos adjungirt ist. Damit dieses itiberhaupt 
méglich ist, muss m-r gerade sein. Legt man durch die, Punkte a 
eine adjungirte Curve Y,,, so hat man nach dem Restsatze, ver- 
moge f = 0: 

(1) ¥3 aed Xr) Xes—r) — 0, 


wo auch Xi,_,) eine adjungirte Curve wird. Ferner zeigt diese Rela- 
tion, dass Xig,_,,) in den weiteren Schnittpunkten 6 von ¥,,, mit f die 
Grundcurve f berthrt. Wenn man also Xj) einem bestimmten System 
von Beriihrungscurven zugeordnet hatte, so wird man auch X@,_,, dem- 
selben System zuzuordnen haben, und man hat, dem Satze I., § 6. 
analog: 


Legt man durch die Beriihrungspunkte einer adjungirten X(,, irgend 
eine adjungirte X,, so beriihrt in den iibrigen Verschwindungspunkten 
der Xi eine adj. Xes-r,, vom selben System, dem X,, eventuell zu- 
geordnet war. Fiir zwei solche Curven ist also jedenfalls die Summe 
der Ordnungen gerade. Die.Gruppen von Beriihrungspunkten derjenigen 
Curven Xi), welche gleiches r haben und zum selben System gehéren, 
bilden die ganze corresiduale lineare Schaar, die zugleich irgend einer 
Gruppe dieser Schaar residual ist. 

Ich betrachte nun speciell eine adjungirte Curve (m — 1)" Ord- 
nung, X(—1); welche f in » + p — 1 Punkten @ beriihre. Sei F eine 
Curve der Ordnung u(m — 3) — 1, welche jeden i-fachen Punkt der 
Grundcurve f zum w(t — 1)-fachen Punkt besitze; Curven, die immer 
existiren, wenn man nur w geniigend gross nimmt. Dann stellt die 
Curve 
(2) (F)? - Xa—1 


eine Curve X +) (§ 6.) vor, welche in den Punkien @ und in den 
Schnittpunkten von F mit f beriihrt. Diese Curve (2) hat eine ganz 
bestimmte Zuordnung zu einem der Systeme der §§ 6., 7., welche auch 
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dadurch nicht geiindert wird, dass man die Curve F' beliebig variirt; 
denn setzt man 


(3) (FP) » Xin-1) 
an Stelle von (2), so geht durch die Bertihrungspunkte von (2) und 
(3) die &“-Curve F’. F’ . X,_4. 
Gehéren nun nach Formel (1) dieser Nummer, fir r= — 1, 
s=n+o—1 
Xon—y und X~_i420) 
zum selben System, so gehéren auch 


(FP + X—s und (4)? Xu—1420) 


nach § 6. zum selben System, wo G eine adj. Curve der Ordnung 
v(n—3) — (o-+1), welche jeden i-fachen Punkt von f zum »(i—1)- 
fachen Punkt hat; denn aus (1) folgt sogleich auch: 


[PF - G+ Wingo-1)]? — (2)? - Xan] - [(@? + X—1420)] = 0. 


Daher hat man die adjungirten Beriihrungscurven X(n-1), allgemeiner 
die adjungirten Beriihrungscurven X(n-1420), ganz bestimmten, in § 6. 
und § 7. bezeichneten Systemen von Beriihrungscurven X®«+ oder X®),. 
zuzuordnen, nimlich Xin-1420) demselben System, welchem die oben be- 
zeichnete Curve (G)? - Xin1420) angehort. 

Den Systemen X® ist das Product oder der Quotient aus zweien 
solchen adjungirten X(n-1420), Xin—i4ac 2ueuordnen. 

4. Der letzte Theil des vorigen Satzes fiihrt dazu, noch weitere 
specielle Curvenschaaren anzugeben, welche den Systemen X" der 
§§ 6., 7. zuzuordnen sind. Sei 


K; (n—3)+424 


eine Curve der Ordnung 2(n — 3) + 26, welche jeden i-fachen Punkt 
a der Grundcurve f (n'*" Ordnung) zum i-fachen Punkte besitzt, jeden 
der i Zweige von f in a noch in i — 2 weiteren Punkten trifft (also 
z. B. in a einen 2(¢ — 1)-fachen Punkt hat), und / in allen weiteren 
Schnittpunkten in der ersten Ordnung beriihrt. Fir diese Curven kann 
man dann eine der Formel (1) von Nr. 3. dieses Paragraphen analoge 
Formel und folglich einen analogen Satz, wie den ersten dieser Nr. 3., 
ableiten. — Wenn dann H eine Curve der Ordnung (uw — 1) (n—3) — o 
bedeutet, welche jeden i-fachen Punkt a von f zum (u — 1) (i — 1)- 
fachen Punkt hat, so erhilt man in 


(H)? - Ke(n-s40) 
eine Curve XH), welche einem bestimmten System der X) angehdrt, 


und diesem selben System kann man schon die Curve Ko(n—3+0) allein 
zuordnen. 


19* 
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Das am Schlusse der Nr. 3. angegebene Product X(,~1420)' X(n—i+27) 
ist ein specieller Fall der Curve K. Sobald iiberhaupt K in das Product 
zweier adjungirter Curven L - M zerlegbar ist, welche ihre einfachen 
Schnittpunkte mit f gemeinsam haben miissen, die Beriihrungspunkte 
dagegen verschieden haben kénnen, gehdrt auch + in dasselbe System, 
wie X selbst. 

Unter die in 3. und 4. dieses Paragraphen angegebenen speciellen 
Falle der X™) sind alle bisher behandelten Schaaren von in erster 
Ordnung beriihrenden Curven zu subsumiren, und dieselben sind daher 
nach den hier gegebenen Principien in die Systeme einzuordnen. 


Mannheim, im August 1880. 
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Zur Theorie der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
Von 


A. V. BAcktunp in Lund. 


Es ist, wie ich glaube, zum ersten Male von Lie in einer Note 
in den Gott. Nachrichten fiir 1872, Nr. 25, bemerkt worden, dass 
eine partielle Differentialgleichung 1. O. mit » unabhingiven Variablen 


Ly, Vy, ***, Z, und einer uubekanuten Function z unter Umstinden 
eine vollstindige Lésung besitzen kann, die durch zwei oder drei oder 
vier ... Gleichungen zwischen z, 2,, 2, +++, 2, und » willkiirlichen 


Constanten auszudriicken ist. Ein Weg zur Ermittelung einer solchen 
Lésung einer derartigen partiellen Differentialgleichung 1. 0. wird auch 
in der nimlichen Note von Lie angegeben, aber eine eingehende 
Discussion der betreffenden Differentialgleichungen ist meines Wissens 
noch nicht unternommen worden. Und doch ist eine Charakterisirung 
jener Gleichungen, wenn nicht aus anderen Griinden, wenigstens des- 
halb wichtig, weil sie lehrt, von einer vorgelegten partiellen Differential- 
gleichung 1. O. durch. Differentiationen und Eliminationen allein zu 
entscheiden, ob sie eine durch zwei oder eine durch drei odey durch 
mehrere Gleichungen zwischen 2, 2,, 2, +++, %, ausdriickbare Lésung 
' besitzt. Zu den folgenden auf eine niihere Charakterisirung der frag- 
lichen Differentialgleichungen abzielenden Ueberlegungen bin ich zum 
Theil durch meine in diesen Annalen verdffentlichten Untersuchungen 
iiber partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung veranlasst wor- 
den, wie aus mehreren Stellen im Folgenden erhellen diirfte; jedoch 
haben die folgenden Ueberlegungen so wenige Beriihrungspunkte mit 
jenen Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen hoéherer 
Ordnung gemein, dass zu ihrem Verstiindniss die Kenntniss der letzteren 
nicht nothwendig ist. 

Freilich werde ich nur die Fille mn =3, n == 4 behandeln, und 
ausfihrlich nur diejenigen partiellen Differentialgleichungen 1. OQ. 
zwischen drei Variablen z,, 2, 2, und der unbekannten Function z 
besprechen, die eine durch zwei Gleichungen zwischen ¢, 2, 2, X3 
ausgedriickte Lisung gestatten, aber Alles, was fiir diese Fille ent- 
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wickelt wird und auf die Charakterisirung der genannten partiellen 
Differentialgleichungen hinausliuft (insbes. § 1., Nr. 7, § 6.), lisst 
sich ohne Miihe auf die Fille n = 5, n = 6, etc. ausdehnen. 


§ 1. 

Ueber die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung des Raumes 

von vier Dimensionen, die ein erst durch zwei Gleichungen ausdriick- 
bares Integral besitzen. 


1. Wenn die Variablen z, 2,, x,, x, als Coordinaten der Punkte 
eines Raumes von vier Dimensionen interpretirt werden, so stellt jede 
Gleichung zwischen z, 2,, 2, Z, eine Punktmannigfaltigkeit von drei 
Dimensionen und jedes System von zwei Gleichungen zwischen den- 
selben Gréssen eine Punktmannigfaltigkeit von zwei Dimensionen in 
diesem Raume dar. Betrachten wir irgend eine Punktmannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen in diesem Raume, kurzgesagt eine M,° dieses R,: 


=f (x2, %3), XL, = p(X, 45), 
und bezeichnen wir durch p,, p,., p, derart gewihlte Parameter einer 
Tangentenebene derselben in einem Punkte (2, 2,, %,, %,), dass die 
Gleichung jener Ebene wird: 


(a) §—2=p,(&,—2%,) + p.(&.—2,) + p3(&;—23), 
so finden wir leicht, dass alle die Punkte der M,°, die dem Punkte 
(#2, %,%,) unendlich benachbart sind, in der Axe eines ganzen Biischels 
von Tangentenebenen liegen. Man hat nimlich fiir jene Punkte die 
Gleichungen: 

dz—df=0, dzx,—dg=0, 


oder, wenn man p, q, p’, q resp. statt oe i z, a schreibt, 
kurz: 

(a’) dz — p, dz, — p, dx, — p, dz, = 0 

fiir alle diejenigen Werthe von p,, po, py, die den beiden Relationen: 
(1) P2=P—PP» Pp=I— TP 

Geniige leisten. Wenn, wie gewohnlich, der Inbegriff derjenigen Punkte 
der Ebene (a), die dem Punkte (zx) unendlich benachbart sind, — 
und die auch allen Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen (2,°), 
welche die Ebene im Punkte (2x) beriihren, gemeinsam sind, — als 
Flichenelement bezeichnet wird, so kénnen wir sagen, dass alle einem 
Punkte (¢z) einer M,° unendlich benachbarten Punkte. derselben M/,° 
den Schnitt zweier und somit einfach unendlich vieler Flichenelemente 
bilden. Einen jeden solchen Inbegriff von unendlich naheliegenden 
Punkten einer M,° diirfen wir als Element der M,° auffassen; die 
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verschiedenen Elemente unterscheiden sich durch die Werthe ihrer 
Parameter (2, 2,2, %3,,, P, q'), in derselben Weise wie die Flachen- 
elemente des Raumes durch ihre Parameterwerthe (2, 2,, 22, 23, P15 Po» Ps) 
sich unterscheiden. Ein jedes Element (2, x,, %, %3,p~,9,P, q) ist, 
wie eben gezeigt , der Schnitt von zwei und somit von einfach unendlich 
vielen Elementen (2, 2, %), X35 DP,» Pr» Ps). 

2. Jedem Punkte einer M,° wird hiernach ein ganz bestimmtes 
Element (2, 2, %, 2, p,q, p’, 7’) oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
ein ganz bestimmter Biischel (1) von Flachenelementen (2, 7,, 2,23, P,,Po Ps) 
zugeordnet. Die Gleichungen (1) repriisentiren aber, wenn p,, Po, ps 
als Punktcoordinaten eines Raumes von drei Dimensionen gedeutet . 
werden, eine Gerade in diesem Raume, den ich im Folgenden mit R,’ 
bezeichnen werde. Demgemiiss kénnen wir die eben gemachte Be- 
merkung auch so ausdriicken: jedem Punkte einer M,° des Raumes R, 
wird eine Gerade des Raumes R,’ zugeordnet. Die Grossen p, q, p’, q 
haben wir als Coordinaten dieser Geraden aufzufassen. 


Einfach unendlich viele M,° erzeugen eine M,". Unter zweifach 
unendlich vielen M,° giebt es also im Allgemeinen wenigstens eine, 
die durch einen beliebig gewihlten Punkt des R, hindurchgeht. Jedem 
Punkte des R, wird daher vermittelst einer zweifach unendlichen Schaar von 
M,° eine Gerade in R, zugeordnet. Durch Schaaren von dreifach, 
vierfach, fiinffach unendlich vielen M,° wird jedem beliebigen Punkte 
des R, eine einfach, zweifach resp. dreifach unendliche Schaar von Ge- 
raden in R,', d. h. eine Linienfliche, eine Congruenz resp. ein Complex 
von Geraden zugeordnet. 

3. Die Gleichung in Punktcoordinaten p,, p,, p, derjenigen Linien- 
fiche in R,’, welche die dreifach unendlich vielen ©,°: 


(2) =f (X,,%3,4, 6, V), L, = p(y, 7,4, u,v), 
(wo A, w, v variable Parameter bezeichnen) 


dem Puukte (2, 7,, 2, 2) zuordnen, und die, nach dem Obigen, durch 
Elimination von 4, w, v zwischen den Gleichungen (2) und den Glei- 
chungen 


of a9 of a9 


P2 = Gx, ~ Pi Gay? Ps = Ga, — Pi Oa, 
(d. i. den Gleichungen (1)) erhalten wird, sei die folgende: 
(3) F (2, Xy, Xp Ly) Py Po» Ps) = 9; 


durch sie werden auch, wenn man ¢Z, 2, 2, %3, P,) Po, Pp; als Para- 
meter der Flachenelemente in KR, auffasst, alle diejenigen Flichen- 
elemente dieses Raumes R, angegeben, die sich an die vorgelegten 
dreifach unendlich vielen M," (2) anschliessen (so dass jedes derselben 
oo! (unendlich nahe liegende) Punkte mit einer dieser /,° gemein hat). 


20* 
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In Folge dessen wird die Gleichung (3) eine solche partielle Dif- 
ferentialgleichung 1. O. des Raumes R,, welche die M,° (2) als Inte- 
grale besitzt. Hine erste Bedingung fiir eine partielle Differentialgleichung 
1, O.: F’(@, %,, %, £3, Py) Po» Ps) = 0, welche eine volistiindige Lisung 
besitzen soll, die sich geometrisch durch co* M,° darstellt, ist daher die, 
dass die Differentialgleichung , falls 2, x, x_, x als (beliebige) Constanten, 
Pi, Po, ps, als Coordinaten der Punkte in R,) interpretirt werden, eine 
Linienfliche in R,' reprdsentiren muss. 

Indem man zwei von den Gréssen p,, p,, py, etwa p,, p,, aus den 
Gleichungen (1) und (3) eliminirt, muss daher, falls die Gleichung (3) 
nicht linear in den p, aber dennoch eine partielle Differentialgleichung 
1. O. mit co® Integral- /,° sein soll, eine Gleichung von der Form 
resultiren : 


f (2, @y Ly, yy P,Q, PV. 7) + Eps, Lj, Ly, Ly, p, 9, P, 7) 


+ BY(2, X, a, %3,P, 9, p', 7) =9, 
wo nur «, 6 von p, abhiingen. Das System der Gleichungen: 


f (2, %y) %q5%3, PI, P, 7) =9, 
(4) P( = 0, 

¥( ja @ 
stellt in den Liniencoordinaten p, q, p’, g die durch die Gleichung 
(3) in den Punktcoordinaten p,, p,, p, ausgedriickte Fliiche des R,’ 
dar. Dass fiir diese Darstellung der Fliche drei Gleichungen erfordert 
werden, zeigt an, dass die Flaiche geradlinig, aber keine Ebene ist. 

4. Drei Gleichungen zwischen den Liniencoordinaten p,q, p’, 

bestimmen immer eine Linienfliche, wie auch die Gleichungen unter 
sich beschaffen sein mégen. Man erhilt die Gleichung derselben Fliche 
in Punktcoordinaten p,, p,, p, durch blosse Elimination von p, q, p’, q 
zwischen jenen drei Gleichungen und den Gleichungen (1). Aber eine 
so erhaltene Gleichung: F(z, x,, 2, 73, P,P.) P3) = 0, die drei be- 
liebig gewiihlten Gleichungen: 


f(2, %, %, 23, p,d,P,7) =9, 

p( )= 0, 

v( yond 
iiquivalent ist, so dass sie geometrisch fiir alle Werthe von 2, 2,, 2,, x5 
eine Linienfliche reprisentirt, hat im Allgemeinen keine durch oo’ Y,: 
2=F(a,,%,,4, u,v), 2, = (x, %,,4,u, v) darstellbare Lésung, 
sogar im Allgemeinen keine einzige Integral-M,°. Soll nimlich eine 
Integral-M,° vorhanden sein, so miissen die angegebenen drei Glei- 
chungen zwischen p,q, p’, q, wenn man fiir diese Gréssen setzt resp. 

Oz 02 Ox, Oxy, 


~~ =» =,» = , von Werthen von az, von der Form: 
Oh,’ O%,° Of,’ da,’ Sy % 
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2=F(x,,%,), 2, = (x, 2,) befriedigt werden. Diese zwei Glei- 
chungen miissten die Integral-M,° darstellen. Ebenso wiirde eine 
dreifach unendliche Schaar von Integral-M,°, die eine vollstindige 
Lésung bildete, von einem Gleichungspaare: z= F'(x,, %,,4, u,v), 
L, = O(a4,, 43,4, u,v) mit drei arbitriiren Constanten A, uw, v bedingt, 
durch welches den genannten drei partiellen Differentialgleichungen 
fiir z, x, identisch geniigt wiirde. 

Soll also die nicht-lineare Gleichung (3) co* Integral-M,° (2) be- 
sitzen, so mtissen die Gleichungen (4), als partielle Differentialgleichungen 
fiir 2, x, aufgefasst, eine gemeinsame Lisung (2) mit drei arbitriren 
Constanten gestatten. 


§ 2. 
Partielle Differentialgleichungen der obigen Art, welche in FR,’ Linien- 
flichen darstellen, die zu einer beliebig gegebenen Congruenz gehéren. 


5. Ich werde mieh hier vornehmlich mit dem Gleichungssysteme: 


f (2, %, XX, p,9,p', 7) = 9, 
9( )=0, 


wo f=0, g=0 ganz beliebig gewahlt sind, beschiftigen, und zu- 
niichst zeigen, dass dasselbe immer unendlichfach unendlich viele 
Lésungen: 
=F (x,,%), %, = (x, 2), 
p=F’(@,), q=F'(as),, VP =O'(m), g =O (as) 


besitzt. Statt x,, 2, 2, werde ich jedoch hinfort schreiben 2’, x, y, 
wodurch p,q, p’, g partielle Differentialquotienten von z, 2° nach 2, y 
werden, und die vorgelegten zwei Gleichungen die Form erhalten: 


(5) f(z, 2, L,Y, DP, Us Ps 7q)=90, 
9 ( )=0.— 


Die Frage, ob es Functionen z, 2 von 2, y giebt, die diese Glei- 
chungen erfiillen, ist gleichbedeutend mit der Frage, ob es eine Function 
z von x,y giebt, durch welche, wenn man sie in die Gleichungen 
einfiihrt und zugleich fiir p’, q’ ihre partiellen Differentialquotienten 
in Bezug auf x, y setzt, die vorgelegten Gleichungen verwandelt werden 
in zwei solche partielle Differentialgleichungen 1. O. fiir z: 


A(z,2%,y,p,9q)=9, Ble, x,y, p,q) =9, 
die eine gemeinsame Lésung: z = F(x, y) besitzen. Und diese 


Frage erledigt sich auf die folgende Weise. Man stelle die Glei- 
chungen auf; 
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(6) (fp].2p = 0,*) 
(7) [f{fe]].2p>=% [Plfrl].2p=09, 


von denen die letzteren, durch Elimination von z, p, q vermittelst (5) 
und (6) in zwei partielle Differentialgleichungen 3. O. fiir 2 iiber- 
gehen, Wenn diese zwei Gleichungen eine gemeinsame Lésung 2’ ge- 
statten, — und ich werde gleich zeigen, dass sie das stets thun, — so 
ist diese Lésung eine Function 2 der gesuchten Art; denn durch Sub- 
stitution derselben in die Gleichungen (5), (6) erhalten diese, auf Grund 
der jetzigen Identitiiten (7), den durch Elimination aus ihnen sich er- 
gebenden Ausdruck fiir z in x, y als gemeinsame Lésung. 

Aus den ersten Derivirten der Gleichungen (5) und (7) nach z, y 
setzen sich in linearer Weise die Gleichungen: 


[¢[rtrol]]_ =o [Petrol], =o 
‘ha. Nap 3 tae ae 


zusammen. Aber auf Grund der Jacobi’schen Identitit: 
[flv] +[¢lvf)] + iy i 
—— pv) — 3 wr] — 3 Ufel™) 


(8) 


*) (olen (So +n ote Sh +r he Of) oe 


+ te 7 if gr) 2 


oq 
oy ’ a Of 
—(E +p So +e SF +r Ge +058) oo 
: 99 1 ag a: a 7 
Mit +’, s',¢ sind die zweiten Gal 
oe Fe Be 
Oa?’ Oudy’ dy 
bezeichnet. 
Allgemeiner: 
fo), <-df 28 4 af 20 av of _ dv af 
sp dx @p dy 04 dx op dy @q’ 


w eine beliebige Function von 2, x, y, p, q, 2, 1., 2., 3. ete. Differentialquotienten 
von 2 in Bezug auf z, y. 


**) Wegen (6) und (7) ziehen diese Gleichungen die folgenden nach sich: 
[rol (riroy|,,,=%  [(ellvirol]],.,—9 


**%) Sie ist in dieser Weise von Mayer (in d. A. Bu. IX, p. 370) formulirt 
worden. 
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erhilt man, wenn [fp] statt w gesetzt wird, und tiberdies die Glei- 
chungen (6) und (7) beriicksichtigt werden: 


[ Fletrel]] = [y [rife] 


Also reduciren sich die Gleichungen (8) auf nur drei von ein- 
ander unabhiingige Gleichungen. Dennoch vertreten sie vollstindig 
diejenigen Gleichungen, die durch Differentiation der aus den Glei- 
chungen (7) hergeleiteten Gleichungen 3. O. fiir 2 folgen, — denn 
die Gleichungen (8) sind durch Elimination von 1, s, ¢ [den zweiten 
Differentialquotienten von 2] zwischen den ersten Derivirten von (5) 
und (7) hervorgegangen und werden daher, nach Substitution der 
oben angewandten aus (5), (6) zu bestimmenden Werthe von 2, p, q 
den genannten Derivirten der Gleichungen fir 2 vdéllig ‘quivalent. 
Die ersten Derivirten der zwei Gleichungen 3. QO. fir 2’ reduciren sich 
also auf drei von einander unabhingige Gleichungen, d. i. zwischen 
den ersten Derivirten der Gleichungen fiir 2 findet eine lineare Rela- 
tion identisch statt. 

Dann aber stehen die Gleichungen fiir 2 in derselben Beziehung 
zu einander, wie zwei erste Integrale verschiedener Classen einer 
linearen partiellen Differentialgleichung 4. O., eine Beziehung, die ich 
in diesen Annalen Bd. XIII, p. 9)—93 niiher beschrieben habe, Die 
zwei Gleichungen 3. O. fiir 2 haben also co” Integrale: 2 = (az, y) 
gemein. Durch jeden Streifen von Elementen (2', x, y, p’, q) geht eine 
einfach unendliche Schaar von Integralen. 

Ein jedes Integral 2 — 9(z, y) bestimmt, nach dem Obigen, eine 
einzige Function z von x,y, mit der es zusammen. eine Lésung des 
Systems (5) bildet. 

6. Den Gleichungen (5) kaun man immer solche Gleichungen: 
(9) v2, 2,2, Y, DP, % P, q) =0 
hinzufiigen, deren jede mit (5) eine dreifach unendliche Schaar von 
Lésungen: 2 = F(z, y), 2 = (x,y) gemein hat. Es ist niimlich 
modglich, die Function y so zu bestimmen, dass es Werthe 2’ = ®(z, y), 
p =O (xz), ¢ =—'(y) giebt, die, in die Gleichungen (5), (9) ein- 
gefiihrt, diese zu drei solchen partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
fiir g machen, die ein gemeinsames Integral: z= F(z, y) besitzen. 
Denn hierfiir ist nur erforderlich, dass die drei Gleichungen: 


(10) [fPler=9, [PV]cap=—9, [Vf ]ep = 9, 

nachdem man aus ihnen vermittelst (5) und (9) z, p, q eliminirt hat, 
wodurch sie in drei partielle Differentialgleichungen 2. O. fiir 2’ iiber- 
gehen, eine gemeinsame Lésung mit drei arbitriiren Constanten zu- 
lassen. Und dass in der That ~ so bestimmt werden kann, dass dies 
eintrifft, zeigt sich folgendermassen : 








292 A. V, Bicxiunp. 


Die ersten Derivirten der Gleichungen (10) sind, unter gehériger 
Beriicksichtigung jener Gleichungen selbst, aiquivalent den Gleichungen: 


[fifel|,,,—% [flev].,.=—% [fle], =% 
[ol 1],..= [ol 1) 2 [ol le» = 


und jedes Paar von unter einander stehenden Gleichungen zieht auf 
Grand von (10) respective nach sich: 


[v(fe)],., =r 0, [¥ [p | 1 oe 0, [¥ [vl], a 0. 
Aber nach der in der vorangehenden Nummer benutzten Jacobi’- 
schen Identitiit ist die Gleichung fle ¥) = 0 eine Foige von 


[e[¥f]]} =O und [¥[fo]] =o. 


Also reduciren sich die sechs Gleichungen (11) auf nur fiinf, D. h. 
von den ersten Derivirten der Gleichungen (10), — diese Gleichungen 
als Gleichungen 2. O. fiir 2 betrachtet, — ist die eine eine algebraische 
Folge der anderen. Daher driickt sich die Bedingung, dass jene ersten 
Derivirten von einem gemeinsamen Werthsysteme der dritten Differential- 
quotienten von 2’ befriedigt werden, durch eine einzige Gleichung aus. 


(11) 


Und diese Gleichung wird — nachdem man die dritten Differential- 
quotienten von ¢ aus (11) eliminirt, und die Werthe von 1’, s’, t’', wie 
sie aus (10) hervorgehen, eingesetzt hat — eine lineare partielle 


Differentialgleichung 2. Ordnung fiir y. Als Variablen fungiren hierbei 
2, 2,2, Y,P,4,p,q, die aber nur fiir sechs von einander unabhingige 
gelten, denn es bestehen ja die Gleichungen (5). — Wenn jene Glei- 
chung fiir » durch die Gleichung (9) erfiillt wird, so haben die Glei- 
chungen (10), in partielle Differentialgleichungen 2. O. fiir 2 ver- 
wandelt, oo gemeinsame Integrale: 2 —®(2,y). Denn im ange- 
nommenen Falle, wo die Gleichungen fiir die vier, jenen Gleichungen 
2. Q. zugehérenden dritten Differentialquotienten von 2 auf nur vier 
Gleichungen sich reduciren, reduciren sich die Gleichunge* fiir die 
fiinf, denselben Gleichungen 2. O. zugehérenden vierten Di- ‘ential- 
quotienten von 2 auf nur fiinf Gleichungen u. s. w. So dass jedem 
Elemente (z’, x, y, p’, q’) ein einziges Werthsystem von 1’, s’, t’, 3., 4. ete. 
Differentialquotienten von 2 zugeordnet wird. D.h. es giebt Fliichen: 
2 = (x, y), zu einer solchen Anzahl (co*), dass durch die Flichen- 


elemente derselben alle (00°) Elemente (2’, x, y, p’, gq’) des Raumes (¢ xy) 
erfiillt werden.*) 





*) Das Gleichungssystem: 


dz —pdx—qddy=0, dp’ —rdx«—sdy=0, dq —sdx—t'dy=0, 
(r’, 8, t’ bestimmte Functionen von 2, y, 2, p’, 7) 
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Kin jedes Integral der linearen partiellen Differentialgleichung 
2. O. fiir » kann also als linkes Glied einer Gleichung (9) der ge- 
forderten Eigenschaft hinsichtlich der gegebenen, beliebig gewiahlten 
Gleichungen (5), gebraucht werden, 
Eine jede der in dieser Weise bestimmten Gleichungen: 
V(2, 2, X,Y, P, Op, 7) =9 
bildet mit den Gleichungen (5) ein System (4), das eine partielle Diffe- 


rentialgleichung 1. O. in R, mit o0* Integral-M,°, so wie in Nr. 3., 4. 
beschrieben ist , begriindet. 


ist gleichbedeutend mit dem Gleichungspaare : 


of $6 , of , of 
(ir — v8) ao + (r't’ — s” yd Seo tt a . 
of yt _ gin) OF yo 
oe + (rt — 8") op tt te '* oy 








so dass die Miglichkeit, das erste System in der Form: 2 = (a, y, A, u, »), 
p= ae ,q¢= a zu integriren, auf der Existenz einer grésstméglichen Zahl 


von gemeinsamen Lisungen (derselben Form) der beiden partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. beruht. 
Die Bedingung fiir die grésstmigliche Zahl gemeinsamer Lisungen: 
A(Bf) — B(Af) = 1 Af+uBf 
driickt sich in unserem Falle, wo 


Af=(qr' — p's) <> of + (r't’ — 8) iH iets oy 
aiadeiesciets pe ") 3 ie a sg —- 2 ; 


durch die drei Gleichungen: 
dr’ ds’ toe oy? ds’ dt’ 7 eed 
ig — ae) eo —ty+ (Se pds) -rq)= 


dr ~ = 
dy ‘ar ay iy (3 alias 
dr ds’\, a oe ‘ 
- Ga) —(,-Se : — 
z ., ar , eee, eee =f , or 
(derKiirze halberist as etc. geschrieben statt = +p Fra +? = yt 8 oq" etc. ) 
aus. Von ihnen ist aber die eine Gleichung eine eM Folge der zwei 


anderen, so dass die fragliche Bedingung durch die zwei Gleichungen: 


dr ds’ 0 ds’ dt’ 





= 0 


dy da" “dy de 
volistiindig dargestellt ist. Hieraus schliessen wir, dass die Bedingung dafiir, 
dass drei partielle Differentialgleichungen 2. O. oo* Integralflichen gemeinsam 
haben, durch zwei Gleichungen allein zu formuliren ist. Was ich hier, im An- 
schlusse an die im Texte angestellte Betrachtung, bemerkt haben wollte. 
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7. Wie die oo® Integral-M,° der letzterwaihnten partiellen Diffe- 
rentialgleichung 1. O. in R, herzuleiten sind, ist nun leicht ersichtlich. 
Aus (5), (9) und (10) werden z, p, q eliminirt. Die drei entstehenden 
Gleichungen geben 2’, s’, ’ in Function von ¢’, x, y, p’, q’. Diese Werthe 
von 7’, s,¢’ in das Gleichungssystem: 

dp =rda+sdy, dg =sda+t'dy, dv =pdx+qdy 
eingesetzt, machen, nach dem Niachstvorangehenden, dasselbe zu einem 
durch Gleichungen von der Form 


# = O(a, y, 4, u,v), 
(a) /_ 8® . 

SS ETD 
integrirbaren Systeme. 

Wenn ferner diese Werthe fiir 2’, p’, g in die Gleichungen (5) 
und (9) eingetragen und sodann p, q eliminirt werden, so entsteht 
eine vollig bestimmte Gleichung: 

(b) == F(a,y,4,u,). 
Durch das System der Gleichungen (a) und (b) sind dann die frag- 
lichen Integral- M,° dargestellt. 

8. Ist ~ ein Integral der linearen partiellen Differentialgleichung 
2. 0., zu der wir in Nr. 6. gelangten, so hat jede Gleichung: y» = C, 
fiir jeden beliebigen constanten Werth von C co' Integrale mit den 
Gleichungen (5) gemeinsam. Es seien durch die Gleichungen: 

(12) a= F(z, y, C,C’, Cc”, Cc"), = ¥(z, y, C, C’, C", Cc”) 

diese Integrale ausgedriickt. C’,C”, C’’ sind die neuen arbitriren 
Constanten, die Parameter jener dreifachen Integralschaar. Durch 
Elimination*) aller vier Constanten C, C’, C”, C’’ kommt man auf die 
Gleichungen (5) zuriick; durch Elimination von je drei derselben erhilt 
man nebst den Gleichungen (5) nach einander diese vier: 


W(2, 2, ZY, P, 4, Pr; q) = ¢, 


y( )= C", 

13 ” ” 
( ) wy ( )= C ? 
yp” ( ) —_ Saal 


deren jede also eine in der Schaar (12) enthaltene dreifach unendliche 
Integralschaar mit (5) gemein hat. 

Aus der vierfach unendlichen Schaar (12) mégen oo Integrale 
durch die Gleichung: 
(14) eine arb. Funct. von (C, C’, C”, C’”) =0 


ausgeschieden werden. Dieselben werden nach (13) den Gleichungen 
(5) und der Gleichung: 





*) aus (12) und aus den Derivirten dieser Gleichungen in Bezug auf 2, y. 
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(15) eine arb. Funct. von (y, y’, v”, ¥’”) =0 
gemeinsam zugehdren. 

Die Functionen wy, v', v", ¥'", aus denen die Gleichungen (13) ge- 
bildet sind, sind solche Integrale der anfangs erwihnten linearen par- 
tiellen Differentialgleichung 2. O. fiir », dass jene Gleichungen (13) fiir 
alle Werthe von C, C’,C”, C’” mit einander und mit den Gleichungen 
(5) ein Integral: 

(a) e=F(x,y), # = O(a, y) 

gemein haben. Jetzt habe ich bewiesen, dass aus ihnen Gleichungen 
von der Form (15) beliebig sich zusammensetzen, deren jede mit (5) 
co’ Integrale (a) gemein hat. Oder, es ist mun auch 

(15’) eine arb. Funct. von (y, v’, ¥”, v’”) 


ein Integral der betrachteten linearen partiellen Differentialgleichung 2. O. 

9. Zwei der Variablen 2, 2, x, y, p,q, p,q’, etwa 2, 2, werden 
vermittelst (5) aus der Differentialgleichung, die w definirt, entfernt. 
Die Integrale y sind dann als Functionen von 2, y, p, q, p,q’ allein 


darzustellen, und das Integral (15’) wird das vollstindige Integral 
eines involutorischen nce 


Ow 
A, a +5 a +4,% = e 4A, ar th. a + +4, 2¥ m0, 


oy ow 
B, a + B, &% . + B, oy. +B,2 7 + B; Cp + Bae =%, 


wo A,, A,, -+-, Ag, B,, B,,---, By gewisse Functionen von 2,y,p,q,p',q 
sind. 


(16) 


Der letzt angefiihrte Satz kann dann so ausgesprochen werden: 

Die lineare partielle Differentialgleichung 2. O. in x, y, p,q, p,q 
als unabhingigen Variablen, die w definirt, hat unendlichfach unendlich 
viele intermedidre Integrale, deren jedes ausgedriickt ist durch ein in- 
volutorisches System von der Form (16). Ein jedes Integral w giebt 
zu den Integralen wy’, wv", y” und demnach zu einem bestimmten Systeme 
(16), in dem es enthalten ist, Anlass. 

Die partielle Differentialgleichung 2. O. fiir » hat also in dem 
Sinne ein vollstdndiges intermediires Integral von der Form (16), dass 
jedes Integral y derselben eben ein Integral eines Systemes (16) wird. 
Aber zu zeigen, welchen Nutzen man aus diesem Satze fiir die Er- 
ledigung der partiellen Differentialgleichung 2. O. fiir y ziehen kénnte, 
sehe ich mich gegenwirtig nicht im Stande. - Eine solche Darlegung 
wiirde auch bei dieser Gelegenheit insofern von geringerem Interesse 
sein, weil die Herstellung der Integrale (12) des Systemes (5) oben in 
der 5. Nummer umstindlich auseinandergesetzt worden ist. Diese Her- 
stellung erfordert nach dem, was in der erwihnten Nummer 5., ver- 
glichen mit der Nummer 14. meiner Abhandlung in diesen Annaleu 
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Bd. XIII, p. 92, erdrtert worden ist, einen Integrationsprocess, welcher 
der Form nach demjenigen sehr ithnlich ist, der fiir eine partielle 
Differentialgleichung 2. O. mit zwei Variablen gilt. 

10. Wie man, wenn w gegeben ist, die zugehérigen y’, vy’, vy”, 
die zusammen mit y die Gleichungen (13) bilden, zu ermitteln habe, 


geht aus dem jetzt Entwickelten leicht hervor. Man stelle die Glei- 
chungen auf: 


f(4,2,2,42,% 7,7) =9, 
5 
) { 9 ( ) — 0, 
(10) [fP].2p=9, [@ Peep =0, (vf ]exp = 0, 
(17) [fVJexp = 9, [PY ]2p = 0, [YW ]ezp = 9, 


und verwandele durch Elimination von 2, 7,7’, s’,t’, vermittelst der 
Gleichungen (5) und (10), die letzten Gleichungen (17) in drei lineare 
partielle Differentialgleichungen 1. O. fir y’ mit 2, y, p,q, p,q’ als 
unabhingigen Variablen, Diese Gleichungen werden, nach dem in der 
vorangehenden Nummer Erdérterten, von den drei Functionen 7, ~", wy”, 
wie auch von einer jeden Function dieser y’, wy”, w”, befriedigt. Daher 
bilden die genannten drei linearen partiellen Differentialgleichungen (17) 
ein vollstindiges System. Durch die Lisungen desselben werden die ge- 
suchten Functionen y’, v", vw” erhalten. 

11. Wird die Gleichung (9), nachdem vermittelst (5) z, 2 ent- 


fernt sind, nach x (oder y, p, q, p,q’) aufgelést, also auf die Form 
gebracht: 


(9) x — fy, P, 4 P,7)=9, 

so tritt an Stelle der in Nummer 6. entwickelten linearen partiellen 
Differentialgleichung 2. O. fiir ~ eine ebenfalls lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. O. fiir f, in der jedoch f explicite (neben ihren 
Differentialquotienten) auftritt. 

Die zwei Gleichungen (5) stellen im Raume BR,’ (Nr. 2.) eine 
Liniencongruenz dar. Daher kann man den Satz, dass die Bestimmung 
der Gleichungen (9’) auf die Integration einer gewissen linearen par- 
tiellen Differentialgleichung 2. O. fiihrt, auch so aussprechen: die Be- 
stimmung aller derjenigen partiellen Differentialgleichungen 1. 0. in R,, 
die eine aus M,° bestehende vollstiindige Lisung besitzen und die in R,’ 
Linienfliichen (Nr. 3.) représentiren, die zu einer gegebenen, beliebig ge- 
nommenen Liniencongruenz gehoren, wird durch Integration einer linearen 
partiellen Differentialgleichung 2. O. in fiinf wnabhdngigen Variablen 
mit einem vollstiindigen, durch ewei involutorische lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. ausgedriickten intermedidren Integrale bewirkt. 


12. Wenn bei der in der 3. Nr. angezeigten Elimination von p,, ps 
zwischen den Gleichungen (1) und (3) eine Gleichung von der Form: 
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f (2, X4y Loy Lay P,Q, P O') + PE P(4, Ly Lay Ly PD, % P's ) 
+ pi‘ ¥( ) +7," ( )=90 
resultirt, so hat die Gleichung (3) keine dreifach unendliche Schaar 


von Integral-M,°. Aber sie wird eine zweifach unendliche Schaar 
derartiger M,° besitzen, falls die Gleichungen: 


(2, 2%, %,Y,P,% 7) =9, 


9 ( )=9, 
w( )=0,. 
v'( —e 


von einem Gleichungspaare: 
e=F(x,y,4, 4), & = O(a, y, 4,4), 
(wo A, w arbitriire Constanten) 


befriedigt werden. Es miissen dann die in der 7. Nr. erdrterten drei 
partiellen Differentialgleichungen 2. O. (10) fiir 2 zweifach unendlich 
viele Integrale mit der partiellen Differentialgleichung 1. 0., die durch 
Elimination von 2, p, q zwischen den vier Gleichungen f= 0, » = 0, 
vw =0, wv =O0 entsteht, gemein haben. Und das Gleiche muss in 
Bezug auf ¢ gelten. 


Oder es entstehen die fraglichen Lésungen in folgender anderen 
Weise. Man substituire in f=—0, p=0, y=0, WY =O ae statt y 
und resp. ge — qa, ae — qa statt p, p’, wodurch die genannten 
Gleichungen in vier Gleichungen zwischen 2, 2’, 2, «, # " ~~ tc 7 
itibergehen. Die Elimination von gq, q fihrt auf zwei Gleichungen: 

, d dz’ 
fy (2, #, @, 5, Si )= 0, 
Po( ) —_ 0, 
die die Grésse a als Constante enthalten. Eine folgende Elimination 


von 2, a zwischen diesen Gleichungen: f/f, =0, g,=0O und der 


Gleichung: 
[foo] as =0 


dz 


leitet zu einer Differentialgleichung 2. O., die 2’ als Function von 2, 
von der Constante « und von zwei arbitriren Parametern bestimmt. 
Die zwei arbitriiren Parameter denke ich mir durch (@ und durch) zwei 
(arbitriire) dem Werthe x= entsprechende Werthe z,’, 2, von 2 
ausgedriickt. Es wird sodann a@ entfernt vermittelst der Gleichung 
y= «ax; die so entstehende Gleichung in ¢’, x, y mit 2,', 2, als arbi- 
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triren Constanten, ist die der fraglichen Lésung zugehérende Gleichung: 
d= O(2, y, A, mu). 2 

; Denn, — die zuletzt erwahnte Differentialgleichung 2. O. fiir 2’ 
hat die Projectionen der Schnitte zwischen der Ebene: y= az, und 
den Flichen: 2 = (za, y, 4, uw) auf der 2x Ebene zu Integralcurven. 
Durch bestimmte Werthe von z,’, 2, sind, unabhiingig von dem Werthe 
von a, zwei Punkte auf der z’- Axe bestimmt, durch welche die Integral- 
curve, die diesen Werthen z,’, z,’ der arbitriiren Constanten entspricht, 
hindurchgeht. Durch dieselben Punkte geht selbstverstiindlich auch 
der Schnitt, dessen Projection die Integraleurve ist. Wird nun in 
unseren Gleichungen @ ins Unendliche variirt, dagegen die Werthe 
von 2,, 2, festgehalten, so wird algebraisch diejenige Flache be- 
schrieben, die den Ort derjenigen Schnitte in den durch die 2’- Axe 
gelegten Ebenen bildet, die durch dieselben zwei bestimmten Punkte 
(z,', 2.) hindurchgehen. Dieser Ort ist aber nach dem kurz vorher 
beim Anfange dieses Beweises Bemerkten, eine gewisse der Flichen: 
¢ = (z,y,4,u). Daher u. s. w. 

Die der Gleichung: 2 = O(%, y, 4, w) zugehdrige Gleichung: 
z= F(a, y, 4, uw) wird, wie in dem friiheren Falle, sobald die erstere 
Gleichung, die fiir z’, gefunden ist, eindeutig, durch reiu algebraische 
Operationen bestimmt. 


13. Die Elimination von p,, p,, p, zwischen (1) und (3) wiirde 
zu fiinf Gleichungen: 


1(é, Z, X,Y, P, 4 P; q) — 0, 


?( )=0, 
v( )=90, 
v' ( J )=90, 
v"( )=0 


fiihren kénnen, und diese kénnten durch ein Gleichungspaar: 
=F (z,y,4), & = O(z,y, A), 


wo A einen arbitriiren Parameter bezeichnet, befriedigt werden. Dann 
miissten u. A. die zwei partiellen Differentialgleichungen 1. O. fiir 2’, 
die aus den eben hingeschriebenen Gleichungen durch Elimination von 
£, p,q entspringen, einfach unendlich viele gemeinsame Lisungen be- 
sitzen. Dieselben wiirden die Gleichung: 

Z = O(a, y, A) 
darstellen. 


14. Endlich wiirde die mehrmals besprochene Elimination von 
Pi» Po,» Py za sechs Gleichungen: 








au 
au 
G] 
sa 
au 
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f(4, #, 2, ¥; P, Y Pp, q) = 90, 


9 ( )=0, 
y( )=9, 
wv ( )=0, 
v"( )=90, 
uv” ( )=0 


fihren kénnen. Hat dann die partielle Differentialgleichung (3) eine 
Integral- M,°, so ist es diejenige, welche durch die Gleichungen: 


e=F(x,y), & = O(a, y) 
(es sollen nachher 2,, x, x, fiir 2’, x, y gesetzt werden) 


ausgedriickt ist, die durch Elimination von 2’, p’, q’, p, q bez. 2, p, q, p,q 
aus den sechs gegebenen Gleichungen erhalten werden. Jene zwei 
Gleichungen: 2 = F(a, y), 2 = (a, y) miissen alsdann eine gemein- 
same Liésung der sechs Gleichungen: f=0, p=0, ---, wy” =0 
ausmachen. 


§ 3. 
Von Umhiillungsgebilden von Schaaren von Y,”. 


15. Die vier Gleichungen, durch welche zwei M,° in R, za 
reprisentiren sind, werden im Allgemeinen nur von einem Werthsysteme 
(oder einigen Werthsystemen) von (2, 7,, %,, 2) befriedigt. Demgemiiss 
schneiden sich zwei M,° im Allgemeinen nur in einem Punkte (oder 
in einigen Punkten), Von einer einfach unendlichen Schaar von M,°: 


f (2, X,, %, #3, 4) = 0, 

9 ( ) =O 
gilt daher Folgendes: Sie bilden zusammen eine M,°. Die Punkt- 
gleichung derselben wird durch Elimination von 4 aus f=0, »o =0 


erhalten. Die Parameter p,, p,, p,; ihres Fliaichenelements in einem 
beliebigen Punkte (2, 7,, 2, 23) haben die Werthe: 


. f' (@;) gy’ (4) —@’ (a,)f (a) 


P=" FOPH—POr® ’ 
und jenes Flichenelement schliesst sich daher einem Elemente (N. 1.) 
derjenigen M,° an, die durch den Punkt (2, 7,, 2, %;) hindurchgeht. 
Ziehen wir aber insbesondere einen Schnittpunkt zweier unendlich be- 
nachbarter M,° unserer Schaar in Betracht. Die Elemente der beiden 
M,° in ihrem Schnittpunkte liegen nur ausnahmsweise in einer Ebene 
[d. i. in einer ebenen M,°], und deshalb hat die von der Schaar der 
M,° gebildete M,° zwei Tangentenebenen in jenem Punkte, die eine 
Ebene an das Element der einen M,° in jenem Punkte, die andere an 





(i=1, 2,3) 
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das Element der anderen M,° in demselben Punkte sich anschliessend. 
Die Glieder rechts in den obigen Formeln fiir p; nehmen nun auch 


die unbestimmte Form + an, indem nimlich fir den fraglichen Punkt 


f'(4) =0, (4) =0. Die Tangentenebenen der M,° in zwei dem 
Schnittpunkte unendlich benachbarten Punkten der beziiglichen M,° 
weichen nur unendlich wenig von einander ab. Deshalb bezeichne ich 
den in Rede stehenden Punkt, einen Schnittpunkt zweier consecutiver 
M,° der Schaar, als einen Cuspidalpunkt der M,°, in dem dieselbe 
zwei unendlich benachbarte Tangentenebenen hat. Die Aufeinander- 
folge dieser Punkte bildet eine Art von Cuspidal-M,° der M,°. — Trifft 
es sich aber, dass je zwei unendlich benachbarte M,° der Schaar eine 
ganze Punktmannigfaltigkeit von einer Dimension, eine M,°, gemein 
haben, so erhalt unsere M,°, statt einer Cuspidal-M,°, eine aus den 
Schnitt-M,° gebildete Cuspidal-M,°. Da mit dieser M,° jede M,° der 
anfainglichen Schaar zwei unendlich benachbarte M,° gemein hat, so 
wird dieselbe von einer jeden M,° der Schaar nach einer ganzen M,° 
beriihrt. In diesem Falle giebt es also eine M,°, die ein Umhiillungs- 
gebilde der vorgelegten einfachen Schaar von M,° bildet, nimlich die 
eben genannte Cuspidal-M,°. — Ein Beispiel einer Schaar von Y,", 
die eine Umhiillungs-@,° gestattet, wird von der durch ein Gleichungs- 
paar der Form: 
f(e, %y,%,2%, )= 0, 
P(2, %, Xa, Ly, 4) = 0 


darzustellenden Schaar geliefert. Die Gleichungen der Umhiillungs-M,° 
werden durch Elimination von 4 zwischen den Gleichungen: f = 0, 
gy = 0, g'(A) = 0, erhalten. 

16. Eine jede aus einer zweifach unendlichen Schaar von &,°: 


(2, X,, La, Ly, 4, w) =O, 
9 ( )=0 


durch eine beliebige Gleichung: 4 = F(w) ausgeschiedene einfach 
unendliche Schaar hat, nach dem Niichstvorangehenden? eine M,° als 
Umbhiillungsgebilde. Ausnahmsweise wiirde die zweifache Schaar so 
beschaffen sein kénnen, dass sie eine einfache Schaar einschlésse, die 
eine Umbhiillungs-M,° hatte. Eine M,° kénnte es auch geben, die 
siimmtliche M,° der zweifachen Schaar umhiillte, In diesem Falle miisste 
eine jede M,° der Schaar von allen co' unendlich benachbarten U,° 
derselben Schaar in dem namlichen Punkte geschnitten werden; d. h. 
es miisste den sechs Gleichungen: 


f=0, fa=90, f(u)=—9, 
gp=90, 9(4)=—0, gu) =0 
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fiir alle Werthe von 4,u allen durch dasselbe Werthsystem von (¢,2,, 7,23) 
geniigt werden. Durch Elimination von 4, w zwischen jenen sechs 
Gleichungen wiirden alsdann zwei Gleichungen in z, 2,, %,, 2, resul- 
tiren, und diese gerade miissten die Gleichungen der fraglichen Um- 
hiillungs-M,° sein. Fir eine zweifache Schaar allgemeiner Art giebt 
es folglich keine Umhiillungs-¥,”. 

17. Ebensowenig lasst sich aus den M,° einer dreifach unend- 
lichen Schaar allgemeiner Art, gegeben durch die Gleichungen: 


(a) { (2, 1, Xa, Xz, 4, w, v) =O, 
9( )=0, 
eine Schaar von zweifach unendlich vielen M,° ausscheiden, die eine 


M,° als Umhiillungsgebilde hat. Nehmen wir an, dass durch die 
Gleichung : 
i= O(u, v) 


eine zweifache Schaar mit einer Umhiillungs-¥,° bestimmt wiirde. 
Die sechs Gleichungen: 


f=, fwM+rae=o0, ro+rae=o, 


9=9, ou) + 9 (A) a =0, g(v)+q'(a) a =0 


geben durch Elimination von 2, 2,, 7, £, zwei Gleichungen in 4, u, v 
a . ’ . 
a - a , welche im angenommenen Falle von derselben Function 


4= (u,v) erfillt sein miissten. Die Bedingung fir die Existenz 
einer solchen Function lasst sich leicht finden. Wir schreiben die 
sechs Gleichungeu so: 


ae 0, FH)Y@™—PWFa=0, FwH+ra@ HB 

) 
9=9, f£r)9'a)—9 MFA =0, f#+FH= 

und wenden die vier ersten Gleichungen zur Elimination von 2, 2, %o, 2° 


an. Es muss dann mit den zwei letzten der Gleichungen (b) die 
folgende Gleichung 


” d ad , dw ’ d 
©f®)lafO)—aAl|=fOgroaroOgre@ 
vertriglich sein, also ebenfalls durch 4 = (wu, v) erfillt werden, in 


der i & resp. die Operationen bezeichnen: 


PS. © 3 dx, Ax, CE 
ae Si a we + a & 7 “du on a “du cs + “du on 
f (v) dx, 


dit, dx, 





—fe e+e 4 oe y+ we tet mt ee: 
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Die Werthe der Difterentialquotienten 

Gs ay iy iy as ae 

du’ dp’ dp’ dp’ dy’ ? dy 
erhilt man durch Differentiation der vier ersten von den Gleichungen (b). 

Die Gleichung (c) kénnen wir als eine Gleichung fiir g betrachten. 

Sie wird eine partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung mit 
Ly, fy, 23,4, u,v als unabhiingigen Variablen, falls man sich z durch 
die Gleichung f = 0 eliminirt denkt. Ist die Gleichung f=0, d. i. die 
erste der Gleichungen (a), gegeben und ein Integral (z,, x,, i’, 4, u, v) 
der partiellen Differentialgleichung 2. O. (c) gefunden, so stellt die 
Gleichung: » = 0 eine Gleichung dar, die zusammen mit f = 0 eine 
Schaar von M,° darstellt, die sich in co! Schaaren von je co? M,° auf- 
list, Schaaren, die jede eine Umhiillungs-M,° besitzen. Wir sehen 
auch, dass es keine dreifache Schaar von M,° giebt, die sich durch 
zwei Gleichungen, die beide dreifach unendlich in Bezug auf 4, w, v 
sind, darstellen lisst, und sich in mehr als oo' Schaaren von je co? M,° 
spaltet, deren jede eine Umhiillungs-@,° hat. 


18. Eine partielle Differentialgleichung 1. O. in R,, die eine durch 
co’ M,° (a) ausgedriickte vollstindige Lésung besitzt, muss folglich, 
falls die Gleichungen: 

f(@, %, Ty, Ly, 4, wy, v) =O, 

P( j= 9 
jener Integralschaar in der durch die Gleichung (c) formulirten Be- 
ziehung zu einander stehen, noch co! andere Integral-M,° besitzen, 
die Umbhiillungsgebilde von je oo? der ersteren Integrale darstellen. 
In diesem Falle miissen die Gleichungen (10) fiir ein jedes einer Um- 
hillungs-M,° zugehdrende Element (¢, 2, 2,y, p,q, p,q) von mehr 
als einem Werthsysteme von 7’, s, ¢’, nimlich von einem, das der 
umhiillenden, und von einem, das einer umbhiillten M,° zukommt, — 
befriedigt werden. Die Bedingung hierfiir driickt sich durch zwei 
Gleichungen : . 

a(z, Z, L,Y,D, GP; 7) =0, 

B( )=0 
aus. Also: wenn eine partielle Differentialgleichung 1. O. in R,, die 
in den Grissen 2,2,2,Y,P,9,P,q durch die drei Gleichungen (5), 
(9) repriisentirt ist, einfach wnendlich viele Integral-M,° hat, die Um- 
hiillungsgebilde von je oo* der co® Integral-M,° einer vollsténdigen 
Lisung ausmachen, so erhdlt man erstens die Gleichungen dieser Um- 
hiillungs-M,,°, vermittelst Elimination zwischen (5), (9) und den eben 
angemerkten Gleichungen: « =0, B =0, in der Form: 


p=f(e, 2,Yy, I= p (4, a, Y), g=yp (2, a“, Y)) 








ANY 
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und hat hernach, — was jetzt méglich sein muss, — die Gleichung: 
dz—f-dx—g-dy=0, 


in der Form: z= F (x,y, C)*), wo C eine arbitriire Constante be- 
deutet, zu integriren. Durch die beiden Gleichungen: 


e=F(a,y,C), =v (Fo, y,C), 2, y) 
sind dann die fraglichen Integral-M,° gegeben. 


Man ersieht ohne Weiteres hieraus, wie man eine vorgelegte par- 
tielle Differentialgleichung 1. O. in R, darauf zu priifen hat, ob sie 
derartige Umhiillungsintegral-M,° zulaisst oder nicht. 

19. Der Umstand, dass die Rechnung, die zu jenen Umhiillungs- 
M,° fiihrt, einfacher ist als diejenige, welche die Integral-M,° der voll- 
stindigen Lésung giebt, findet in dem folgenden Satze seine Erklirung. 
— Aus den dreifach unendlich vielen M,° einer vollstindigen Lésung 
einer partiellen Differentialgleichung 1. O. in R, scheide man beliebig 
einfach unendlich viele aus. Die aus ihnen gebildete Punktmannig- 
faltigkeit dreier Dimensionen ist eine Integral-M,° der niimlichen Glei- 
chung 1. O. Aus in dieser Weise gebildeten Integral-M,° setzen sich 
als deren Umhiillungsgebilde alle andere Integralmannigfaltigkeiten der 
Gleichung 1. O. zusammen. Giebt es nun einfach unendlich viele Um- 
hillungsintegral-M,° der eben angegebenen Art, so werden diese, oder 
wenigstens einige von diesen, von jeder Integral-M,° der partiellen 
Differentialgleichung beriihrt. Die in Rede stehenden M,° bilden daher 
eine singuldre Losung der partiellen Differentialgleichung 1. O. 

20. Der Fall, dass eine der Gleichungen (a) nur zwei oder nur 
einen der Parameter 4, u,v enthiilt, ist bisher ausgeschlossen ge- 
blieben. Enthilt f— 0 nur die Parameter 4, uw, so entstehen durch 
blosse Elimination von v zwischen den Gleichungen: 


(2, %,) %_y%g,4,m)=0, ple, %,%, 23,4, u,v) =0, g(v)=0 
zwei Gleichungen: 

f (2, 1) @_, %3, 4, w) = 0, 

9 ( )=9, 


durch welche eine zweifache Schaar von Umhiillungs-¥M,° von der in 


*) Es braucht sich selbstverstiindlich keine der Gleichungen: 


p=f (¢,2,y),-+:,2=Fi(e,y, C) 


in diesen expliciten Formen zu ergeben. Die betreffenden Rechnungsoperationen 
werden im Allgemeinen auf Gleichungen von der Form 


f (2,2,y,p) =0, = F(«,y,2, C)=0 
fiihren. 


21* 
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der Nr. 15. erdrterten Art ausgedriickt wird. — Enthalt die Gleichung 
f=O nur einen Parameter, z. B. 4, so kann man beliebig w= Funct 
(vy (und 4)) nehmen, und sodann eine Umhiillungs-M,°: f=0, ¢ =0 
bilden. Es existiren also jetzt co” Umbhiillungs-M,°. Die partielle 
Differentialgleichung 1. O. in R,, die eine durch: f(2,2,,4,, 23, 4) = 0, 
(2, X, Zp, Z, 4, w, v) =O ausgedriickte vollstindige Lésung hat, 
wird geometrisch durch eine Kegelschaar in R,’ (Nr. 2., 3.) repriisentirt. 


21. In einer vierfach unendlichen Schaar von Y,}°: 


(a) f (2, ©, Xp, 23,4, 4,7, e) = 0, 

9 ( ).= @ 
sind unendlich viele zweifache Schaaren enthalten, die Umhiillungs- 
M,° besitzen. Werden nimlich v, @ so als Functionen von 4, w be- 
stimmt, dass die sechs Gleichungen: 


f=0, FH+£r) SF + £@) 4 =0, 
fw) tf) + £'(@) =0, 
g=9, g(a) +9'(r) % +90) $2 =0, 
9 (u)+ 9%) = +9'(e) $2 —0 


fiir alle Werthe von A, mw vertriglich werden, etwa: v= F(A, uw), 
oe = (4,4), so bekommt man eine zweifache Schaar, die von einer 
M,° umbhiillt wird, niimlich die folgende: 

(2, Uy, Lay Ly, A, mw, F,%) =0, 

( )=0. 
Und es kénnen wirklich v, @ so bestimmt werden. Durch Elimination 
von 2, Z,, %), , zwischen den eben hingeschriebenen sechs Gleichungen 

de 

v9 es 
Dass zwei solche Gleichungen immer oo” Lésungen: v = F(A, uw), 
@ = (A, mw) zulassen, ist aber in der 5. Nr. erwiesen. 

Die Lésungen der zwei Gleichungen von der Form (5), die durch 
Elimination von 4, u, v, @ aus den Gleichungen (d)*) entspringen, 
werden simmtlich aus den Gleichungen (d) selbst und aus Umhiillungs- 
gebilden von oo? derselben bestehen. 

Die zwei Gleichungen, die in der oben erwihnten Art durch Eli- 
mination von 2, %,, %,, %, aus (e) entstehen, haben Lésungen von der- 
selben Beschaffenheit. Die Gleichungen (d) selbst, — jetzt 2, 2,, %, X, 


(e) 


entstehen nimlich zwei Gleichungen in 4, pw, v, @, ee, . 





*) diese verbunden mit ihren ersten Derivirten in Bezug aut x2, %, (— 2, x 
als Functionen dieser Gréssen aufgefasst). 








v 


b=] 











Partielle Differentialgleichungen 1. O. 305 


als arbitriire Parameter betrachtet, — machen eine besondere Lésung 
jener Gleichungen aus, 


Das erste der genannten Gleichungspaare von der Form (5), — 
Ou 


A, My Vy erry ee, — nenne ich Q. Die Lésungen von 2, Q ent- 


das in 2, %,.%,°°° ,» — nenne ich Q, das zweite, — das in 


sprechen einander eindeutig, so dass aus den Loésungen des einen 
Gleichuifgspaares die des anderen durch rein algebraische Operationen 
hervorgehen. Denn, fassen wir, um uns kiirzer ausdriicken zu kénnen, 
2, %, 2X, als Coordinaten der Punkte eines Raumes R,, 4, u,v, @ 
als Coordinaten der Punkte eines Raumes FR,’ auf: einem jeden Punkte 
in R, entspricht eine Integral-M,° von Q, einem jeden Punkte in R, . 
eine Integral-©M,° von 2’, so dass zwei unendlich benachbarten Punkten 
einer Integral-M,° von Q, die einem Punkte (4, u,v, @) entspricht, 
zwei Integral-M,° von Q’ entsprechen, die beide durch den Punkt 
(4, u,v, @) hindurchgehen. In Folge dessen wird einer jeden M,° in 
R,, die oo? der den Punkten (A, w, v, @) entsprechenden Integral-¥,° 
von Q umhiiilt und die folglich selbst ein Integral von Q ausmacht, 
eine M,° in R, entsprechen, die co? der den Punkten (¢, 2, %,, %3) 
entsprechenden Integral-M,° von Q umhillt und also auch eine Inte- 
tegral-M,° dieses selben Gleichungspaares Q bildet, und umgekehrt. 
Einer zufalliger Weise vorhandenen Umbhiillungs-M,° von oo! der den 
Punkten (4, w, v, @) entsprechenden Integralen von Q entspricht eine 
Punktmannigfaltigkeit von einer Dimension als Integral von 2. 
Diese Correspondenz zwischen den Integralen von Q, Q' ist genau 
diejenige, die von der durch die Gleichungen (d) begriindeten Be- 
riihrungstransformation der Riume R,, R,’ bewirkt wird, 


§ 4. 
Verallgemeinerung der in § 2. behandelten Probleme. 
22. Von den zwei Gleichungen: 2 = F(x, y), ¢ = (xz, y), durch 
welche eine Lésung der Gleichungen (5) ausgedriickt wird, ist im All- 


gemeinen die eine Gleichung unzweideutig bestimmt durch die andere. 
Nun ist jedes System von vier Gleichungen der Form: 


“=, 

y’ om Fy 
f(4,%,Y,P,4,%, x, y;, Pp; q) =0, 
9 ( acted 


fiquivalent einem Gleichungspaare (5). Fassen wir w, y, 2, v, y, 2 
als Punktcoordinaten zweier Gebiete R, FR’ eines Raumes von drei 
Dimensionen auf, so definirt jenes System eine Transformation von 
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R, FR in einander. Durch die Lisungen: z = F(a, y), 2 = (2, y), 
d. i. = F(a, y), 2 = O(a’, y’), werden diejenigen Flichen in R (oder 
FR’) angegeben, die hierbei in Flichen in FR’ (oder R) umgeformt werden. 
Es giebt nur cot Flichen in R (oder R’), so wie gewisse unter den 
Umhiillungsgebilden von zweifach wnendlich vielen derselben, denen 
wiederum Flichen in R’ (oder R) entsprechen. Und-das Entsprechen 
der Fliichen in R und RF’ ist ein eindeutiges.*) -—- Wie diese Fliichen 
zu bestimmen sind, ist oben (Nr. 5.) erértert worden, wo gezeigt wurde, 
wie man die Gleichungen: 2 = (a, y) zu ermitteln hat. 
Dieses Problem ist selbstverstiindlich enthalten in dem folgenden 
weit mehr umfassenden: 
Eine Transformation von R, R in einander wird definirt durch die 
k Gleichungen: 
F, (2,2,9,P,9; Z, x, ¥,p,7)=9, 
F 2 ( ) = 0, 


F,( ) = 90; 


man fragt nach dem Bezirke, innerhalb dessen diese Transformation 
eine Flachentransformation ist. Ich bespreche nur die Fille k = 3, 
k = 4. 

23. Drei Gleichungen: 


F, (2,2, y, p,q #, 2, y', p’, 7) = 9, 
(18) F,( )=9, 

F;( }= 0 
ordnen einer (beliebigen) Flaiche in R alle diejenigen Flichen in FR’ 
zu, welche Integrale einer gewissen (der Fliche entsprechenden) partiellen 
Differentialgleichung 1. O. sind. Wenn z= F(z, y) die Gleichung 
der Fliche in R ist, so erhailt man die entsprechende partielle Differen- 
tialgleichung 1. O. in R#’, ndem man in Ff, = 0, F, = 0, Fy = 0 
resp. F(z, y), F(x), F’ (y) statt 2, p,q setzt und hierauf z, y elimi- 
nirt. Kin fhnliches Verfahren fiihrt fiir eine jede Fliche in R’ zu 
einer entsprechenden partiellen Differentialgleichung 1. O. in K. — 
Einem jeden Flichenelemente (z, 7, y, p,q) eutspricht ein durch die 
Gleichungen (18), diese als partielle Differentialgleichungen 1. O. in 


FR’ aufgefasst, bestimmter Complex von Flichenelementen in R’. Einem 
jeden Streifen: 


° fn) — 
t=f@), y=9@), p=—v@), a= LEP = 1) 
entspricht folglich der Complex der gemeinsamen Flachenelemente 
zweier partieller Differentialgleichungen 1. O. in R’. Diese Flichen- 


*) Man bemerke jedoch den am Schlusse der Nr. 25. cursiv gedruckten Satz. 











an et tt ie «OC 
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elemente ordnen sich im Allgemeinen nicht zu Flichen zusammen. 
Denn, wie ich zeigen werde, sind jene partielle Differentialgleichungen 
1. O. nur ausnahmsweise involutorisch. Man erhilt nimlich die frag- 
lichen Gleichungen durch Elimination von 2 zwischen den drei Glei- 
chungen: e 

Fy(f(@), ©, p(2), va), x(@), 2,0, y, p,q) =9, 

F. 2( ) =0, 

F;( )=0O. 
Der Werth von zx, der aus der ersten Gleichung folgt, wird in die 
zwei anderen Gleichungen eingetragen. Bezeichnen wir die so erhaltenen 
Gleichungen, die gerade die in Rede stehenden ausmachen, oder 
wenigstens ihnen ifquivalent sind, durch Fy =0, F, =—0, so 
haben wir: 

‘ye dF: dF, 

[FY Fs] = (FF leer + Ge (Fs) + GS 21") 
[F, identisch Null, also:] 
, dF, 
O= (FY Pyvey = (PF Peep + — [vF,], 


7 ¢ rh 
O= (Fy Pyleep = (Fi Psleey +o —=—' [a F3], 
woraus 
Rid [F,’ Fy) = 4 [F, F)z. ‘2c’ p' + riy (FP; Fez p 
+ (F, Fy]ez'p'- 
Hier steht 


aF, oF; oF; , 
qx Sta t ° “i! a “Oy 9 (a) +4 Rin ~ f(a 2) + ty («) + Gq 2 (@). 


Die Bedingung [F,’ F;,'] = 0 dafiir, dass unsere zwei Gleichungen 
in Involution liegen, lautet dann so: 


(19) SE CF, Pyle + LF Fleee + SF Peer = 0, 


und sie ist offenbar im Allgemeinen nicht erfiillt. 
Im Falle: 


[F, PF \s2'p’ = 0, [F; Fi) vz'p =0, (LF, Fy exp =0, 


ss tet , OF; \ oF, Cs oF,\ oF, 
) [Fi leep = Ga +? “02 | Op rtd oz t); oq 








=< _ OF, a) oF, (oF, be ar, 
ba t+? op =X oy +4" Ww . 
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und nur in diesem Falle, wird einem jeden Streifen in R eine einfach 
unendliche Flichenschaar in R’ zugeordnet. In diesem Falle wird 
einem jeden Flichenelemente in R eine Fliche in R’ entsprechen. Die 
Gleichungen (18) kénnen dann durch eine Gleichung: 


FE, 2,9, m4 #,2,y¥) =9, 
oder durch zwei oder drei solche Gleichungen ersetzt werden. Sie be- 
griinden folglich jetzt eine solche F'lichentransformation, wie ich sie in 
einer Abhandlung in diesen Annalen Bd. XI, p. 199 aufgestellt habe. 
Dagegen kann man andere Transformationen (18) aufstellen, die 
jeden Streifen einer beliebig gegebenen vierfach unendlichen Streifen- 


schaar in R in oo! Flichen in FR’ iiberfiihren. Sei niimlich die Streifen- 
schaar definirt durch die Gleichungen: 


dz=pdx-—+qdy, 


(20) dy — 9 (4; 2, Y; P,; q) dz, 
dp = v( \dz, 
dq — uC ) dz, 


wo @, v, x ganz beliebige Functionsformen wey so mes man 


aF 
nur in den in (19) eingehenden — = statt (f (2)= E- ee »(9 (2)= 14 <e , ete. 


p+, 9, ete. ein. Fir P. "R, nehme man beliebige Functionen 
von 2, 2, ¥, p,q,2,x,y,p,q und fir F, ein Integral der so modi- 
ficirten Gleichung (19). Durch die Gleichungen: F, = 0, F,, = 0, 
F, = 0 ist dann eine Transformation der fraglichen Beschaffenheit 
bestimmt. 

24. Wir behandeln etwas niher die zuletzt genannte Trans- 
formation. Aus den Differentialen der Gleichungen F', = 0, F, = 0, 
F, = 0 erhilt man nach Elimination von dz’, dy: 

















| aF, ahi dF, a¥F, 
| deo + da “ay 
dF, F, aF, dF, —_— 
| de + a dy az ay | °° 
| dF, dF, aF, 4F, | 
| de s+ °° ww a | 
Hier ist 
aF, @F, F, | aF, dF, 6F, 


eo 
“het ee oa P+ Gp oa ) 
dF, 


3, OF; oF; oF, , 
alps ite Mii , 


dF, = oF; 


oF; Bie 
da’ = ito +55 +5y¢ > dy ay + ar c+55'8 ee 








Gle 


(21 


Fi: 
eir 
vol 


(2, 


un 


| maa@pamsnoe 
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Zwischen 1, s, t, x’, s’,t’, hat man also den durch folgende zwei 
Gleichungen ausgedriickten Zusammenhang: 



































qF, dF, ar, aF, aF, 4F, 
daz dx dy’ dy , dz dy 
dF, a@F, aF, dF, aF, aF,|_ 
(21) ie a Se | ee Oe apr ie 
| ar, ar, ak, aF, a@F, aF, 
dx dx dy dy dz’ dy’ 





Diese Gleichungen zeigen, dass, wenn (¢’, 2’, y', p,q’) eines der 
Flichenelemente ist, die dem Fliichenelemente (z, x, y, p, g) entsprechen, 
einem jeden dem ersten Flichenelemente zugeordneten Werthsysteme 
von 7, s, ¢’ ein Biischel*) von dem letzten Elemente zugeordneten 
Werthen von 1, s, ¢ entspricht. 

Durch die Streifenschaar (20) kommt einem jeden Flachenelemente 
(2, 2, y, p, g) ein Biischel von 7, s, ¢ zu, naimlich der folgende: 


e+ ps — ¥, 
s+ pt — hs 
und derselbe fallt mit dem Biischel (21): 


’ , , , 


r+ m(2,0,y,p,9, 2,2’, y',p',0,7',8,t’)s =e (2, 2,9,9,%2,0 YP 17 ,7,8,¢), 
s+ m( jt = v( )s 


zusammen, falls: 


(22) m=O, U=Y, Y= Z 
die drei neuen Gleichungen zwischen 2, 2, y, p, g,2,%,y,p,q,1,8,¢ 
bilden, 


Die Elimination von z, x, y, p,q zwischen den sechs Gleichungen 
(18) und (22) fiihrt zu einer Gleichung: 


(23) O(2,2,y,p,q,7,5,t') =90, 

die in folgender Weise das Bild in R’ von der Streifenschaar (20) aus- 
macht. Einem jeden F'lichenelemente (2, 7,y, p,q) entspricht eine 
Schaar von oo! Streifen, niaimlich die durch die Gleichungen F’, = 0, 
F,=0, F,;=0, als Gleichungen in ¢’, 2’, y’, p’, q’ aufgefasst, gegebene ~ 
Streifenschaar. Zwei unendlich benachbarten Flaichenelementen in R, 
die vereinigt liegen, entsprechen zwei Streifenschaaren, die so auf einan- 
der bezogen sind, dass jedes Flichenelement eines Streifens der einen 
Schaar mit einem Flichenelemente eines Streifens der anderen Schaar 


*) Werthe von ¢, 8, t, die zwei Gleichungen: r-++-ms=u, 8-+- mt =v, wo 
m, uw,» von r, s,t frei sind, befriedigen, bilden ein einfach unendliches System, 
das ich einen Biischel nenne, Vgl. meine Abh. im XI. und XIII, Band d, Ann, 
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vereinigt liegt. Und dies gilt in gleicher Weise von denjenigen Figuren, 
die den Flichenelementen in R’ entsprechen. Ist nun aber die Trans- 
formation (18) von der am Schlusse der vorangehenden Nummer ange- 
zeigten Beschaffenheit und S’ irgend einer der Streifen, die vermittelst 
einer solchen Transformation aus einem Flichenelemente (z, x, y, p, q) 
in R entstehen, so muss, wenn das Flaichenelement (z, x, y, p, g) einen 
der Streifen (20) durchliuft, der entsprechende Streifen S’ eine Fldche 
beschreiben. Seien (2, x, y, p, q), (2; 2’, y', p’, q’) zwei einander ent- 
sprechende Flichenelemente unserer Figuren; dann kommt, wegen (22), 
dem letzten Fliichenelemente ein gewisses Werthsystem von 1’, s’, t’ zu. 
Es werden nun diese p’, q’, 7’, s', t’ die von der Gleichung der eben 
erwahnten Fliche gelieferten Werthe der ersten und zweiten Differen- 
tialquotienten von 2 in Bezug auf 2’, y’ fiir den Punkt (2’, y’, 2’). 

Die cot den Streifen (20) entsprechenden einfach wunendlichen 
Fliichenschaaren sind folglich Integrale der partiellen Differentialglei- 
chung 2. O. (23). 

Jeder Flaiche in R’ entspricht eine partielle Differentialgleichung 
1. O. in R. Einem Elemente (2’, 2’, y’, p, q, 7’, s, t’) der Fliche ent- 
sprechen oo? Biischel (2, 2, y, p, g, 7, s, #). Daher entsprechen der 
Fliche in R’ im Ganzen oot Biischel (z, x, y, p, q, 7, s,¢). Es muss 
nun, wenn dp = rdz + sdy, d¢ =—sdz+tdy, auch sein: 
dp=rdx+sdy, dq=sdx-+tdy, und umgekehrt. Also erhilt 
man alle diejenigen Elemente (¢ + dz, «+ dz,---, g+ dq) von 
der, der Fliche entsprechenden partiellen Differentialgleichung 1. 0O., 
die mit dem Elemente (z, z, y, p,q) vereinigt liegen, wenn man die 
Gleichungen dp = rdx + sdy, dq=sdxz-+ tdy fiir solche Werthe 
von r,s, ¢ anwendet, die den genannten Biischeln zugehdren. Deshalb 
werden aber die Linienrichtungen*) jener Biischel charakteristische 
Richtungen fiir die partielle Differentialgleichung 1. O. 

Wenn die Fliche in R’ ein Integral von (23) ist, so muss die 
ihr entsprechende partielle Differentialgleichung 1. 0. 00? Charakte- 
ristiken haben, die je einen Streifen (20) beriihren. 

Anm. Fiir Riiume mehrerer Dimensionen gelten ahnliche Sitze. 
Man findet somit durch eine leichte Uebertragung des Vorangehenden 
auf den Raum von vier Dimensionen Folgendes. Durch drei Gleichungen 
zwischen %, 21, Xp X3, Py Poy Py, 2; X;', Ly, Lyy Py’, Po, Py, Von denen 
zwei beliebig sind, ist es méglich, solche Transformationen zweier 
Gebiete eines Raumes von vier Dimensionen zu bestimmen, die jeden 
Streifen (M,, Reihe von oo! vereinigt liegenden Flichenelementen) 


*) Die Linienrichtung des Biischels, dessen Gleichungen: r+ ms=u, 
s-++mt=vy sind, wird durch die Gleichungen: dy=mda, dz = pdx+qdy 
bestimmt. 
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einer gegebenen sechsfach unendlichen Schaar des einen Gebietes in 
zwei involutorische partielle Differentialgleichungen 1. 0. des anderen 
Gebietes tiberfiihren. Durch vier Gleichungen zwischen 2, 2, - - -, pss 
a, %;',-+*,pP 3, von denen drei ganz beliebig sind, kann eine Trans- 
formation begriindet werden, die jede M, (Reihe von co? vereinigt 
liegenden Fliichenelementen) einer gegebenen fiinffach unendlichen 


Schaar in zwei involutorische partielle Differentialgleichungen 1. O. ver- 
wandelt, -—— 


25. Wenn, wie oben niher auseinandergesetzt worden ist, durch drei 
Gleichungen zwischen den Parametern der Flichenelementé zweier 
Gebiete R, R’ eines Raumes von drei Dimensionen die Flichen des 
einen Gebietes stets in Flichen des anderen verwandelt werden, so 
fiihrt dagegen eine durch vier Gleichungen zwischen denselben Para- 
metern ausgedriickte Transformation nur eine beschrinkte Zahl von 
Flichen des einen Gebietes in Flichen des anderen tiber. (Vergl. 
Nr. 22.) Seien 


F (2, &, Y, p,q, #, X, yD, 7) = 0, 


P F,( )=0, 
(24) F;( )= 0, 
F,( =O 


die vier Gleichungen einer Transformation. Jede Fliche in R (oder R’) 
geht in Streifenschaaren in FR’ (oder R) iiber. Nur dann vereinigen 
sich diese zu Fliichen, wenn die zwei partiellen Differentialgleichungen 
1. O., die sie definiren, involutorisch werden. Die Bedingung dafiir, 
dass die Fliche: z=—/(z,y) zu zwei solchen partiellen Differential- 
gleichungen in R’ Anlass gebe, erhalten wir auf folgende Weise. 
Wir setzen in die zwei ersten der Gleichungen (24) fiir z, p, q die 
Werthe f(z, y), f(x), f(y) eim, und denken uns sodann die Gréssen 
x, y eliminirt. — Dadurch, — durch Substitution der so erhaltenen 


Werthe von 2,2, y,p,q in 2, x, y', p', 7, — sind die zwei letzten Glei- 
chungen (24) auf die Form: 


Fy, 2, y, 0,7) =9, 
Fy ( )=0 


zu bringen. Nun hat man: 





5) (FF) = (Fier + 42 P+ SF 





4 SS 
it UF ya] + on [Fay] 
en dF, dF, aF, 








a ae a) [xy]. 
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Es sind F,’, F,' identisch Null, daher: 
rd aF, 
[FF] =0 = (F, Fy)ven + Gy Fs) + ae (yf); 


[Fy F,) =0 =[F, Fer + 4 an (eFi]+-40 Fil, 


(Fy) F)=0 =(F, Fleer +S [2 Fy) am (yFy), 


[Fy F,) =0 =(F, Fer + G2 P+ 4 WF, 





(Fy F)) =0=(F, F v2’ p' + on i (wF,] + an [yf], 


, aF, 
[Fiz] =O =P, 2) + dy > [yx], 





(Fyy) =0 = (Piyeey ,4 ore [zy]. 





dF, dF; 
Zur Abkiirzung ist resp. 3, - = statt: 
= Be oa? ef oF; ef 
“@ 7 oat (0q bxby’ 





os bed oF; af 
+ at AY; * ry) + “Op ea + “0d. oy 


geschrieben. 
Ich setze weiter: 
dF, aF, 4F,, 4F, 
dz dy dy = 
Durch Elimination von [#F;],---, [vy] aus (25) erhalt man dann: 
(12) [Fy Fy) = (84) CF  Podeey + (42) i Psea'y + (23) [FY Plea’ 
+ (12) (F3 Fy jeep + 13) (Py Pyleen + (14) Pleo nj 
und die fragliche Involutionsbedingung nimmt also folgende Form an: 
26) 4) LPs Palen + (42) [Ps Palewe + (23) (Ps Pale 
+ (12) [Py Pyleay + (13) (Fy Pelee» + (14) [FP yleze = 0. 
Wenn sie identisch erfillt ist, so besteht die Figur in R’, die der 
Fliche: z= (f(x,y) entspricht, aus oo! Flichen. Wenn sie nicht 
erfiillt ist, so kann es doch geschehen, dass die drei Gleichungen: 
Fj=0, Fi =0, (fy Fs] =0 
eine, aber nur eine Integralfliche gemein haben. Hierzu ist ndéthig, 
dass gleichzeitig mit jenen drei Gleichungen diese zwei: 


[Fy [Fy Fy] =0, 
[F, [F;' F,}| = 0 


== (mn). 


(27) 
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erfiillt werden. In diesem Falle kommt eine Flaiche in derjenigen 
Figur in R’ vor, die der Flache: 2 = f(x, y) entspricht. 

Sehen wir f(x, y) als unbekannt an; es ist leicht zu sehen, dass, 
wie auch die Gleichungen (24) beschaffen sein mégen, sich immer 
Functionen f(x, y) bestimmen lassen, fiir welche die Bedingungen (27) 
erfiillt werden. Stellen wir niaimlich die Gleichungen (27) in der nim- 
lichen Weise in einer Form dar, die auf F,, F,, F,, F, explicite 
sich bezieht, wie wir vorher die Gleichung [F;' F,'] = 0 in der Form 
(26) dargestellt haben, und eliminiren wir dann zwischen (24), (26) 
und den neuen Gleichungsformen (27) die Gréssen 2’, 2’, y’, p’, q’, so 
erhalten wir zwei partielle Differentialgleichungen der 3. O. zur Be- 
stimmung von 2z(=/f/(x, y)). Diese zwei partiellen Differentialglei- 
chungen 3. O. sind immer mit einander vertriglich; sie hiingen sogar 
in der besonderen Weise zusammen, dass von den vier Gleichungen, 
die ihre ersten Derivirten in Bezug auf x,y bilden, eine Gleichung 
eine algebraische Folge der anderen ist. Vgl. Nr. 22., 5. 

Die Transformation (24) fiihrt also eine jede Fliiche, welche einer 
gewissen Flichenschaar zugehirt, die durch zwei solche partielle Differen- 
tialgleichungen 3. O. definirt wird, deren erste Derivirten sich auf nur 
drei von einander unabhdngige Gleichungen reduciren, wiederum in eine 
bestimmte Fliiche tiber. 

Die vierte der Gleichungen (24) kénnte so bestimmt werden, dass 
F, ein Integral derjenigen Gleichung wiirde, auf welche die Gleichung 
(26) sich reducirt, falls man statt der in derselben eingehenden f(z, y), 


f(x), f’(y) setzt 2, p, q und statt #f, tee Fe irgend welche 


modgliche Functionen (desselben Charakters) p,, p., 3 VON 2, X, Y, p, g. 
Eine jede der dreifach wnendlich vielen Integralflichen: 


T=, S=H,, C= Qs 
wird von der so bestimmten Transformation (24) in eine ganze Schaar 
von oo! Fliichen verwandelt. — 

Die Gleichungen (24) wiirden schliesslich im Verein mit einer 
fiinften Gleichung auf eine Beriihrungstransformation fiihren kénnen. 
Kine solche Transformation fiihrt bekanntlich eine jede Fiche 
wiederum in eine Fliche iiber. 


§ 5. 
Eine specielle Art von partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung der in § 1. behandelten Beschaffenheit. 


26. Die partiellen Differentialgleichungen 1.0. in R,, von denen 
oben die Rede gewesen ist, deren jede oo? Punktmannigfaltigkeiten 
zweier Dimensionen zu Integralen hat, gehen bei einer dualistischen 
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Umformung in solche partielle Differentialgleichungen 1. O. tiber, deren 
jede co* durch je zwei Gleichungen in Ebenencoordinaten ausgedriickte 
Mannigfaltigkeiten zu Integralen hat. Es giebt einen Fall, in dem 
die partielle Differentialgleichung 1. O. oo* Integrale hat, deren jedes 
fiir ihre analytische Darstellung zwei Gleichungen in Punktcoordinaten, 
sowie zwei Gleichungen in Ebenencoordinaten erfordert. Jeder Punkt 
einer solchen Integralmannigfaltigkeit hat oo' Tangentenebenen und 
jede Tangentenebene derselben hat oo' Beriihrungspunkte. Diese Be- 
riihrungspunkte bilden eine gerade Mannigfaltigkeit einer Dimension, 
wesshalb jede der fraglichen Integralmannigfaltigkeiten aus oo! Gera- 
den zusammengesetzt ist, von denen jede eine Beriihrungslinie fiir oo! 
Tangentenebenen bildet. 


Ist durch die Gleichung: 


F(2, ©, £2, X3, Py) Pr» Py) = O 
eine partielle Differentialgleichung jener Art gegeben, so muss erstens, 
wenn 4, 2, %,, %, als Constanten und p,, p,, p, als Coordinaten 
der Punkte eines Raumes R,’ aufgefasst werden, die Gleichung F = 0 
eine Linienfliche in R,’ darstellen (Nr. 3.), weiter muss, wenn p,, Pp», Ps 
als Constanten betrachtet werden, und wenn man 


&— # = p,(%,— 4°) + pp (%,—2,°) + ps (%3;—25") 
setzt und sodann 2,, 2, x, als Coordinaten der Punkte eines Raumes 
R,” auffasst, die Gleichung F = 0 eine Linienfliche in R,” repriisen- 


tiren. Hierzu treten jedoch ferner noch gewisse Integrabilititsbe- 
dingungen, die erfiillt sein miissen. 


§ 6. 
Von partiellen Differentialgleichungen 1. 0. in R; mit durch mehrere 
Gleichungen zwischen 2, x,, 7, 2,, 2, ausgedriickten Lésungen. 


27. In derselben Weise, in der wir in Nr. 5. die zwei Gleichungen 
(5) behandelt haben, lassen sich auch die folgenden zwei Gleichungen: 


(28) (2, 2, %y, Lq, Ly, Py Poy Py, Py» Poy Ps) =O, 
9( )=0 


(= Pi» oe = vi) behandeln. Es werden z, p,, p,, p, aus den 
i j 
Gleichungen : *) 








i=3 
P > af @ d 0 
*) in denen (Ff) ep = a (az op, — eo ae ) é Vgl. Nr. 5. 
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f=0, 9=0, [fgher=% [fIfg]],,,—% [elfel],,,—9, 


s [r(rcrol]|_—o. [elrtrel]]—o, [trei[rtrel]], =o 


sap 

eliminirt. Die resultirenden vier partiellen Differentialgleichungen fiir 
2’, von denen die erste: [9 (f ?)\...= 0, nachdem man fiir die Gréssen 
2, Pi» Po, Ps ihre aus den vier ersten Gleichungen (29) hervorgehen- 
den Werthe in 2’, 2, pi, Pix, Pix: eingesetzt hat, von der dritten, 
die drei tibrigen von der vierten Ordnung werden, haben desshalb 


co” Integrale gemeinsam, weil sie, mit ihren Derivirten vereint, 
ergeben: 
fiir die vierten Differentialquotienten von 2’, deren Anzahl 15 ist, 
fiinf Gleichungen, 
fiir die fiinften Differentialquotienten von 2’, deren Anzahl 21 ist, 
neun Gleichungen, 


fiir die sechsten Differentialquotienten von z’, deren Anzahl 28 ist, 
vierzehn Gleichungen , 
u. S. W., 


also stets eine Anzahl von Gleichungen, die kleiner ist als die Anzahl 
der zu bestimmenden Differentialquotienten von 2’. 

Kin jedes Integral: 2 =f (a,, 2, %,) dieser Differentialgleichun- 
gen gehért mit einer gewissen Gleichung: z= (a, 2), 2) zusammen. 
Die eine dieser Gleichungen ist durch die andere eindeutig bestimmt. 
Jene Gleichung fiir ¢ wird aus den vier ersten Gleichungen (29) durch 


Einsetzung des Werthes f von ¢ und durch Elimination von p,, p,, Ps 
erhalten. Durch gleichzeitige Substitution von: 


ad = f (a1, 2, 43), 

» 9 ( ), 
in die Gleichungen (28) werden diese identisch erfiillt. Die zuletzt 
hingeschriebenen zwei Gleichungen stellen daher, sagen wir, eine 
Lésung von (28) dar. 
_ 28. Gesetzt man habe eine Lésung mit sechs arbitriiren Con- 
stanten gefunden: 
a! = f (yy Xa) Xyy Ay ayy ++ 4 Ag), 


30 = 
©) = 9( ) 


deren Elemente («, 8, By) Lqy Ly, Di (— #), pie (= $a) simmtliche 


Elemente der Gleichungen (28) umfassen: die tibrigen Lésungen, deren 
Existenz eben nachgewiesen worden ist, werden dann Umhiillungs- 
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gebilde von dreifach (oder zufallig zweifach, einfach) unendlich vielen 
der Lésungen (30), nimlich in folgender Weise. Wenn 2, 2’, 2, 
Z,, 2, als Coordinaten der Punkte eines Raumes R, von fiinf Dimen- 
sionen interpretirt werden, so bilden die Gleichungen (30) den analy- 
tischen Ausdruck einer véllig bestimmten sechsfach unendlichen Schaar 
von Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen in R,. Dreifach 
unendlich viele werden vermittelst der Gleichungen: 


Ay ae F(A,, As, As)» 


(31) A, = O( )s 
A, = ¥( ) 
Wir ities Wir bilden jetzt die Gleichungen: 
é=f, tO +3 f wa) + 2 way) =o, 
sap, 2 4 oe FO) + Gh %Gd + 3E W (a,) = 0, 


i+ thrw +h ew tf ¥'(4;) =0, 
se. > ao oe 
a +3 ~ F' (as) + FE OAs) + 3 Y'(4,) = 0, 
f+ ot Frat i ew +ih reas 
” , ep . 
oo 4 2 ra 2% (a) + 2% (a) =0, 
und entein: 2, 2,%,,2_, 2%, aus cl Wenn die dann resul- 


tirenden drei Gleichungen in den 4 durch (31) identisch erfiillt werden, 
so bekommen wir, indem wir 4,, 4,, 4, eliminiren, zwei Gleichungen: 





d= F(a,, 2, 23), 

Z=O( )» 
die eine Punktmannigfaltigkeit dreier Dimensionen in R, darstellen, 
welche eben die betrachtete dreifache Schaar umliillt. Es werden 
nimlich die Differentialquotienten F” (a,;), ’(2;), resp. gleich f’ (2), 
@ (a;) fir passend gewihlte Werthe von 4,, 4,, 4,. Aus diesem Grunde 
stellt das letzte Gleichungspaar eine Lésung von (28) dar. Wir haben 
oben gesehen, dass es co” Lésungen von (28) giebt, weiter ist ersicht- 
lich, dass jede Lésung, die nicht in der Schaar (30) enthalten ist, ein 
Umhiillungsgebilde von der jetzt angemerkten Beschaffenheit sein muss. 
In Uebereinstimmung hiermit werden auch die drei oben erwahnten 
Gleichungen fiir F’, ®, Y von co” Functionssystemen (31) befriedigt. 
29. Fiinffach unendlich viele Punktmannigfaltigkeiten dreier 
Dimensionen in R, (dem Raume, dessen Punkte z, @, %,, 2%, 7, 2U 
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Coordinaten haben) fiihren zu drei Gleichungen zwischen 2, 2’, 2;, p:, pi3 
vierfach unendlich viele fiihren zu vier derartigen Gleichungen : 


, , , , 
i (2s @; %y yy) Ly, Py, Poy Py, Py Po» Ps) =O, 


f( )=0, 

32 

( ) fs ( )=0, 
f,( )=0.. 


Durch Elimination von p,, p,, ps, ~;', Po, Py zwischen diesen Gleichungen 
und den drei folgenden: 


TM, = Py — HP, 
(33) Hy = Py — MPy, 

1, = Py — ™ps, 
und indem man hierauf 2, «,, ,, %,, 2, statt z, 2’, 7, L,, X, setzt, 
resultirt eine Gleichung: 
(34) F (2, ty, _, Wy, Ly, My, My, My, My) = 0, 
welche diejenige partielle Differentialgleichung 1. O. in R, ist, die 
jene cot Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen zu Integralen hat. 
Umgekehrt muss jede nicht-linear partielle Differentialgleichung 1. O. 
in R,, die eine, aus cof Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen 
bestehende vollstindige Lésung besitzt, vermége der Gleichungen (33) 
auf vier, oder unter Umstiinden nur drei Gleichungen (32) gebracht 
werden kénnen. Ich betrachte nur den Fall, dass vier Gleichungen 
(32) resultiren. 

Jene Gleichungen (32) sind keineswegs beliebig. Denn sie sollen 
mit einander so verbunden sein, dass sie co! gemeinsame Liésungen 
von der Form: 

(35) i= Pa, Ly, Xs), 

= 0( ) 
gestatten. Es ist leicht, die Bedingungen hierfiir zu erkennen, wie 
auch, wenn dieselben erfiillt sind, die gemeinsamen Lieungen zu 
scnittn. Man stelle namlich neban den Gleichungen (32) die Glei- 
chungen :*) 


*) in denen wie in Nr. 27. 


m=3 af; of; of; of; 
Uittlar= >) (sai tom Ge + oF Pn Oe + Pim te + Pom OP: 








, Of \ Of 
+ P3m 5a) Op, 
a Che or, ° Of, on, or, 
-S (4 Pm Oz + P Pn Oe +P Pim Op, +P; Pom Ope 
Of, \ Of; 
+P; Pm Ops ) OPm “ 
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(fifilep=9, (A fs):2p=9, fi fileep=9, [fofslezp=9, Cfofilezp=9, 
[fsfileep =O 


auf, die nach Elimination von 2, p,, p.,-p, mit Hiilfe der Gleichungen 
(32) sechs partielle Differentialgleichungen 2. O. zur Bestimmung von 
¢ (=F) ergeben. Die Anzahl der zweiten Differentialquotienten p;; 
von ¢ ist eben sechs. Daher werden durch die genannten Gleichungen 
2. O. bestimmte Werthe fiir die pj, in 2’, 2,, 7, 3, p,', Po, Ps geliefert. 
Man hat nun auszudriicken, dass diese Werthe die Gleichungen: 


(36) de =—p,dz,+p,dz,+p,dx,, dpi =pj,da,+pi.dx,+pi,d2z, 
( —_ 1, 2, 3) 


durch ein Gleichungssystem: ¢ = I" (”,, x,, 23), pi = F’(a;) integrabel 
machen. Hieraus ergiebt sich sowohl der analytische Ausdruck des 
zwischen vier Gleichungen von der Form (32) und von der Eigen- 
schaft, oof gemeinsame Integrale von der Form (35) zu besitzen, noth- 
wendig bestehenden Zusammenhangs, wie auch — durch Integration 
eines Systems von Differentialgleichungen (36) — die Bestimmung der 
co! Integrale (35) solcher vier Gleichungen wie (32). 

Eine Lésung wird also erhalten, die sich durch zwei Gleichungen 
mit vier arbitriiren Parametern 4: 


i= F (x, Wqy Ly, Ay, Ag, Ag, d,), 
e= O( ), 


ausdriickt; d. i. der Repriisentant der vierfach unendlich vielen 
Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen, von denen ausgehend wir 
zu den Gleichungen (32) gelangt sind. Jede andere Lésung von der 
Form (35) wiirde ein Umbhiillungsgebilde von dreifach oder zweifach, 
einfach unendlich vielen dieser Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimen- 
sionen darstellen. [Ein solches Umhiillungsgebilde giebt es aber im 
Allgemeinen nicht, — ‘hnliche Betrachtungen wie die der Nr. 18. 
zeigen es; daher giebt es im Allgemeinen keine andere Lésungen von 
der Form (35) als die schon angemerkten.] 


30. Wie iiberhaupt alle Integrale einer partiellen Differential- 
gleichung 1. O. in R, die Punktmannigfaltigkeiten dreier Dimensionen 
darstellen, erhalten werden, leuchtet hiernach ohne Weiteres ein. 
Vgl. auch die Nr. 12.—14. In ihnlicher Weise bestimmen sich die- 
jenigen, zufalliger Weise vorhandenen Integrale einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung 1. 0., die Punktmannigfaltigkeiten zweier Dimensionen 
desselben Raumes R, repriisentiren. Jedem Punkte einer Punktmannig- 
faltigkeit zweier Dimensionen: 
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a= f(s, L), 
x, = 9( ) 
y= v( )s 
schliesst sich sine zweifache Schaar von Fliichenelementen*) an, die die 


Punktmannigfaltigkeit beriihren. Die Parameter ,, 2,, 2,2, dieser 
Flichenelemente sind gebunden an die Bedingungen: 








of a9 ow 
mA 
(37) 

Te > on a 

Ox, 1 Oa, 2 Om, 4 ’ 


Desshalb bilden die Flichenelemente, die sich an die Mannigfaltig- 
keiten einer vierfach unendlichen Schaar von Punktmannigfaltigkeiten 
zweier Dimensionen als Beriihrende anschliessen, ein durch eine 
Gleichung : 
(38) F (2, 1, Xqy yy Ly, Wy yy My, M,) = O 
zu definirendes System. Diese Gleichung wird durch Elimination ger 
vier Parameter der Mannigfaltigkeitsschaar zwischen den drei Glei- 
chungen derselben: 

B= f(s, yy Ay, Ag, Ag, Ag), 
(39) r= 9( )» 

Lo = Y( )» 


und den hierzu gehérigen Gleichungen (37) erhalten. 

Andererseits, wenn wir 2, 2, 2", 2, y statt 2, 7,, 2, 4, x, schreiben 
und resp. durch p,q, p’, q, p’, q die ersten Differentialquotienten von 
z, 2,2 in Bezug auf 2, y bezeichnen, so wird durch Elimination von 
Ay, 4.) 43, 4, zwischen (39) und den aus ihnen folgenden Gleichungen: 


ota of eee of = ep arent oe ow 
ee I= a,’ Pe cae 








ein System von fiinf Gleichungen abgeleitet: 


hi (2, #, 2”, X,Y, P, Y) Pp, q; P’; q’) = 0, 


fo( )=0, 
(40) fs( )=9, 
f,( )=0, 
fs ( )=90, 


*) Die Inbegriffe aller einem Punkte einer Punktmannigfaltigkeit von vier 
Dimensionen unendlich benachbarter Punkte derselben Mannigfaltigkeit werden 
Flaichenelemente im Raume R&, genannt. 


22° 
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welches also mit der partiellen Differentialgleichung 1. O. (38) ‘qui- 
valent ist, — nimlich in dem Sinne, dass die Elimination von 2,,2,, 2, %, 
zwischen der Gleichung (38) und den beiden folgenden: 


(41) ee oe 
q—%q —17,q¢ —21,—0 
zu einer Gleichung: 


af, + bf, + cf; + df, + ef, =9, 
wo nur a,b, c,d,e von a abhingen, — fihren muss. Dies ist des 
Naheren folgendermassen zu verstehen. 2,, 2,, 25, x, werden als Coordi- 
naten der Punkte eines Raumes R,' gedeutet. Die Gleichung (38) ist 
dann als Reprisentant einer gewissen Flichenschaar in R,’ aufzufassen, 
jede Fliiche als eine Punktmannigfaltigkeit dreier Dimensionen dieses 
Raumes betrachtet. Im vorliegenden Falle ist aber jede der Flichen 
aus oo' ebenen Mannigfaltigkeiten zweier Dimensionen (41) erzeugt, 
und stellt sich daher auch in den sechs Parametern yp, q, p’, g', p’, q” 
dieser ebenen Mannigfaltigkeiten durch fiinf Gleichungen (40) dar. 
Eine nicht-lineare partielle Differentialgleichung 1. O. in R,, die ein 
volistiindiges Integral von der Form (39) besitzt, muss also in den Para- 
metern p,q, p,q, p",q” durch fiinf Gleichungen sich darstellen lassen ; 
weiterhin miissen solche Beziehungen zwischen den finf Gleichungen 
statthaben, dass dieselben, als partielle Differentialgleichungen 1. O. 
fiir z, 2’, 2” betrachtet, oof gemeinsame Lésungen von der Form: 
e=f[(%,y), = (x,y), 2” = (2, y) 

gestatten. 

31. Denken wir uns die fiinf Gleichungen (40) nach p’, q’, 2”, p”, q” 
aufgelést, also auf die Form gebracht: 


, 


Pp = (#4, 2,4, PD, 9); 


q _ fi( ); 
a= 9 ) 
p’ _ v( ), 
q =%,( F 
und stellen wir die folgenden Gleichungen in ¢’, z, x, y, p, q, T, 8, ¢ auf: 
dg dg af _ af, 


we “dy =), dy” dx? 


so muss die Elimination von 2 aus ihnen zwei partielle Differential- 
gleichungen der 2. O. fiir 2 ergeben, die cot Lésungen gemein haben. 
Als eine gemeinsame Lésung muss nimlich die erste der Gleichungen 
(39): 2 —= f(a, y, Ay, Ay As, 4,) herauskommen; die zwei iibrigen Glei- 








aon . a mee dee 


a. ot ele mf 








be 


i= 
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chungen (39): 2° = (a, Y, Ay, dy dg, Ay), 2” = (a, Y; Ags Agy Ay, Ay) 
werden hernach durch blosse Elimination erhalten. 

Die Gleichungen [f;fil2zp = 0, die sich aus fiinf Gleichungen 
fil, 2, 2, 2% y, p, a, », a; yp’, a’) =O bilden lassen, miissen also, 
wenn die fiinf Gleichungen /; = 0 einer partiellen Differentialgleichung 
1.0. in R, angehéren, die cot Punktmannigfaltigkeiten zweier Dimen- 
sionen als Integrale besitzt, u. A. durch geeignete Elimination zwei 
und nicht mehr als zwei von einander unabhingige partielle Diffe- 
rentialgleichungen 2. O. fiir 2 ergeben, und diese Gleichungen 2. O. 
miissen ausserdem oo! gemeinsame Integrale besitzen. 

Ist die Anzahl derartiger particuliirer Lésungen einer partiellen 
Differentialgleichung 1. O. in R,, die geometrisch Punktmannigfaltig- 
keiten zweier Dimensionen repriisentiren, kleiner als oo', so findet man 
sie durch etwas einfachere Rechnungen als die jetzt beschriebenen, 
was manchmal darauf beruht, dass zu den Gleichungen (40) eine oder 
mehrere Gleichungen derselben Form hinzukommen. 


§ 7. 
Angabe einiger specieller Faille der vorangehenden Probleme. 
32. Ein System von zwei Gleichungen: 
(5*) F(x, Y, 4, a, Dp, q; 7g) =090, p—q=0 
ist einer partiellen Differentialgleichung 2. O.: 


or ov FF FF . #F 
F(%) 9 35> Gy ha 


da?’ Qady’ dy? 
li ie i . , OV aVv 
fiquivalent. Indem man in den Gleichungen (5*) ¢, 2’ durch =~, = 
ersetzt, wird die zweite dieser Gleichungen von selbst erfiillt. Hiner 
jeden Lésung: V= f (A(a, y) dw + B(x, y) dy) der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 2. O. entspricht eine Lésung: z= A(z, y), 2 = B(z, y) 
des Systems (5*). 
Die allgemeine partielle Differentialgleichung 2. O.: 
oV OV @V av av 
F(a, Vis» ty Oat? Oady’ dy 


ist aquivalent dem Gleichungspaare: 


= 0 





F (a1, Xa, %g, 2,2, Py + 2P3, Pr + Ps, po + 2 ps) =, 
(28*) DP, + ep; — Py — #3 = 9, 
(WO 2, Zp, %, an Stelle von a, y, V stehen), 


so dass jeder Lésung: 2 = f(%, 22,25), 2 = (#1, Ly, Ls) dieses Systems 
das folgende involutorische Gleichungspaar entspricht: 
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oY =fa, Y; V), oe = 9(2, Y; V), , 
dessen allgemeines Integral eine Schaar von Integralen (Integralfliichen) 
der partiellen Differentialgleichung 2. O. darstellt. Jede Schaar von 
Integralen (Integralflichen) der partiellen Differentialgleichung 2. O.: 
f(x, y, V) = eine arb. Const., ist in dieser Weise einer Lésung von 
(28*) aquivalent,. 

Jetzt betrachte ich diejenige partielle Differentialgleichung 2. O. 


des Raumes R, (22, x,x,), die eine durch das involutorische Gleichungs- 
paar: 


(42) { DP, — [(®ty ay Hyp &y Pgs Cys Cay +> +, Cy) =O, 
oo p( 7 0, 
(€,, Cy, ++, , bezeichnen arbitrire Constanten), 


ausgedriickte Lésung besitzt. In erster Hand ist diese partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. OU. folgendermassen ausgezeichnet. Wenn fiir den 
Augenblick 2, 2, %j, %3, P;, Po, Pp, als Constanten, und die p,, als Voordi- 
naten der Punkte eines Raumes R aufgefasst werden, so stellt die 
fragliche partielle Differentialgleichung 2. O. eine Mannigfaltigkeit von 
fiinf Dimensionen, eine Fliiche in R® dar, die von oo! Geraden: 


Pir — f' (Ps) Psi — F(%) — a fo) =9, 
Pir — f (Ps) P32 — f (#2) — rf () = 9, 
Pis — f' (Ps) Ps3 — f(@) — psf’) =9, 
Pox — Y (Ps) Pse ——  (%2) — PrP (2) = 9, 
Pos — P (Ps) Pas — Y (#3) — Pay (2) = 0 
erzeugt wird. Diese Geraden gehéren dem Liniensysteme an: 
Pr — MPs, — HH, = 9, Py — Nps, —¥, =O, 
(43) Pig — MPzq — Hy = 9, Py — MPyy — V¥, = 0, 
Pis — MPz3 — ty = 9, Pos — NPs — ¥5 =O, 
WO M, , fy, Mo, Us, Y%y, Yo, ¥; Parameter und nur an die eine Be- 
dingung gebunden sind: 
(44) By — Bh, = M, — HY. 
Dieses System ist u. A. so beschaffen, dass durch jeden Punkt des 
Raumes R® oo? Gerade des Systemes gehen, auf jeder Punktmannig 
faltigkeit von vier Dimensionen des Raumes co im Allgemeinen vdllig 
bestimmte Curven, Mannigfaltigkeiten einer Dimension, verlaufen, deren 
Tangenten Gerade des Systemes sind, und dass es also auf jeder Punkt- 
mannigfaltigkeit von fiinf Dimensionen, jeder Fliche, eine unendlich- 
fach unendliche Schaar derartiger Curven giebt. Nur ausnahmsweise 


finden sich Gerade unter diesen Curven, ausnahmsweise kann die 
Fliche aus oof solchen Geraden bestehen. Ist die Fliche cben, so 
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liuft auf derselben von jedem Punkte aus ein Biischel von oo! der- 
artigen Geraden. 
Eine erste Forderung fiir eine partielle Differentialgleichung 2. 0.: 


(45) F(Z, ©1, Ly L3y Py) Poy Py» Pry» Pra» ** *> Pgs) = 9, 

die erfiillt sein muss, damit sie eine Lésung von der Form (42) be- 
sitze, ist daher die, dass, durch Elimination der p;, zwischen (43) und 
(45), neben der Gleichung (44) drei Gleichungen: 


fi (@ ©) Lay Ly, Pir Py» Py M, My Why Mos Wy, My» Vo» V3) =O, 
(46) ) f( )=9, 

f3( )=9, 
oder eine kleinere Anzahl derartiger Gleichungen resultiren. Hierdurch 
wird nur ausgedrtickt, dass jede der Flichen (45) in R® aus wenig- 
stens cof Geraden des Systemes (43) besteht. Es kommt aber noch 
das hinzu, dass die Gleichungen (44), (46), weun sie durch die folgen- 
den Substitutionen: 





__ OD _ OM OP _ OM OM 
oe ee + Py os? Ue On, + Pe = 








oz’ 
7) 7) 
bs = ma + Ps fs ’ 
__ Oe Or OPe at OP2 OP2 
a "= Fe, +P Qe? {+ = > 292? 





Lo eee Oat, + Ps De 
in vier Gleichungen fiir p,, p, verwandelt werden, eine gemeinsame 
Lésung mit sechs arbitriren Constanten, ausgedriickt durch ein Glei- 
chungspaar (42), gestatten miissen. 

Aunstatt 
ie XL, Ly, Ly, 2, Pz, Pi> Po 
schreibe ich 
H, Ly, Uyy Uy, Uy, &, 2, 
und statt 
Op, OP: OP; OP, OP, OMe 
Oa,’ 02° Op,’ Ou; 7? G2? ODs 
Pis Pay Por Dis Dy; Ds 
Die in Rede stehenden Gleichungen erhalten dann die Form: 
(44°) py + 2’py — Ds (Ps + %5Py) = Dy + 2p) — ps (D3 + 504); 
fy (4,2, %4y Lyn ++) ey Dy 2D 4y Do + 2 Dys Py + Ls yy Ds Pi EPs» 
Pi +2 Py, Ps +25Py,P5') = 9, 
(46’) fy (22 pL yy Lay ***y Hey Py + 2Dyy Do + 2 Dy) Dy + Xs Dy, ss Dy +24; 
P) +2 D4 ,Ps +25p),P5) = 0, 
£3 (@ 2 4yBqy °°) Vsy Dy + 2Dy Do + 2 Dy, Dy + Xs Dy) Ds Di + 2D, 
P2 +2 py Ps +2%,P4,P;) = 0, 














, 
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und jede ihnen gemeinsame Lésung: 


(47) tie Fy Bay +5 %); 
a = ( ) 
stellt ein involutorisches Paar von partiellen Differentialgleichungen 1.0. 


Py = f(2p Ly» Ly» 24 Ps), 
P, = 9 ( ) 
dar, dessen siimmtliche Integral - M, Integrale der partiellen Differential- 
gleichung (45) werden. 
Die partielle Differentialgleichung 1. O. im Raume R, (22 z,---2;), 
welche die oo® Punktmannigfaltigkeiten von fiinf Dimensionen: 


(42") J = f(% 1, Lay Hy, Wyy Ly Cyy Coy ++ *y Cg), 

a= 9( ) 
zur volistiindigen Liésung hat, ist durch die Gleichungen (44), (46’) 
im Verein mit zwei anderen Gleichungen von der Form: 


(48) ni Z, Hiy* > *y Uy Pry > * Ds» P,, = 7 Ps ) =0, 
fs ( }== 0 
darzustellen. Vgl. Nr. 3.,29. Wenn die Gleichung (45) keine andere 
Lésungen von der Form (42) als die schon angenommenen besitzt, so 
miissen also die Gleichungen (44’), (46’) in eindeutiger Weise durch 
ein Gleichungspaar (48) zu einem, eine partielle Differentialgleichung 
1. O. in R, begriindenden Systeme vervollstiindigt werden kénnen. Die 
Liésung (42), wenn nicht von vornherein gegeben, wird daher jetzt 
durch Integration gewéhnlicher Differentialgleichungen erhalten. (Die 
Ermittelung der Punktmannigfaltigkeiten von fiinf Dimensionen, die Inte- 
grale einer partiellen Differentialgleichung 1. 0. in R, ausmachen, erfordert 
nimlich Operationen derselben Beschaffenheit wie die in Nr. 7. und 29. 
beschriebene Ermittelung von Integralmannigfaltigkeiten zweier, dreier 
Dimensionen von partiellen Differentialgleichungen 1. O. in R,, R, resp.) 
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. O. (45) wird durch 
(44) und zwei andere solche Gleichungen, wie zwei der Gleichungen 
(46), vollstiindig dargestellt. Die Frage nach ihren Lésungen von der 
Form (42) ist daher mit der Frage nach den gemeinsamen Lésungen 
von der Form (47) von gewissen drei Gleichungen: 


(44°) po + 2 py — Ds (Ps + %5 Ds) = DY + 2p, — Ds (Ps + Hs Py), 
fy (2,8, 245° +5 5p Py 2D yy Do + 2 Dy, Dy + Ls Py Por Pi + Py; 
46") Po + 2p, Ds + TP p;) = 9, 
fo (2) yy +**y U5, Dy + SD y, Po + 2 Py Ps + Xs Pay Ps» Pi + 2P4; 
Py + py, Ps + 252, Ps) = 9 


aiquivalent. 
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33. Eine partielle Differentialgleichung 2. O. mit einer Lésung 
(42), die in der oben genannten Weise durch vier Gleichungen (44), 
(46) dargestellt werden kann, hat im Allgemeinen keine Lésungen von 
der Form (42), die eine beliebig gewiihlte Integral- M,° der Differential- 
gleichung 2. O. als eigenes Integral enthilt. Denn wenn es eif invo- 
lutorisches Gleichungspaar giibe, das keines der Gleichungspaare (42) 
wire, dessen simmtliche Integral-M,° dennoch der Gleichung 2. O. 
gentigten, so hitten wir auf jeder dieser M,° eine einfache Schaar 
von M,, die fiir jenes involutorische Gleichungspaar charakteristische 
M, wiiren und deren jede desshalb oo? Biischel von Werthen der pix 
(43) enthielte, die siimmtlich der Gleichung 2. O. zugehérten. In Folge 
dessen wiirde jede jener M,, als Inbegriff von co? Flichenelementen 
(2, %;, pi) betrachtet, zweifach unendlich viele charakteristische M, der 
anfinglichen Gleichungspaare (42) umhiillen. Aber wir sehen in fol- 
gender Weise, dass es im Allgemeinen, auf einer beliebigen Integral-M,° 
der Gleichung 2. 0., keine solche Umhiillungs- M, giebt. Wir be- 
stimmen zu jedem Elemente (2, x;, pj, pix) einer (beliebig gewihlten) 
Integral-M,° der Gleichung 2. O. (44), (46) ein Gleichungspaar (42), 
das eben dasselbe Element (fiir sich und fiir die ersten Derivirten der 
Gleichungen des Paares) besitzt. Die so entstehenden dreifach un- 
endlich vielen Gleichungspaare mégen heissen: 


f (2, @yy Lay yy Pyy Poy Dgr Ayy Ay, 45) = 0, 
@ ( )=0. 

Das Umhiillungsgebilde der oo* Gleichungen f = 0 nenne ich 
F(z, x, pi) = 0, dasjenige der oo® Gleichungen mg =O nenne ich 
® (2, 2, pi) = 0. Es besteht die Gleichung [F'®] = 0 fiir alle Elemente 
(2, 2, pi) der betrachteten Integral-M/,°. Durch irgend ein Element 
(2, xi, pi) der M,° legen wir die Mannigfaltigkeit einer Dimension: 


(49) dz=Xp,dxz;,, dx = oF’ (p) + 60'(p), 

dp; = — [o(F" (a) + pik’ (2)) + 6 (O(a) + pO’ (2))), 
wo 9, 6 Constanten bedeuten. Entsprechend den oo! Zahlenwerthen 
von = erhalten wir oo! derartige Elementenmannigfaltigkeiten, deren 


Inbegriff eine auf der M,° verlaufende M, wird. Dieselbe hat nur 
dann in jedem anderen Punkte als dem obigen Ausgangspunkte einen 
Tangentenbiischel, der die Gleichungen: 


(50) da; = oF’ (p;) + 69'(p,) 


befriedigt, wenn diese letzteren Gleichungen, — ¢, p; mit Hiilfe der 
Gleichungen der M,° entfernt gedacht, — ein Integral von der Form: 
P (1) %y,%3) =O gestatten. Durch die Gleichung der M,°:z—/(a,,2,, 23), 
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vereint mit der letzten Gleichung: g(«,, x, 7,) = 0, muss alsdann die 
fragliche M, ausgedriickt sein. 
Es sind F’(p;), ©’(p;) resp. proportional f’(p,), o’(p,), und solche 
Gleichungen wie: 
dx; = ef (pi) + 69 (pi), dz— Zpdzx;, 
dp; = — olf (%) + pif’ (2)] — oly @) + pig’ (2)), 
— wo = einen unbestimmten, herauszueliminirenden Parameter : be- 


zeichnet, — gehéren einer charakteristischen M, von einem der Glei- 
chungspaare: 

f (2, ©) Xo X34 Py Poy Dg, Ay, Ay, 43) = 0, 

7 ( jon ® 
an. Desshalb wird die eben angemerkte M,: 2 = f(x,, X, 2s), 
P(X;, ZZ.) = 0, aufyefasst als Inbegriff von oo? Flichenelementen 
(2, 2, p:), in einem beliebigen ihrer Elemente (2, 2;, p;), von einer 
Mannigfaltigkeit [von oo? Flichenelementen] beriihrt, die eine charak- 
teristische M, eines Gleichungspaares: f=—0, mg =O ist. Im vor- 
liegenden Falle, — und nur in solchem Falle, — ist also jene M, (49) 
ein Umbhiillungsgebilde von oo’, fiir ebensoviele der anfinglichen Glei- 
chungspaare (42) charakteristischen M,. 

Sollen auf der betrachteten M,° oo! M, (49) von der zuletzt be- 
sprochenen Eigenschaft liegen, so miissen die Gleichungen (50) ein 
Integral: g(x,, 7, %,) = eine arb. Const., besitzen. Dafiir ist aber 
erforderlich, dass die folgende Gleichung: 


| [Fo] F(p,) (nm) 
a [Fo] F'(p,) %(p,)|=0 
J (FO) Fim) o(p,)| 


erfiillt werde, wenn man, nach vollendeten Differentiationen, fiir 
2,p; ihre aus der Gleichung: 2 =f (z,, 7,2) der vorgelegten M,° 
folgenden Ausdriicke in x,, 2,, 2, substituirt. 

Weil dies eine neue Bedingung ist, so sind im Allgemeinen die 
M, (49) keine Umhiillungsgebilde von fiir Paare (42) charakteristischen 
M,.*) Und also kann es im Allgemeinen kein involutorisches Paar 


*) Ich habe mich friiher in diesem Punkte geirrt, da ich in meiner Abh. 
in diesen Annalen Bd. XV, pp. 83, 84 den Satz aufstellte, dass sich auf jeder 
Integralflache der partiellen Differentialgleichung 2. 0. ©' Umhiillungs-M, von 
der im Texte besprochenen Art, die daher besondere charakteristische M, fiir die 
Gleichung 2. O. werden wiirden, finden sollten, Aus dem oben Auseinander- 
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von partiellen Differentialgleichungen 1. O. geben, das jene jetzt be- 
trachtete M,° als Integral enthilt und dessen simmtliche itbrige 
Integral-_M,° zugleich Integrale der partiellen Differentialgleichung 
2. O. werden. Wie im Anfange dieser Nummer behauptet war. 

In Betreff der partiellen Differentialgleichungen 2. O. in Riumen 
von mehreren Dimensionen, die intermediire Integrale, ausgedriickt 
durch je zwei involutorische partielle Differentialgleichungen 1. 0., be- 
sitzen, will ich nur an die in Nr. 11: und der vorangehenden Nr. 9. 
erdrterte partielle Differentialgleichung 2. O. fiir y erinnern als Bei- 
spiel einer linearen partiellen Differentialgleichung 2. O. in einem 


Raume von sechs Dimensionen, die co” derartige intermediare Integrale 
besitzt. 


34. Schaaren von Integral-_M,° der allgemeinen partiellen Diffe- 
rentialgleichung 2. O. in R, sind erst durch Schaaren von je drei 
involutorischen partiellen Differentialgleichungen 1. O. darzustellen. 


Wenn F(z, &,, X2) X35 Py» Pay Psy Prt» Pir» * * * P33) = 0 die Gleichung ist, 
so wird sie also aiquivalent dem Systeme der vier Gleichungen: 





7 7) 7) 7) 
F(z, Hi, Loy 3, Dry Poy Dyy pot + Dy a, aa) + Pr Pi pa 
Ox, 08 Oa, 7 
op Op. 
cht + p, Pt) = 0, 


OM Ops <— OP 
Vite th 3 = a + DP , 





Oz 

2m Op, op 
, Ps . = oh + Dy . yy ’ 

ro OP, _ Op Op. 

Oily + Ps _ Day + Py te 


in dem Sinne, dass jede Lésung: 


Pi = F(X) Ly Xs), 
DP, = 9 ), 
Ps = ¥( ) 
dieses Systems eben eine Schaar Integral-,°: 
J (dz — fdx, — pdx, — pda) =0 
der partiellen Differentialgleichung 2. O. liefert. Die allgemeine partielle 


Differentialgleichung 2. O. in R, bildet daher einen speciellen Fall 
eines Systems von der Form: 


gesetzten leuchtet das Fehlerhafte einer solchen Behauptung ein. Ich habe auch 
schon in XVI, Bd. dieser Annalen (zweite Seite des Inhaltsverzeichnisses) jenen 
von mir in der erwihnten Abhandlung begangenen Fehler angemerkt. 
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hi (2,2, a", Hy, af 


h (2, #, a”, v, ? 


fs (42,8, 245° 


fy(@,2,2",2,,° 


++ Ly Py + 2p,,° 


**y Ly Di + 24," 


“Ly Dy + 2q)° 


*)Lqy Py 2D gy***) Pat 2 Dy Py +2 D4 )°+yPs +2" Dy, 


Py + 2p4",++)ps" +2" py") = 0, 
Dy 2" Dy Py + 2D4 5°) Ds +2" py, 

Py +2 p4",-* Ps’ +2" py") = 9, 
F "Ps t+2" D4, P; +22, ,- “Ps +2" pj, 

Py +2 p4",++-Ps’ +2" py”) = 0, 


Py 2" Py, Dy +24 ,°°+) Ds +2" py, 


Py +2," ,-+)p3' +2" py") = 0, 


und zwar hat das der partiellen Differentialgleichung 2. 0. in R, ent- 
sprechende System co” Liésungen: 


a= f(x,,-- 


’ L), é= 9 (x, nie %), a" = y (x, tf oe 24). 


Helsingborg im Juli 1880. 














Die Gleichung fiir die Berthrungspunkte der Doppeltangenten 
der Curve 4. Ordnung. 
Von 


J. Freypera in Dresden. 


Im siebenten Bande der Math. Annalen p. 497 ff. hat Hr. Dersch 
die Aufgabe, eine Curve anzugeben, die durch die Berihrungspunkte 
der Doppeltangenten liuft, mit symbolischer Rechnung behandelt. 
Nachstehend soll gezeigt werden, dass sich die von ihm erhaltenen 
Resultate fiir Curven 4. Ordnung vereinfachen lassen, indem hier der 
von Hesse eingeschlagene Gedankengang auch die ktirzeste symbolische 
Darstellung gestattet. 

Die gesuchte Gleichung ist zu entwickeln aus der Discriminante: 

3aza,? - at — 2 (a,a,*)? = 0 
unter den Bedingungen : 

az’=0, a,2a,=0, wu =O, 
indem man aus den beiden letzten der Bedingungsgleichungen die y 
vermittelst x und w ausdriickt, und im Weiteren zeigt, dass alle will- 
kiirlichen Gréssen uw herausgehen und nur eine Gleichung 14. Grades 
in « allein zuriickbleibt. 

Fiir den Schnittpunkt der Tangente a,'a, = 0 und der beliebigen 
Geraden u, = 0 erhalt man die Coordinaten 


“NN 
Y= bb uj ? 
so dass 


ay = b,3 (abu) 
wird, 
Vermittelst der Werthe von y; stellt man den Ausdruck a,’a,? 
direct her, und leitet daraus durch Polarisirung a,a,> und a,‘ ab, 
wobei zu beachten ist, dass 


d 
yz y, = 3b,2b, (abu). 


Es sei voraus bemerkt, dass es nicht néthig ist, in den nach- 
folgenden Rechnungen die mit a,1=—b,4—-+--=—0 multiplicirten 
Ausdriicke mitzufiihren, da aus denselben durch den spiter anzuwen- 


denden Polarisationsprocess nur Ausdriicke erhalten werden, welche 
verschwinden. 
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Man erhilt fiir: 
az? ay? = a,7b,5c,' (abu) (acu) 
= — $a,°b,’c,” {bz(acu) — ¢,(abu)}? 
= — faz*bs? ca? {az (chu) + uz(abe)}? 
= a,°b,?c,?(beu) (abc) - ue — $a27b2? cz? (abe)? - u,? 


= Hoe) at — $e! + te’, 
aiso 


(1) a,’ a,? = — 4 a,*- uz”. 
Durch Polarisirung des Ausdrucks fiir a,?a,? in Bezug auf z er- 
giebt sich: 
2aza,> + 2a,’ a, - 3b,?b, (abu) = — a,' ay uz? — 4 ae Ue ty 
oder: 
(II) a,a,> = — fa, a, - uz”. 
Wird jetzt noch die Gleichung (II) polarisirt, so bekommt man: 
ay + 9a,a,? b,*b, (abu) 
= — $a,'a,? - uz? — a, ay + Upty — § ab," b, (abu) - uz’. 
Das zweite Glied der linken Seite lisst sich folgendermassen umformen: 
Az Ay” bz? b, (abu) 
= dz - bz? b,(abu) c,> d,* (acu) (adu) 
== — $a,b,*b, (abu) c,d,’ {¢z(adu) — d,(acu)}? 
= — 4a,b,*b, (abu) c,?d,” {a,(deu) + u,(acd)}?* 
= — $a,°b,? byc,’d,*(abu) (edu)? 
+ a,?b,* c,*d,?b,(abu) (edu) (acd) - uz 
— $a,b,*¢,?d,"b, (abu) (acd)? - u,’. 
In dieser Gleichung wird das erste Glied 
4b,7b,? - ¢,7d,? (edu)? —= — +, a,*a,"bz? (abu)? - uz”, 
das zweite 
4 a,?b,?¢,?d,? (acd) {(edu) (abu) + (dau) (chu) + (acu) (dbu)} - ue. 
Dieser Ausdruck wird Null, da die Summe der drei Determinanten- 
producte diesen Werth hat. Das letzte Glied lisst sich auf die Form 


bringen: 
— 4.a,°b,?b, (abu) - uz”, 
9a,a,*b," by (abu) 
= uz” {— fa,°a,b,* (abu)? — } a,°b,*b, (abu)} , 


daher 


mithin 


(III) a,* = u,? {}a,° az"b,? (abu)? + 3a,°b,?b,(abu) — § a,' tty? ‘ 
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Mit Hilfe der drei vorstehend entwickelten Ausdrticke lasst sich nun 
die Discriminante angeben zu:. 
ust - 4 {— Ja,® - B,°- a,?b,? (abu)? — 3B.° - a2°b,*by (abu) 
— «,°B,' a,By + § B.°- 4 Oy? \ =0. 
Es verbleibt also die in der Klammer stehende Gleichung 16. Grades 


zur Betrachtung. 
Ersetzt man in derselben die y tiberall durch die x, so wird: 


&2°ba" by (ab u) 
= a,5b,?(abu) a,3(bau) 
= —}a,°-a,*b,? (abu)? — 4 a,5a,?b,? (abu) (aab) - uz, 
2° Bx° ty By 
= a,°B,5a,°b,' (aau) (Bbu) 
= — $a,°.B,°-a,?-b,? (abu)? + B,°-a,5az?bz? (abu)(aab)-uz 
— 4a,'B,5a,7b,?(aab)(Bab) -u,?, 
Oy 4 Oy? 
== a@,'a,°b,5(aau) (abu) 
= — fa,°-a,?b,? (abu)? + a,°a,?bz? (abu) (aab) - uz 
— ha,'a,"b,?(aab)* - u,?. 
Unter Benutzung dieser Werthe reducirt sich die gesuchte Glei- 
chung nach Absonderung des Factors 4u,? auf: 
2 a2° Br dz*bz?(aab) (Bab) — 5B,°-a,'a,?b,? (aab)? =0, 


Dresden, Anfang August 1880. 











Ueber die allgemeinen Integrale der dynamischen Differential- 
gleichungen und ihre Verwerthung durch die Methoden von Lie. 


Von 


A. Mayer in Leipzig. 


Fiir die Bewegung eines Systems von materiellen Punkten, das 
nur inneren Anziehungen ausgesetzt ist und das sich wie ein freier 
starrer Kérper zu bewegen vermag, liefern die allgemeinen Principe 
der Mechanik 10 Integrale. Diese 10 Integrale zerfallen in zwei 
Gruppen von ganz verschiedenem Charakter. Die erste Gruppe besteht 
nur aus dem Einen Integrale der lebendigen Kraft, welches (verbunden 
selbstverstindlich mit den etwaigen Bedingungsgleichungen des Systems 
und den gegebenen Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten der 
Punkte) alle Daten enthalt, die zur eindeutigen Bestimmung der Be- 
wegung erforderlich sind, und welches daher nothwendig einzig, oder 
so zu sagen der analytische Ausdruck des dynamischen Problems selbst 
ist, Die zweite Gruppe dagegen wird gebildet von den 3 Flichen — 
und den 6 Schwerpunkts-Integralen, die unveriindert gelten, wie sich 
auch die Kraftefunction durch die gegenseitigen Entfernungen der 
‘ Punkte ausdriicken mag. Diese letzteren Integrale, da sie nicht nur 
Einem, sondern unendlich vielen dynamischen Problemen angehdren, 
brauchen nicht nothwendig einzig zu sein und die wichtige Frage, ob 
es noch andere allgemeine dntegrale dieser zweiten Art gebe, wird 
natiirlich bloss durch den Einwurf, dass man dieselben sonst schon 
lingst wiirde gefunden haben, noch nicht erledigt. Mit ihrer Beant- 
wortung beschiiftigt sich der erste Paragraph der vorliegenden Arbeit, 
in der ich mich immer auf die Betrachtung solcher Krifte beschriinke, 
die nur von den Lagen, nicht aber auch von den Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen der Punkte abhingen. 

An den Beweis, dass es keine anderen allgemeinen Principe der 
Mechanik von derselben Natur giebt, wie die drei bekannten Principe 
der lebendigen Kraft, der Flichen und des Schwerpunkts, reiht sich 
dann in den folgenden Paragraphen die zweite Frage an, wie weit 
man bei der jetzigen Ausbildung der Integrationsmethoden durch diese 
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ullgemeinen Integrale ein jedes Problem aus der Dynamik eines Systems 
materieller Punkte fiihren kénne. Lie hat diese zweite Frage nur 
fiir das Problem der drei Kérper, oder was auf dasselbe hinausliuft, 
fiir ein System freier Punkte beantwortet.*) Nun ergiebt sich aller- 
dings auch fiir ein durch Bedingungsgleichungen beschrinktes System 
die Antwort ganz von selbst**), wenn man meine oder die Lie’sche 
Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 1. O. mit 
dem Satze von Jacobi***) verbindet, dass, wie man auch durch Kin- 
fiihrung unabhingiger Bestimmungsstiicke die Differentialgleichungen 
der Bewegung auf die kanonische Form: 

44 an am ae 

dt ip,’ 60t COE 





bringen mége, doch stets aus den 3 Flichensiitzen 3 solche Integrale 
A=%, fh=%, fy= a, 


dieses kanonischen Systems hervorgehen, die zu einander in den Be- 
ziehungen stehen: 


(hid=f, (Ki=h (Af) =f 
Allein die Art, wie Jacobi zu diesem Satze gelangt, ist diusserst 
complicirt. Zwar hat spiter Mathieuy) die ganze Rechnung viel 
klarer und iibersichtlicher gestaltet, immerhin aber bedarf man zum 
Beweise des Satzes noch eines recht grossen Apparates. Daher war 
es mir sehr angenehm, zu sehen, wie das fundamentale Theorem, 
welches Lie in Bd. XI, p. 476 dieser Annalen gegeben hat, allein 
schon die aufgeworfene Frage im Wesentlichen zu beantworten ge- 
stattet. Sind auch diese Anwendungen des gemannten Satzes fiir den- 
jenigen ziemlich selbstverstiindlich, der sich eingehender mit den 
Lie’schen Methoden beschiiftigt hat, so miissen sie doch eben gemacht 
werden, um den ganzen Nutzen klar zu legen, der sich aus diesen 
Methoden fiir die Dynamik ziehen lisst, und als gute Beispiele und 
Illustrationen zum Lie’schen Theorem diirften sie auch an sich selbst 
einiges Interesse darbieten. Hierbei benutze ich zuniichst in § 2. 
nur die gewodhnliche Art, die Differentialgleichungen der unfreien Be- 
wegung durch Einfiihrung unabhingiger Bestimmungsstiicke des Systems 
auf die kanonische Form zu bringen, wende aber dann in § 3. noch 
eine zweite, jeder Zeit wirklich durchfiihrbare Transformation dieser 
Differentialgleichungen an, die selbst wieder nur eine Anwendung der 
allgemeinen Methode. von Clebsch, die Differentialgleichungen der 


*) Diese Annalen Bd. VIII, p. 282, Bd. XI, p. 478. 

**) Vgl. Ber. d. Kgl. Siichs, Ges. d. W. 1879, p. 40. 
***) Borchardt’s J. Bd. 60, pp. 106, 146, 149. 

+) Liouville J. 1874, Dynamique analytique, Paris 1878, p. 243. 
Mathematische Annalen, XVII. 23 
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Variationsrechnung in kanonische Gleichungen zu verwandeln*), auf 
die dynamischen Differentialgleichungen ist, und bei der sich alle Ver- 
hiiltnisse noch durchsichtiger und klarer gestalten, als bei der ersten 
Umformung. Die in diesem zweiten Theile des Aufsatzes benutzten 
Definitionen und Siatze von Lie finden sich in Bd. VIII, pp. 248, 252, 
259 dieser Annalen und das Lie’sche Fundamentaltheorem selbst 
brauche ich hier in der folgenden speciellen Form: 

Theorem I. Es sei die gegebene partielle Differentialgleichung 1. O. 
mit w unabhingigen Variabeln: 

f,(@, +++ ue Py ++ * Pu) = const, (v= aa) 


Ox; 





vollstiindig zu integriren unter der Voraussetzung, dass man von ihrer 
Charakteristik : 
(= 2 ’ 2 
nn=>* (zz Of _ oh i) TT 


a, OP, Op; Oa, 


ssl 
bereits eine Reihe von Lisungen f=f,, f.,---, fe kennt, die eine 
Gruppe bilden. Enthilt dann diese Gruppe ausser f, noch m aus- 
gezeichnete Functionen, so verlangt die volistiindige Integration der ge- 
gebenen Gleichung hichstens nur noch die Operationen: 


2u—1l—s—m, 2u—1—s—m—2,.--., 6, 4, 2. 


In diesem Satze wird unter einer Operation » die Auffindung 
irgend eines Integrales von einem System von n gewodhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 1. O. verstanden und das Wort ,,héchstens“ soll 
(hier und in allem Folgenden) aussagen, dass der erste Schritt, der 
bei den gemachten Annahmen zur weiteren Lésung des Problems aus- 
zufiihren wiire, stets in einer Operation von der zuerst angegebenen 
Ordnung besteht, wogegen von den iibrigen Operationen unter Um- 
stinden einige und sogar alle wegfallen kénnen. 


§ 1. 

Die erste der oben aufgeworfenen Fragen lisst sich, wenn man 
bei ihr auch die Flichen- und Schwerpunktsintegrale selbst wieder- 
finden will, als Aufgabe also formuliren: 

Man soll alle diejenigen Integrale der Differentialgleichungen der 
Bewegung eines Systems von n materiellen Punkten finden, die un- 
vertindert Geltwng behalten, welche Function der gegenseitigen Ent- 
fernungen man auch fiir die Kréftefunction U nehmen und welche Be- 
dingungen man diesen Entfernungen vorschreiben mag. 


*) Borchardt’s Journal, Bd. 55, p. 387. 
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Betrachtet man nun ein System von » freien Punkten, nennt in 
Bezug auf ein im Raume festes rechtwinkliges Axensystem 2; y; 2; die 
Coordinaten der Masse m; des Systems und setzt: 


Miki = Pir MYi = Qiy Mei — Ti, 


so werden die Integrale der Differentialgleichungen der Bewegung des 
Systems durch die Charakteristik definirt: 


oy St (moe + Gy +15 3) 


t=1 
aU of , aU of y 9U af) _ 
+> (42 Oa; Op; + -3y, 09; + 02, i) = © 
Ist aber U eine blosse Function der gegenseitigen Entfernungen 


tin = [i — Xx)” + (Yi — Yu)? + (i — &e)*]* 


der Punkte des Systems, so hat man: 


aU Dw 2 
Ga, 2 Dari, i — 
—— > | 


i=n au ar i=n x=n aU or ar 
a da, Op, ~ pe or}, (a: — x) a Op, 
Soll daher die obige Charakteristik identisch erfiillt werden, welche 


Function der v7, man auch fiir U setzen mag, so muss f eine gemein- 
same Lésung der Gleichung: 





also: 














(I) $+ S25 (—4 Fe + a Ge aa $5) =0 

und der *9—1) Gleichangen :*) 

1: ( of Fe) + — ) (3 — #2) 
+ — #) (FE— it) 0 


sein und man sieht leicht, dass jede solche gemeinsame Liésung auch 
dann noch ein Integral der dynamischen Differentialgleichungen liefert, 
wenn die Beweglichkeit des Systems durch irgend welche Bedingungen 
zwischen den gegenseitigen Entfernungen seiner Punkte beschrinkt 
ist. Unsere Aufgabe kommt also darauf zuriick, alle gemeinsamen 
Lésungen der Charakteristiken (I) und (II) zu finden. 


*) die sich jedoch auf 3n — 6 reduciren, sobald n> 4 ist. 
23* 
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Nun ist: 
(II) f— F (PDUs), wo h= 1, 2, «ee und 


Un = MX, — Pat, VA = MY, — Qat, Wa = Me, — Nat, 


die allgemeine Lésung der Charakteristik (1) und durch die Substitu- 
tionen (III) geht die Charakteristik (II) tiber in: 


u; Uy, P; Py oF 
ara ee -G+ 0 


x” 





Jede gemeinsame Lésung der beiden Charakteristiken (I) und (II) 
muss daher eine solche Function der 6 Argumente p,gar, tat, W, sein, 
die gleichzeitig die 3 Charakteristiken erfiillt: 


G-aG — $F) +---—0, 
a) [h-2 GF 22) 4-2-2 GE 
_ Ma )(OF_ OF) 4 0, 


Die Form dieser Gleichungen zeigt unmittelbar, dass 











(V) PitPe=P, GEeHT Nt, 

Ute =—uU, 4U+yA=—Vv, w+w,=—wv 
gemeinsame Lésungen derselben sind. Fiihrt man daher diese Gréssen 
zusammen mit den folgenden: 




















P; Py -_ q Ux % ry r 
—S= oe = = 
m; m, P> Tn; m q> “in; m, . 
(VI) ' t _ t 
u; . as - v v, a Ww; on = 
ie — SS aa ee _ i — eed 
m; m, m,; m, m; m,, 


als neue Variabeln ein, so gehen die Charakteristiken (IV) ther in: 


oF oF 
A(F)= i Bie sai =0Q, 

F F oF oF 
B(F)= um 40% ¥ + 0 ~ — PS —45-—1 5 =, 


OF) =p 4 gS PF 


Diese 3 von einander unabhingigen Charakteristiken enthalten 
nur 6 unabhiangige Variable; sie kénnen daher nicht mehr als 3 un- 
abhingige gemeinsame Lésungen besitzen. Ueberdies ist: 


A(C(F)) — C(A(F)) = BF). 











u- 


n, 


en 


en 
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Jede gemeinsame Lésung der beiden Gleichungen A(F’) = 0 und 
C(F) =0 ist also auch eine Lésung von B(F’)=0. Diese beiden 
Gleichungen haben aber, wie man nach Integration einer derselben 
aus der Symmetrie sogleich erkennt, die 3 unabhingigen Lésungen 
gemein: 

vr—wq=2, wp—ur=—y, uq—vp—4z. 


Nach (V) und (V1) ist also: 
F=O(p'q7ruv'w'sy2), 
wo x, y, 2 die Werthe haben: 


om (2% ae )(-3)- (=~ =*)(# — fs ) vis 
m; m,, m; m, m; m, ] \m; m, /]? : 


die allgemeine Lésung des Systems (IV). Nach (V) hat man aber: 








Vite + Ver = (VU — vy) re + (' — 0) HH — OAL, — O47; 
also kann man 


ba bo, Betis Mee Me Ie 4% HT — I, — My Y 


C= ; ; 
. Mm; m m,; Mm, 


auch so schreiben: 


tid Se nt 3. Bo be Pn Tn Wx Ix 
or. m; Mm, +. + m = m 


% 7 % 





und daher, wenn man: 


U7, — 4,4; Vy Ty, — Wy Y, , 


m 7 m ac a 





setzt, die allgemeine Lésung des Systems (IV) auch in der Form an- 
nehmen: 
F=O(pqrwvw sy z). 
Hieraus erhilt man nach (III) und (V) fiir die allgemeine gleich- 
zeitige Lésung f der beiden Charakteristiken (I) und (II): 
f=Fi(pdrwiwcyeéunw), 
worin: 
VP =Pit Px: 
U = MX; + My Ly, — tpi + Px), + °° 


, 


= Yi — Fi + Yee — 2x Qn, * 

und fiir h alle Zahlen 1, 2, ---, m, mit Ausnahme allein von ¢ und 
% zu setzen sind. 

Soll nun diese Lésung allen Charakteristiken (II) geniigen, so 
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muss sie ungeindert bleiben, welche Werthe man auch den beiden 
Indices ¢ und x geben mag. Daraus erhellt aber, dass 


f=f(P@RUVWXYZ), 


wo 
" i=n 
P= Pi: ? 
> | 
(VII) 4 U= S Mm; X;— t S wp °° 
X= DP (viti— 4%), +++) 








die allgemeinste Form der Function f ist, welche gleichzeitig der 
Charakteristik (I) und allen Charakteristiken (II) geniigt. Mit anderen 


Worten also: Die 1 + “0 ) Charakteristiken (1) und (II) besitzen 


zusammen nur die 9 von einander unabhingigen Lésungen (VII), oder 
es giebt ausser den Schwerpunkts- und Flichenintegralen keine Integrale 
der dynamischen Differentialgleichungen, deren Form unabhingig wire 
von den gegenseitigen Anziehungen der Punkte des Systems. 





§ 2. 

Um bei der zweiten Frage, wie weit man durch die Lie’schen 
Methoden ein jedes dynamische Problem fiihren kann, in welchem die 
allgemeinen Principe gelten, mit méglichst wenig Formeln auszukommen, 
wird es zweckmiissig sein, die Bezeichnung zu fndern. 

Ich betrachte wieder ein System von » materiellen Punkten, das 
sich unter dem Einflusse einer Kriftefunction U bewegt, nenne aber 
jetzt, bezogen auf das unbewegliche Axensystem, 


E., Enbhy Fonts 
die rechtwinkligen Coordinaten der Masse m, des Systems und setze: 


Mm, = Mn+h = Manthy 
sodass die lebendige Kraft des Systems durch 


i=3n 

1 > 
rms m; 2 

= 


ausgedriickt wird. 
Bezeichnen dann 


(1) 9, = 9,-+-, 9 =O 


die vorgeschriebenen Bedingungsgleichungen des Systems, die ich der 
Einfachheit halber gleich von vornherein frei von ¢ voraussetzen will, 
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so wird die Aufgabe, die Bewegung des Systems zu bestimmen, gelést 
durch die 3m Differentialgleichungen 2. O. 


‘ ei ~~) dg 
(2) m; §i —" 36, “a he We 


=! 

in Verbindung mit den r Bedingungsgleichungen (1), oder diese Auf- 
gabe ist (abgesehen event. von der verschiedenen Bestimmungsart der 
Integrationsconstanten) identisch mit dem Hamilton’ schen Probleme: 

Il. Die 3n Coordinaten &, - ++ Esn, die durch die r gegebenen 
Bedingungsgleichungen (1) verbunden sind, so zu bestimmen, dass 

df(7 + U)dt=0 

werde. 


Aus den Bedingungsgleichungen (1) folgt nun durch Differentiation 
nach der Zeit ¢: 





ix3n 
dq, — i 09%, <n ’ 
“at gy Hh, BHO, 
lo.’ (use ae <= d ae 
ee. ot x gn ’ ——_ = 
aT=~2 08; gi + > i ai 0g; = 


Setzt man in den letzten Gleichungen fiir die zweiten Differential- 
quotienten der Coordinaten ihre Werthe aus den Gleichungen (2) ein, 
so erhilt man zur Bestimmung der Multiplicatoren 4 die r linearen 
Gleichungen: 





=r ix3n 
09, OD 
3 oe oe 
: e=1 ap i 08; 08, 
ion 8 
i 1 0%, @U , a a) 
— 2 a Ge +8 ae FH) 


Es seien: 


ihre Auflésungen. Substituirt man dieselben in (2) und fiihrt zugleich 
diese Differentialgleichungen 2. O. auf Differentialgleichungen 1. O. 
zurtick, so verwandeln sich die Gleichungen (2) in die 6m Differential- 


gleichungen 1. O. 


. a. ee > og 
(4) ae aR ma oe — Sy Lee, 
é = i 
und in Folge der Bestimmungsart der Lp wird durch Substitution 
dieser Differentialgleichungen identisch 


dq,’ dg, ‘ 


za 9 “je Pe 
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Die 6n Differentialgleichungen (4) besitzen daher die 27 bekannten 
Integrale 


(5) Px =, Qe- tx = bz, 
und wenn man durch die Gleichungen 


(6) (thy - ++ Bsn By +++ Bin) =O, = Ar $1,--+, 6m 


ihre 6n — 2r tibrigen Integrale reprisentirt, so ist die vollstindige 
Lésung des betrachteten dynamischen Problems enthalten in den 6n 
Gleichungen: 
gx =9, or=0, Fre—au, 
denen man noch zur Bestimmung der Multiplicatoren 4 die r Glei- 
chungen 
4,=L,,--°,4=L, 

hinzufiigen kann. 

Dabei ist es ganz gleichgiiltig, ob die Gleichungen (6) wirkliche 
Integrale des Systems (4) sind, d. h. ob nach Ausfiihrung der Sub- 


. dk 
stitutionen (4) jedes z- schon an sich Null ist, oder ob die Glei- 
aF, — , 
chungen = = 0 durch diese Substitutionen erst nach Zuziehung der 
Gleichungen gy,’ = 0, resp. der Gleichungen g,’ = 0 und o, = 0 er- 
fillt werden.*) — 


Nun weiss man aber, dass man das vorgelegte Problem auch noch 
auf folgende andere Art angreifen kann. 


Man driickt aus den r gegebenen Bedingungsgleichungen (1) die 
3n Coordinaten &, - - + &3, durch 


3n—r—u 


neve unabhingige Variable z,---2z, aus und berechnet durch Sub- 
stitution dieser, die Bedingungsgleichungen identisch erfiillenden Werthe 
der § und der daraus folgenden Werthe der Differentialquotienten & 
die Summe 7’+- U als Function der z und zw’. Das gegebene Problem 
verwandelt sich dann in die Aufgabe, die w Variabeln x, --- x, so zu 
bestimmen, dass 


*) Bei der verinderten Behandlungsweise des Problems im folgenden Para- 
graphen kénnen jedoch von diesen drei verschiedenen Arten von Integralen 
der dynamischen Differentialgleichungen nur die beiden ersten gebraucht werden. 
Um mich kurz ausdriicken zu kénnen, will ich daher die Integrale der ersten 
Art absolute, die von der zweiten und dritten Art (nur durch die Glei- 
chungen gy,’ = 0, resp. durch die Gleichungen gy,’ =0 und », =0 zusammen) 
bedingte Integrale des Systems (4) uennen. Die Principe des Schwerpunkts und 


der Flichen liefern absolute Integrale, das Integral der lebendigen Kraft dagegen 
ist durch die Gleichungen ¢,’ = 0 bedingt, 
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ft) / (7+ U)dt =0 


werde. 


Auf diesem zweiten Wege erhailt man zur Lésung des Problems 
die 2u = 6n — 2r Differentialgleichungen 1. O. 





* da, ; ad oT a(l'+U) 
(7) er aay = 


Setzt man daher in den 2u, von den bekannten Integralen (5) unab- 
hangigen (absoluten oder bedingten) Integralen (6) der Differential- 
gleichungen (4) fiir die § und &’ ihre Werthe in den # und 2’ ein, so 
miissen diese Integrale tibergehen in die 2u Integrale des Systems (7). 

Die Differentialgleichungen (7) lassen sich aber weiter auf die 
kanonische Form bringen und zwar geschieht dies bekanntlich dadurch, 
dass man an Stelle der 2 die uw Grodssen 


or 
0x; “a 





als neue Variable einfiihrt. Bezeichnet man durch H diejenige Function 
der xp, die man erhilt, wenn man mit Hilfe dieser Substitutionen 
die Differentialquotienten x’ aus dem Ausdrucke 


H=7—U 
eliminirt, so geht hierdurch das System (4) tiber in das folgende: 
dx; dp; 
(8) aH _ 0H 








ee a 
Sind also 
&; = Xi (a, + + + My) 


diejenigen 3” Substitutionen, durch welche man die gegebenen Be- 


dingungsgleichungen (1) erfiillt hat, so miissen durch die 6” Sub- 
stitutionen: 


i= 
(9) B= X, v- SS a 


a 0x, Op, 


die Integrale (6) der Gleichungen (4) sich verwandeln in die 2u Inte- 
grale der kanonischen Differentialgleichungen (8). 

Ist nun auch die Kriftefunction U frei von ¢, so gilt fiir die Be- 
wegung unseres Systems das Princip der Erhaltung der lebendigen 
Kraft oder es ist T— U = const. eines der Integrale (6). Die Glei- 
chungen (8) besitzen dann also das Integral H = const. und ihre voll- 
stindige Integration kommt nach der Jacobi-Hamilton’schen Theorie 
ihrerseits wieder zuriick auf die Aufgabe, von der partiellen Differen- 
tialgleichung 1. O. mit w unabhingigen Variabeln: , 
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(10) H = const., (». se ta,) 


eine vollstaindige Lésung zu finden. 

Gelten iiberdies die 3 Flichensitze, so kennen wir damit 3 weitere 
von den Integralen (6). Diese 3 Integrale sind ebenfalls frei von ¢. 
Durch die Substitutionen (9) ergeben sich daher aus den 3 Fliichen- 
sitzen 3, von einander und von H unabhingige Loésungen der Cha- 
rakteristik 


(11) (Hf) = 0. 


Es sind also dann 4 unabhingige Lésungen f =H, f,, fo, fy dieser 
Charakteristik bekannt. Diese 4 Lésungen bilden entweder eine Gruppe, 
oder sie bilden keine Gruppe. 

Im ersten Falle (und nach dem in der Einleitung erwaihnten Satze 
von Jacobi tritt stets dieser erste Fall ein) enthilt die viergliedrige 
Gruppe H f, f, f,, da sie bereits eine ausgezeichnete Function, nimlich 
H, besitzt und die Differenz zwischen der Anzahl der Glieder und der 
Anzahl der ausgezeichneten Functionen einer Gruppe immer eine gerade 
Zahl ist, jedenfalls noch eine zweite ausgezeichnete Function. Im 
zweiten Falle dagegen miisste nach dem Poisson-Jacobi'schen Satze 
nothwendig wenigstens einer der 3 Ausdriicke (/,/;), (fsf;), (f;/2) eime 
neue Liésung der Charakteristik (11) sein. 

Wenn wir daher selbstverstindlicher Weise immer nur die un- 
ginstigste Eventualitit ins Auge fassén, so erhalten wir hier fiir die 
Zahlen s und m des Theorems I. im ersten Falle die Werthe s = 4, 
m==1, im zwéiten die Werthe s=—5, m=O. Beide Male folgt 
2u — 1—s—m=2yu—6 und das Theorem liefert uns also den Satz: 

Ill. Das Problem, die Bewegung eines Systems materieller Punkte 
zu bestimmen, dessen geometrische Position nur von u Grissen abhingt, 
verlangt, so oft die Bewegung dem Principe der Erhaltung der leben- 
digen Kraft und den 3 Flichensitzen folgt, jedenfalls nur noch die 
Operationen : 

2u—6, 2u—8, ---, 6, 4, 2. 
Fiir «=3 verwandelt sich derselbe in den bekannten Satz von Jacobi *) 
aus dem sich die Lésbarkeit der Probleme der Centralbewegung und 
der Rotation eines starren Kérpers ohne Krafte um einen festen Punkt 
a priori ergiebt. — 

Enthalten die Bedingungsgleichungen des Systems nur die gegen- 
seitigen Entfernungen und wirken auf das System nur die gegenseitigen 
Anziehungen seiner Punkte, zu denen jedoch als fussere Kraft auch 
noch die Schwere hinzutreten kann, so reducirt sich die Bestimmung 


*) Borchardt’s J. 60, p. 149. 








—. = =. & 
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der absoluten Bewegung des Systems auf die Bestimmung seiner 
relativen Bewegung ohne Schwere um den Schwerpunkt, oder es 


kommt dann nur darauf an, die Differentialgleichungen (2) unter den 
Voraussetzungen : 


A=n 


(12) S'mts =o, > mates = 0, 2, Mbenss = 0 


zu integriren. Diese Aufgabe lisst sich aber auch so fassen: 

IV. Man soll die 3n Coordinaten §,--+-&3,, denen ausser den 
Gleichungen (1) noch die 3 neuen Bedingungsgleichungen (12) vorge- 
schrieben sind, so bestimmen, dass 0 f (T+ U)dt verschwinde, wobei 
U, ,,°+*, Mr blosse Functionen der gegenseitigen Entfernungen der 
Punkte sind. 

In der That, die Differentialgleichungen des Problems IV. werden 
allerdings zunichst, wenn man die, den Bedingungsgleichungen (12) 
entsprechenden ssiecdinaiainna lu durch 4, w, v bezeichnet: 


id oU 
(13) mn x "a = ie % — Am,--* 


Bei den gemachten Annahmen geniigen aber U, g,, ---, gy, u. A. 
den 3 Charakteristiken: 


h 


II 


n 


Or) 
Bee = (,:-: 


> 
Ul 


Macht man daher in den aus (12) durch Differentiation entstehenden 
Bedingungen: 


~ 
II 


m,§," = 0 ) 


A=1 


II 


die Substitutionen (13), so ergiebt sich: 

A=0, 
Also fallen die Differentialgleichungen (13) mit den Gleichungen (8) 
zusammen. 

Indem man nun den r Gleichungen (1) die 3 Gleichungen (12) als 
neve Bedingungsgleichungen hinzufiigt, geht r in r+3, also w—=3n—r 
in « — 3 tiber. Es gelten iiberdies (weil eben die Multiplicatoren 
4, u,v Null werden) auch fiir das Problem IV. die 3 Flichenintegrale. 
Also erhilt man noch den Satz: 

V. Wenn auf ein System materieller Punkte, dessen geometrische 
Position nur von w Grissen abhiingt und welches sich wie ein freier 
starrer Korper zu bewegen vermag, nur innere Anziehungen wirken, so 
sind — und zwar auch dann noch, wenn zu diesen inneren Kriften 
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als dussere Kraft die Schwere hineutritt — zur vollstindigen Bestim- 

mung der Bewegung jedenfalls nur noch erforderlich die Operationen: 
2u—12, 2u—14,.---, 6, 4, 2. 

Die Annahme »=6, oder r= 3n—6 entspricht einem starren 

Systeme. Der Satz zeigt also a priori, dass sich die Bewegung eines 


freien starren Kérpers, auf den nur die Schwere wirkt, vermége blosser 
Quadraturen bestimmen lisst.*) 


§ 3. 


Die vorhergehenden Betrachtungen lassen (wenn man eben den 
Jacobi’schen Satz tiber die Flichenintegrale nicht benutzen will) die 
Frage offen, ob unter Umstinden nicht noch eine gréssere Reduction 
durch die allgemeinen Principe erreicht werden kénne. Man kann 
aber die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems von 
materiellen Punkten, das den r Bedingungsgleichungen (1) unterworfen 
ist und unter dem Einflusse einer Kraftefunction U steht, noch in 
einer anderen Weise auf die kanonische Form bringen und bei dieser 
zweiten Methode, welche die Einfiihrung unabhingiger Bestimmungs- 
stiicke des Systems ganz umgeht, bleibt es nicht mehr fraglich, wie 
sich in Bezug auf Gruppenbildung die Filachensitze verhalten, weil 
man hier die Ausdriicke dieser Integrale in den kanonischen Variabeln 
wirklich aufstellen kann. 


Da es niimlich offenbar frei stehen muss, die Coordinaten § zu- 
nachst nur den derivirten Bedingungsgleichungen:, 


d dg, 
(14) Ge = 9, +++ a0 





zu unterwerfen, so kann man das urspriingliche Problem II. auch er- 
setzen durch das folgende: 


*) Nach dem Jacobi'schen Satze iiber die Flichenintegrale bilden die vier 
Lésungen H, f,, fe, f, der Charakteristik (11) stets eine Gruppe, die kein Invo- 
lutionssystem ist und also ausser H nur noch eine einzige ausgezeichnete Function 
besitzt. Benutzt man dies, so folgt zuniichst, dass man in III. und V. das Wort 
»jedenfalls* durch ,,héchstens‘t ersetzen kann, und man erkennt weiter durch 
dieselbe Schlussweise, die uns zu dem Satze III. fiihrte, dass zur vollstindigen 
Lésung eines dynamischen Problems, welches die Voraussetzungen des Satzes V. 
erfillt, sicher nur noch die Operationen 


2p — 14, ---, 6, 4, 2 


ndthig sein wiirden, so oft von dem Probleme ausser den 10 allgemeinen Inte- 
gralen noch ein neues 11's bekannt wire. Geliinge es also z. B. im Problem der 
drei Kérper ein neues Integral zu entdecken, so wiirde die vollstindige Liésung 
dieses Problems jedenfalls nur noch von den Operationen 4, 2 abhingen. 
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VI. Die 3n Coordinaten €,, -+-, &sn, denen nur die r Bedingungs- 
differentialgleichungen (14) vorgeschrieben sind, so zu bestimmen, dass 
6/(T+ U)dt =0 werde, 
und hat dann nur hinterher die Lésungen dieses Problems den Be- 
dingungen (1) selbst zu unterwerfen. 

In der That setzt man: 


=r 


d 





7 
Q—= T+ Ut 2 be aa 
so werden die Differentialgleichungen des Problems VI.: 
d 02 dQ 
(18) away 
Wegen: 





stellen sich aber diese Gleichungen entwickelt also dar: 


=r 
d 
” Fo . Pele | 
mil + fe See Gt —9 set He Gt OE 


und reduciren sich folglich auf: 





=r d a 
yO on 22. Se 
Oh a aE, 


Die Ditferentialgleichungen (15) fallen daher mit den Gleichungen (2) 
zusammen, sobald man 


setzt. Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen bei, 
so sind somit die vollstindigen Loésungen des Problems VI. enthalten 
in den 6n + r Gleichungen: 


(16) gx =0, Gr = dx, F, =, ue = fL dt + %, 


wobei es gleichgiiltig ist, ob die Gleichungen F, = c, absolute oder 
bloss durch die Gleichungen g,’ = 0 bedingte Integrale des Systems 
(4) sind. (Sie diirfen nur nicht erst in Folge der —e 9.=0 
selbst Integrale dieses Systems werden.) 


Setzt man nun aber: 


“oe Oo” 
(17) Ww = mb + ye Fe 


und verbindet diese 3n Substitationsn mit den Gleichungen: 
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a wre 


so erhalt man: 


=r ‘=38 i=3n 
(18) 11 2%, 2% ST aoe 
ane — a. de — a? 





Hat man aus diesen r linearen Gleichungen yw, ---u, bestimmt als 

Functionen von &, - 7 V,**+Usn, 80 liefern hierauf die 3n Glei- 

chungen (17) unmittelbar §,- ++ &» als Functionen derselben Gréssen. 
Ich bezeichne durch 


(19) te = [Ue, Ei = [&,] 


diese Auflésungen der Gleichungen (14) und (17) und allgemein durch 
Kinschliessung in eckige Klammer die Ausfiihrung der Substitutionen (19). 
Setzt man dann: 


(20) ® = | Sieas—2 | = | Sear v| ? 


i=1 
so folgt durch Variation der und v: 


do = >" foatea+ nae - es | dt, — E 
= 2 (t] d (uel, 
oder nach (17) und (14): 
60 — Sie dv; — [ze d& ° 


Durch die Substitutionen (19) wird somit das System der Differential- 
gleichungen (14) und (J5) tibergefiihrt in das kanonische System: 





pe Jere} 


dé; __—-a® dv, ao 
(21) sna: i emia 





Die 6n Differentialgleichungen (21) besitzen hiernach zunichst die r 
bekannten und (nach Voraussetzung) von ¢ freien Integrale 


Pi = dy, ++) Pedy. 


6 —2r andere Integrale derselben gehen aus den Gleichungen 
F,, = c, durch die Substitutionen: 
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=r a 
(22) f= a (« —~ > [He] ) 
t e= 


hervor. Die fehlenden r Integralgleichungen endlich werden durch 
die Gleichungen 


(23) [He] = fLedt + re 


vertreten (wo selbstverstiindlich in den L, die Werthe der & und &, 
aus den 6 ersten Gleichungen (16) als Functionen von ¢ und von 
den Integrationsconstanten berechnet, einzusetzen wiiren). 


Die Differentialgleichungen (21) sind aber selbst wieder, wenn 
wir wie friiher auch U frei von ¢ annehmen, fdquivalent der partiellen 
Differentialgleichung 1. O. mit 3” unabhiingigen Variabeln: 


(24) ® = const., (w = i) 
i 


und von der Charakteristik dieser Gleichung: 
i=3n 


(25) (Of) = 2 ($e, mi a) me: 


kennen wir ausser ® bereits + unabhingige Lésungen, nimlich 
9; -* @r, die als blosse Functionen der § auch untereinander in Invo- 
lution liegen. Die Zahlen w, s,m des Theorems I. erhalten also hier, 
falls keine weiteren Integrale bekannt sind, die Werthe 


3n, r+1, r 


und die vollstiindige Integration der Differentialgleichungen (21) ver- 
langt daher jedenfalls nur noch die Operationen: 








6n—2r—2, 6n—2r—4,---6, 4, 2. 


*) Nach (20) ist 


i=3n =f % 
7 
— hs ae x ra 


nach (22) folgt also: 


>) og 


Die partielle Differentialgleichung (24) stimmt also mit der iiberein, 2u welcher 
Jacobi in p. 379 seiner Vorlesungen iiber Dynamik gelangt. 





—————————— 
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Nehmen wir nun aber an, dass U, ,,---, , Lésungen der drei 
Charakteristiken seien: 


(26) > (te ery silinis #2) ete hie. 


Fiir die Bewegung des Systems gelten dann die 3 Flichensitze: 
A=n 


f = D, Mr (Ente Santa — Santa Era) = const, «+ - 


=1 


Durch die Substitutionen (22) gehen daraus die 3 neuen Liésungen der 
Charakteristik (25) hervor: 


Ase 


ee > (Ena Venta — Senta Unpa) — b [He] > (Ens es 


Ot, n+h 


OPo 
Fontan 7 ), ie; 
und diese reduciren sich nach (26) auf 


A=n 


f = 2 (ots Vonth — Santa Unga), * °° 


=1 
Sie liegen auch mit g, --+, in Involution.*) Denn man hat 
al og ag 
(Pefi) = “a (— Teas Senta + Vloea Ent) : 
Endlich ist: 
(Afs=fh, (hfd=h, (hh) =hs- 
Von der Charakteristik (25) sind also jetzt bekannt r + 4 Lésungen 


f=, Qi,-+ +) Ors fis fey fos 
die eine Gruppe bilden. Diese Gruppe besitzt die r + 1 ausgezeichneten 
Functionen ®, g,, ---, 9,r; sie muss also nothwendig noch eine aus- 
gezeichnete Function enthalten und sie kann deren auch nicht mehr 
enthalten, weil sie kein Involutionssystem ist. Die Zahlen uw, s, m 
haben also nunmehr die Werthe: 


8n, r+4, r+1 


angenommen und nach I. erfordert daher, iibereinstimmend mit dem 

*) Das Gleiche gilt iiberhaupt von allen denjenigen Integralen, die, unab- 
hiingig von den Werthen der 1, absolute oder nur durch die Gleichungen g', = 0 
»bedingte Integrale des Systems (2) sind. 
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Satze III., die vollstindige Lisung des Problems héchstens nur noch 
die Operationen : 


6n — 2r —6, 6n—2r—8,.---, 6,4, 2. — 


Betrachten wir endlich den Fall, auf den sich der Satz V. bezieht, so 
reducirt sich hier die Aufgabe, die absolute Bewegung des Systems 
zu bestimmen, auf die Bestimmung seiner relativen Bewegung ohne 
Schwere um den Schwerpunkt, oder nach dem Vorhergehenden, wenn 
wir wieder die endlichen Bedingungsgleichyngen durch ihre ersten 
Ableitungen ersetzen, auf das Problem: 

VII. Die 3n Coordinaten §,---§3n, denen neben den r Gleichungen 
(14) noch die 3 Bedingungsdifferentialgleichungen: 


h=n 


A=n 

¢ 1 > ’ , d : 2 : 

(27) a = mM), En = 0, he => m), bath = 0, 
s= > | 

d > 

it = m), benth = 0 


vorgeschrieben sind, so zu bestimmen, dass 0 / (T+ U)dt =0 werde, 
wo U, g,,---, 9, blosse Functionen der gegenseitigen Entfernungen 


oder gleichzeitige Liésungen der 3 Charakteristiken (26) und der 3 
Charakteristiken sind: 








h 


i 


Da» 


9 
(28) oe, = %° 


A=1 


An die Stelle von Q tritt nunmehr der Ausdruck: 





1 l d AD, 
Ti a a eC a pee 


und man erhialt zur Liésung des Problems die Differentialgleichungen 


dt 0; 0g; 
Diese fallen aber (wie schon unmittelbar aus der Uebereinstimmung 
der Differentialgleichungen in den Problemen VI. und II., sowie in 


den Problemen IV. und II. folgt) mit den Gleichuugen (15) zusammen, 
indem: 


 —_— = = 
(30) "a "er" 


wird. Dagegen indern sich die Substitutionen (17) und werden jetzt: 
Mathematische Annalen, XVII. 24 
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hae , X a9 
= m l —_ = 
ok a EA + AY * 4 0€, Vhy 
dQ, => , al O Pe 
1 ae = m Entra +ml, + Ss He Obata = Unth) 
_ AQ, , “al eo 
- oh. —_- 7 -== 9). 
-) Bass =m Eon+h + mp l, 1 Ps Ue 0 Ven+h ’ 


wo h<n. Sie ergeben S in die Bedingungsgleichungen (27) eingefiihrt, 
unter Beriicksichtigung von (28): 


h=n 


A=n 
Bt) ha Dies hae Sean he de Stes 
a3 


wo M=m,+m,+----+ m, ist, wabrend sich aus ihnen und den 
Bedingungsgleichungen (14), wiederum wegen (28), die alten Glei- 
chungen (18) fiir die Multiplicatoren mu. ergeben. 

An Stelle der Substitutionen (19) erhalten wir daher jetzt zur 
Reduction des Problems auf die kanonische Form die Gleichungen 
(31) und: 


f « ieee [ue] ? 


=r x 
, Be 0% 1 
& = ™, a = ae [Ue] OE, nd — Ux, 


eth = 


x 
II 
pe 


(32) 
Un+x ’ 


i~4 
3 
oe 
> 
Ve 
| 
ya. 
<—] 
e, 
@) 
Ure 
fis 
a 
| 
=| 
_ 
H} 
2 


II 





Von+x . 


ore 
? 
z 
J 
F 
oh 
> 
1 
i 
- 
2. 
| 
$"| » 
8 
\o 
‘eates? 
| 
| 
=| - 
x 
Mi 
2 


II 


Diese Substitutionen erfiillen die Bedingungsgleichungen (14) und (27) 
identisch und bringen die Differentialgleichungen (29) auf die kano- 
nische Form: 

di; a dv; a 

(33) ath _ 20, ? —— OE, ? 





worin , diejenige Function der —v bedeutet, die aus: 


i=3n 
—_ > vi —T—U 


» durch die Substitutionen (32) hervorgeht. 












(35) 














(35) 
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Hiermit ist das Problem VII. zuriickgefiihrt auf die Aufgabe, von 
der partiellen Differentialgleichung 1.0. mit3” unabhangigen Variabeln: 


ow 
®, = const., (% = 76) 


eine vollstiindige Lésung zu finden. 
Von der Charakteristik dieser Gleichung 
(34) (%,f) =0 
kennt man nun bereits die r-+-4 Lésungen f=, ,Q,,---,Qr, Vy) Voy Va 
die mit einander in Involution liegen. Aus den 3 Fliachensitzen 


h=—n 
* hi _ >'m, (Ena bonth sai bonta E4a) == const., tae 


&=1 


ergeben sich weiter durch die Substitutionen (32) 3 neue Lésungen 
dieser Charakteristik, die sich wegen (26) auf: 


t=n 


42 


i= p (Enis 2n+h bon+nt nth) 
4=1 


a? +S h (Ena V2n+2 — Senta Untx) » 


A—n x= 


i= > eos vw —& Vin+h) — WV v2 Sm (Bona Vr —& Vente) y 


a=ai se 


i=a =8 


3 3 E, Un+h = nba Vn) — MU re >m, (&, Un+x — Ent Ue) 
Fi = x1 


reduciren. Diese neuen Lésungen liegen sowohl mit g,, --- ,, wie 
mit ~,, %, ¥; in Involution. Denn fiir 4 und x = 1, 2,3 wird nach 
(26) und (28) 





(Pef2) =— 0 ’ 
wihrend schon an und fiir sich 
(dale) =0 


ist. Endlich ergiebt sich auch aus (35) wieder: 


(hAf)=h, (Bil=f» (ih) =h- 
Man kennt also von der Charakteristik (34) r + 7 Lésungen: 


f=,, Dy, °° Pry Vy» Vo, Vs, fy, fry fs» 


die eine Gruppe bilden. Diese Gruppe besitzt bereits die r + 4 aus- 
gezeichneten Functionen 9,, 9,, +++ @r, Yj, Yo, ¥s; sie enthalt also 
nothwendig ausserdem noch eine und auch nur eine ausgezeichnete 
Function. Es liegt also jetzt derjenige Fall des Theorems I. vor, in 
welchem die Zahlen uw, s, m resp. die Werthe 


24* 
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3n, r+7, r+4 
erhalten haben, und wir sehen, in Uebereinstimmung mit V., dass 


die vollstindige Lésung des Problems VII. héchstens nur noch die 
Operationen 


6n—2r—12, 6n —2r— 14, .--, 6, 4,2 






















erfordert. 
Indessen sind hierbei 3 Lésungen der Charakteristik (34) ganz 
ausser Acht gelassen worden, niimlich die 3: 


n hA=n 


> 
lI 
= 
> 
ll 


M 


vA) = Vn; Xe = Unt+h) is ™= Von+ar ’ 


1 A=1 

die sich in Folge von (30) aus den Formeln (3)) ergeben.*) Es feint 
daher auf den ersten Anblick, als ob im Problem VII. noch eine weitere 
Reduction mdglich sei. Fiigen wir, um dies zu untersuchen, den 
friiheren Lésungen der Charakteristik (34) die 3 neuen Lésungen hinzu, 
so erhalten wir im Ganzen r+ 10 Lésungen dieser Charakteristik, 
namlich: 


f=, Di, + °° Drs Vis Voy ss fry for fy> Ur» Har As- 


Nun ist, wenn A und x irgend zwei verschiedene der Zahlen 1, 2, 3 
bezeichnen : 


II 
Ha 
> 
ll 


(darx) = 9, (am) = M, 
(tafx) = 9, (mh) =9, 
und nach (28) hat man auch 
(Pe Xx) = 0. 
Unsere x + 10 Lésungen bilden also wiederum eine Gruppe, in der 


*) Die Integrale 7, = const., ... gehéren zu derjenigen Gattung von Inte- 
gralgleichungen des Problems VII., die beim Problem VI. durch die Gleichungen 
(23) repriisentirt wurden. — 

Da bei Einfiihrung der Lisungen w und x die Doppelsummen in den Formeln 
(35) sich so ausdriicken: 


1 ee 
7 M (We%s — W322), ? 


so sieht man, dass man den »Lisungen (35) auch die einfacheren 
A=n 


8) fi = >" Gta onta—betaMets) 
A=1 


substituiren kann. Es ist aber bemerkenswerth, dass die direct aus den Flichen- 
siitzen gezogenen Lisungen (35) trotz ihrer complicirteren Form fiir die Reduction 
des Problems weit werthvoller sind als die Lésungen (35’); denn sie liegen mit 
den wy und x in Involution, was jene nicht thun. 












r 


n- 
on 
nit 
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®,, 9, °° + Pr ausgezeichnete Functionen sind. Die r + 10 Charakte- 
ristiken, denen jede ausgezeichnete Function dieser Gruppe geniigen 
muss, reduciren sich, indem die iibrigen als Identitiiten wegfallen, auf 
die folgenden 9: 





VU)= MZ =0,(%U)= MSZ =0,(¥4,0= Moo 0, 
(1, U)=—-M ZS =, (4, U)=—U FE —=0, (4 U)= — MUZE —0, 
hO= high i= 
(f,U)=— fy or +1, 20 0, 
(hU)= hoehop—% 


und von diesen sind die 8 ersten von einander unabhingig, wihrend 
die 9'° eine blosse Folge der 7'" und 8" ist. Die Anzahl der aus- 
gezeichneten Functionen der Gruppe ist folglich r+ 10 —-8=r-+42 
oder die Gruppe besitzt ausser ,, g,,---, nur noch eine ausge- 
zeichnete Function (die Function /,? + f,? + f,?). Wir erhalten somit 
fiir die Zahlen uw, s, m im Theoreme I. jetzt die Werthe 


dn, r+10, r+1 
und kommen also wieder auf die Operationen: 
6n—2r— 12,---+, 4, 2 


zuriick. Die 3 Lésungen y,, 7, %3 sind demnach insofern iiberfliissig, 
als ihre Hinzunahme keine weitere Reduction des Problems bewirkt. — 


Ich habe im Vorhergehenden die zweite der beiden, zur Trans- 
formation der Differentialgleichungen der unfreien Bewegung auf die 
kanonische Form benutzten Methoden nur in derjenigen speciellen Ge- 
stalt auseinandergesetzt, in welcher sie mir fiir den vorliegenden Zweck 
am bequemsten erschien (und es interessirte mich namentlich das bei 
der letzten Anwendung gewonnene Beispiel fiir die ganz. verschiedene 
Werthigkeit der einen Integrale gegen die andern). Da die Methode 
sich aber unmittelbar aus der allgemeinen Regel ergiebt, die Clebsch 
zur Behandlung derjenigen Probleme der Variationsrechnung gegeben 
hat, in denen Bedingungsdifferentialgleichungen auftreten, so erhellt 
ohne Weiteres, dass man sie tiberhaupt anwenden kann auf jedes 
Problem der Variationsrechnung mit endlichen Bedingungsgleichungen, 
und ebenso, dass man in der Dynamik die beiden Methoden in der 
Art mit einander verbinden kann, dass man nur einen Theil der vor- 
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geschriebenen Bedingungsgleichungen identisch erfillt und die iibrigen 
durch ihre ersten Ableitungen ersetzt. Beim Problem der Rotation 
eines starren Kérpers um einen festen Punkt z. B. kénnte man, nach- 
dem man wie iiblich Alles auf die Haupttrigheitsaxen bezogen hat, 
die 9 Richtungscosinus derselben gegen die unbeweglichen Axen nun 
als Grundvariable beibehalten und ihnen die ersten Ableitungen der 6 
endlichen Gleichungen, durch die sie verbunden sind, als Bedingungs- 
differentialgleichungen vorschreiben, wodurch die Symmetrie vollstandig 
gewahrt wiirde. Wegen der complicirten Ausdriicke, die man im All- 
gemeinen bei der Auflésung der linearen Gleichungen fiir die Multi- 
plicatoren erhalt, diirfte jedoch fiir specielle Probleme von der Methode 
kaum ein wesentlicher Vortheil zu erwarten sein. — 














Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 


Von 


Grora Cantor in Halle a. d. Saale. 


2. 
(Fortsetzung des Artikels in Bd. XV, pag. 1.) 

Um die folgende Darstellung durch Abkiirzung zu erleichtern, sei 
mir zunichst gestattet einiges Formale festzustellen. 

Die Identitit zweier Punktmengen P und Q werde durch die 
Formel: P=Q ausgedriickt. Haben zwei Mengen P und Q kein 
gemeinschaftliches Element, so sagen wir, sie seien ohne Zusammen- 
hang. Entsteht eine Menge P aus der Zusammenfassung mehrerer: 
P,, P,, Ps, --+, in endlicher oder unendlicher Anzahl, welche paar- 
weise keinen Zusammenhang haben, so schreiben wir: 


P=({P,, P,, P,, ++ +}> 


Gehéren’ alle Punkte einer Menge P zu einer andern Menge Q, 
so sagen wir: P sei in Q enthalten oder auch P sei ein Divisor von 
Q, Q ein Multiplum von P. Sind P,, P,, P,, - ++ irgend welche 
Punktmengen in endlicher oder unendlicher Anzahl, so gehért zu ihnen 
sowohl ein kleinstes gemeinsames Multiplum, welches wir mit: 


MP, , P,, P,, = ‘) 


bezeichnen und welches die Menge ist, die aus allen verschiedenen 


Punkten von P,, P,, P,,--- besteht und sonst keine anderen Punkte 
als Elemente besitzt, — wie auch ein grésster gemeinsamer Divisor, 
den wir = 


D(P,; P,, P;, ia *) 


setzen und welcher die Menge der Punkte ist, die allen P,, P,, P;,--- 
gemeinsam sind. Beispielsweise kénnen wir, wenn P’, P”, P’’, --- 
die auf einander folgenden Ableitungen einer Punktmenge P sind 
(s. Art. 1, pag. 2), sagen, dass P” ein Divisor von P’, P”’ sowohl 
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Divisor von P”, wie auch von P’, allgemein P®™ Divisor von P’—, 
P-», ..- P’ ist; dagegen ist P’ im Allgemeinen kein Divisor von P; 
wenn aber P selbst die erste Ableitung einer Menge @Q ist, so ist P’ 
Divisor von P. 

Es ist ferner zweckmissig ein Zeichen zu haben, welches die Ab- 
wesenheit von Punkten ausdriickt, wir wihlen dazu den Buchstaben O; 
P= O bedeutet also, dass die Menge P keinen einzigen Punkt enthiilt, 
also streng genommen als solche gar nicht vorhanden ist. Um auch 
hierfiir ein Beispiel zu geben, so ist eine Punktmenge erster Gattung 
und me Art dadurch charakterisirt, dass: 


Pat) ps 0, 


dagegen P™ von O verschieden ist. 

Zwei Mengen hédngen durch ihren gréssten gemeinsamen Divisor 
zusammen, und wenn der letztere —0 ist, so sind sie ohne Zu- 
sammenhang. 


Besitzen zwei Punktmengen, P und @Q gleiche Méichtighkeit, ge- 
héren sie also zu eimer Classe (Art. 1, pag. 3 u. 4), so nennen wir 
sie dquivalent und driicken diese Beziehung durch die Formel aus: 


Poo @. 
Hat man Poo Q; Q co BR; so ist auch immer: 
Po R. 


Ist ferner P,, P,, P,, +--+ eine Reihe von Mengen, welche paar- 
weise keinen Zusammenhang haben, Q,, Q,, Q,, -- + eine andere Reihe, 
von welcher das Gleiche gilt und hat man: P, cw Q,; P. co Q3 
P, c Qs; +++, 80 ist auch: 


{P,, Po, Pas +++} 0 {Qis Qe» Qr°- de 


Die Punktmengen der ersten Gattung lassen sich, wie wir soeben 
gesehen, durch den Begriff der Ableitung, soweit er bisher entwickelt 
ist, vollkommen charakterisiren, fiir die der zweiten Gattung reicht 
jener Begriff nicht aus, hier wird eine Erweiterung desselben noth- 
wendig, die sich bei tieferem Erfassen wie von selbst darbietet. 

Man beachte, dass in der Reihe der Ableitungen P’, P”, P’’, - 
einer Menge P jedes Glied ein Divisor der vorangehenden ist, jede 
neue Ableitung P® also aus der vorhergehenden P°—» durch Weg- 
fall gewisser Punkte entsteht, ohne dass neue Punkte hinzukommen. 

Gehort P zur zweiten Gattung, so wird P’ sich aus zwei wesentlich 
verschiedenen Punktmengen Q und R zusammensetzen, so dass: 


P= ({q, R}, 
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die eine Q besteht aus denjenigen Punkten von P’, welche bei hin- 
reichendem Fortschreiten in der Folge P’, P”, P’’, --- verloren gehen, 
die andere R umfasst diejenigen Punkte, welche in allen Gliedern der 


Folge P’, P”, P’’, -- + erhalten bleiben, es ist also R definirt durch 
die Formel: 


R=D(P’, P”, P”, ---). 
Wir haben aber auch offenbar: 
R=D(P", P’’, P™, -+-) 
R=D(P™, Pr, Pom, ...), 


und allgemein: 


WO ”,, %), ®,, +++ irgend eine Reihe ins Unendliche wachsender ganzer, 
positiver Zahlen ist. 


Diese aus der Menge P hervorgehende Punktmenge R werde nun 

durch das Zeichen: 
Pe) 
ausgedriickt und Ableitung von P der Ordnung oo genannt. 

Die erste Ableitung von P(*) werde mit P+», die ne Ableitung 
von P™) mit P‘*+” bezeichnet; P@) wird aber auch eine, im All- 
gemeinen von O verschiedene Ableitung von der Ordnung co haben, 
wir nennen sie P@*), Durch Fortsetzung dieser Begriffsconstructionen 
kommt man zu Ableitungen, die consequenterweise durch: 


P(r +m) 


zu bezeichnen sind, wo %), ”, positive ganze Zahlen sind. Wir kommen 
aber auch dariiber hinaus, indem wir: 


D(P@, Pe), PB#), ...) 
bilden und daftir das Zeichen P”* festsetzen. 


Hieraus ergiebt sich durch Wiederholung derselben Operation und 
Combinirung mit den friiher gewonnenen der allgemeinere Begriff: 


Pre*-+me+e) , 
und durch Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man zu: 
Plmo2? +m @" ~My) 


WO %,%, °°", M, positive ganze Zahlen sind. Zu weiteren Begriffen 
gelangt man, indem man v variabel werden lisst; man setze: 


Plo*) = D(P), Pe, ar", we ). 


Durch consequentes Fortschreiten gewinnt man successive die 
weiteren Begriffe : 


Plne?), Plot!) plot) pl@"*) P(.="), Pl") us. w.; 
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wir sehen hier eine dialektische Begriffserzeugung*), welche immer weiter 
fihrt und dabei frei von jeglicher Willkiir in sich nothwendig und 
consequent bleibt. 

Fiir die Punktmengen der ersten Gattung ist, wie aus ihrem 
Begriffe folgt: 

Pe) =0; 
es ist bemerkenswerth, dass auch das Umgekehrte bewiesen werden 
kann: jede Punktmenge, fiir welche jene Gleichung besteht, ist von 
der ersten Gattung; die Mengen erster Gattung sind also durch jene 
Gleichung véllig charakterisirt. 

Es ist leicht, das Beispiel einer Punktmenge zweiter Gattung zu 
bilden, fiir welche P'”) aus einem Punkte p besteht; man nehme in 
Intervallen, die auf einander folgen, an einander grenzen und dabei 
unendlich klein werdend gegen p convergiren, Punktmengen der 
ersten Gattung an, deren Ordnungszahlen iiber alle Grenzen hinaus 
wachsen, ‘wenn die entsprechenden Intervalle sich dem p naihern, — 
so bilden sie zusammengenommen ein derartiges Beispiel, welches zu- 
gleich die in Art. 1., pag. 3 aufgeworfene Frage erledigt, ob zu einer 
Punktmenge zweiter Gattung ein Intervall immer gehéren miisse, in 
welchem sie iiberalldicht sei; wir sehen an diesem Beispiel, dass dies 
keineswegs erforderlich ist. 

Mit gleicher Leichtigkeit construirt man Punktmengen der zweiten 
Gattung, fiir welche P(*+” oder P(?”) oder allgemeiner: 


Plmq2? +m, 0% ~14-+-+ny) 


aus einem vorgeschriebenen Punkte p bestehen. 

Alle derartigen Mengen sind in keinem Intervalle iiberalldicht und 
gehéren ausserdem der ersten Classe an; sie gleichen in diesen beiden 
Beziehungen den Punktmengen erster Gattung. 


(Fortsetzung folgt.) 
Halle im Mai 1880. 


*) Zu derselben bin ich vor nun zehn Jahren gelangt; bei Gelegevheit einer 
eigenthiimlichen Darstellung des Zahlbegriffs (Math. Ann. Bd. V) habe ich ent- 
fernt darauf hingewiesen. 

















Ueber die typische Darstellung der ternaren biquadratischen 
Form f= 2; a + 2° x3 + %3° 2. 


Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


In meiner ersten Arbeit tiber die in der Ueberschrift genannte 
Form (Bd. XVII dieser Annalen, p. 217 ff.) handelte es sich um Auf- 
stellung des vollen Systems, durch dessen Formen sich alle anderen 
als ganze Functionen darstellen lassen. Dariiber hinaus soll die gegen- 
wirtige Untersuchung die typische Darstellung der betreffenden Form 
entwickeln und eine Reihe von Aufgaben behandeln, welche sich mit 
den so gewonnenen Mitteln erledigen lassen. 

Die Aufstellung des vollen Formensystems hatte ich |. c. unter der 
einzigen Voraussetzung durchgefiihrt, dass die zu untersuchende Form 
f der einen Bedingung geniigt: 


(I) fy? — z+ Ue? = 0 (vgl. p. 227 daselbst). 


An dieser Voraussetzung halte ich auch im Folgenden zuniichst fest. 
Wir haben dann, wie die vorige Arbeit zeigte, eine Invariante i, vier 
Covarianten , niimlich / selbst, und drei bez. vom 6'", 14'°, 21" Grade, 
die ich jetzt mit ¥~, A, Q bezeichne, endlich sechs lineare Zwischen- 
formen. Unter den letzteren will ich die identische Zwischenform wu, 
und die beiden niichstniedrigen, welche in den x bez. vom Grade 8 
oder 9 sind, herausgreifen; ich nenne die letzteren resp. p und q. 
Dass man durch diese Formen alle anderen rational ausdriicken kann, 
dass sie also, im Sinne Hermite’s, ein System von associirten Formen 
bilden, ist nach den Entwickelungen, wie Clebsch und ich dieselben 
bei friherer Gelegenheit gegeben haben*), an sich deutlich. Es handelt 
sich also im Folgenden nicht sowohl um die Aufsuchung geeigneter 
associirter Formen, als vielmehr um die zweckmissigsten Mittel, jede 


wl «. 


*) Vergl.: Ueber die Theorie der ternidren cubischen Formen, diese Annalen, 
Bd. I, p. 56. Die p,q und das spiiter einzuftihrende r des Textes entsprechen 
genau den damals beim Studium der cubischen Form zu Grunde gelegten Zwischen- 
formen, naimlich bez. den dort mit N, L, M bezeichneten. 
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vorkommende Form méglichst rasch in eine rationale Function der von 
vorneherein bekannten associirten Formen zu verwandeln. Hierzu 
aber geben die symbolischen Methoden folgenden Ansatz. Sei TT ein 
symbolisches Product, in welchem nur die Symbole a, b, c, --- der 
urspriinglichen Form f vorkommen. Dann kann man dasselbe mit 
einer solchen Potenz der Determinante (pq), sagen wir (pq2)*, 
multipliciren, dass auf jeden Factor (abu) von TT, sowie auf jeden 
Factor (abe), ein Factor (pqx) kommt. Aber es ist: 


| Ap Gq Gz | 
(abu) (pgz) = | bp bs bz , 
1 tp Ug Uz 
ebenso : 2 . 
}& GM Gz 
(abc) (pqx) =| bp by de 


fe  G 


Daher verwandelt sich TT - (pqx)* unmittelbar in eine ganze Function 
von f und den 14 Polaren: 
fo» fe» 
fp» fra» fe ’ 
fp, fra» fog fo » 
fro» fras fog fas fos 

TT selbst ist gleich dieser Function, dividirt durch (pqa)*. Alles kommt 
also darauf zuriick, (pyx) und die genannten 14 Polaren durch die 
associirten Formen auszudriicken. Nun enthalten die (pqx) und die 
Polaren nur die «. Sie sind also meiner friiheren Arbeit nach ganze 
Functionen voni,f, &,¥,2. Die Aufgabe ist also nur noch, gewisse 
ganze Functionen auszurechnen, Dies auf méglichst zweckmiissige 
Weise durchzufiihren, ist meine Absicht im ersten Theile des Nach- 
stehenden. Es ergiebt sich dabei zugleich die einé Bedingungsgleichung, 
welche der Parameterzahl wegen zwischen den associirten Formen und 
zwar zwischen i, f, A, w, Q bestehen muss. 

Im zweiten Theile bringe ich sodann vor allen Dingen den Nach- 
weis, dass f = x,°z, + x,°a, + «,*x, in der That durch die Bedingung 
(1) voéllig charakterisirt ist. Ich erledige ferner die Aufgabe, ein 
iibrigens beliebig gegebenes f, das der Bedingung (1) geniigt, auf die 
kanonische Form 2,52, + «5x, + «5x, zu transformiren. Dabei habe 
ich an die Untersuchungen anzukniipfen, welche Hr. Klein in seinen 
hierher gehérigen Arbeiten*) gegeben hat. Man kann vermdge der- 
selben bekanntlich die Verhiltnisse x, : x, : 2,, wenn das in kanonischer 


*) Annalen XIV, -p. 428 ff, XV, p. 251 ff. 
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Form vorausgesetzte f gleich Null ist und % gegeben wird, durch 
elliptische Functionen ausdriicken. — Ich wende mich endlich zu einer 
letzten, ebenfalls schon von Hrn. Klein beriihrten Fragestellung: 
Es seien fiir unbekannte x,, x, x, die kanonischen f, A, ¥, Q in 
Uebereinstimmung mit der zwischen ihnen bestehenden Relation numerisch 
gegeben, man soll die x,, 2, x, berechnen. Man weiss, dass dies all- 
gemeinere Problem vermége einer Hiilfsgleichung vierten Grades auf 
das speciellere, durch elliptische Functionen lésbare, zuriickkommt*). 
Hier nun werden die Untersuchungen iiber typische Darstellung, wie 
sie der erste Theil der gegenwirtigen Arbeit bringt, von durch- 
schlagender Wichtigkeit. In der That gelingt es mir nicht nur, die 
betreffende Gleichung vierten Grades, und zwar in der einfachsten 
Gestalt, wirklich zu bilden, sondern ich gebe auch zur Berechnung der 
L,, Ly, X, explicite Endformeln. 


Erstes Capitel. 
Rechnungen behufs Durchfiihrung der typischen Darstellung. 
§ 1. 
Definition der associirten und einiger anderer Formen. 
Sei f, wie immer, die biquadratische Grundform, 
fir fie fis | 
A = 32 fos hoe fog |? 
fs foe hss | 
fi fie fis % | 
far feo fos Me |. 
for fe fas Ms 


0 = O,/ u9? = 16 





So sollen die linearen Zwischenformen p, q, die ich in der Kinleitung 
bereits erwiihnte (etwas abweichend von den entsprechenden Zwischen- 
formen der meiner vorigen Abhandlung beigegebenen Tabelle) folgender- 
massen definirt sein: 

p = Uy = 24(Afu), 

q=u, = bdo. 


Aus ihnen entstehen die Covarianten ~, Q durch die Formeln: 


*) Vergl. besonders Annalen XV, p. 280—282. 
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y= 64,, 
Q = 6A,.. 


Die Invariante ¢ sei wie friiher definirt: 


p=2abu)t—u,t, im fyi. 


Ich ftihre endlich noch, der Bequemlichkeit halber, fiir eine passend 
gewiahlte lineare Zwischenform, die 11'*" Grades in den « ist, eine 
besondere Benennung ein. Ich setze nimlich 

r=u, = 120504 (A4,f) (O4,u). 


Hiermit habe ich alle neuen Bezeichnungen, die im Folgenden ge- 
braucht werden sollen. 


§ 2. 
Hilfsformeln. 

Ueber diejenigen Relationen hinaus, die ich in meiner vorigen 
Arbeit mittheilte, benutze ich im Folgenden noch einige Hiilfsformeln, 
welche sich auf die einfachsten Ueberschiebungen von A und /*) 
beziehen: 

A,'a,*b,? (abd); Azta?b,by(ab&)?; Ae’; (AAS); fs*?0,?9,?; 
(AA,a)?a~ O44; (AXA). 
Man erinnere sich behufs ihrer Ableitung zunichst der (in der Ein- 


leitung erwaihnten) Relation (I), dann ferner folgender Gleichungen 
meiner vorigen Arbeit: 


fom — 4 A : Ue, (p. 224 daselbst), 
(fAu) = 0, (p. 225), 
A= - - 0, (p. 229) 


und endlich der dort p. 224, 225 mitgetheilten Rechnungen, aus denen 
unmittelbar folgt: 

dyas?Os! = —- 2 Ay, (fAu)*=+ fu? — 4 feu. 
Man erhalt dann folgende Rechnungen, bez. Resultate, die ich 
tabellarisch zusammenstelle : 
(1) az?by?A,'(abA)? = + ffy — * f°. 


*) Dass ich gerade auf sie recurrire, beruht darauf, dass ich die Analogie 
mit der Theorie der terniiren cubischen Formen (in der gerade diese Ueber- 
schiebungen eine bekannte wichtige Rolle spielen) wenn mdglich festhalte. 
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(2) dztbebyA.*(abAY = a,2b,2A,9A, (ab)? = — 4 ffy. 
(3) Ae’ = = if?. 
(4) a2AtO2,A2 (add)? = + fay — $O2,24,2 
=+ hy + Ffs0.70,? 
= — ffby — GAfe +S hds 
(fAA)Y =~ ifd. 
(5) f9?O,2@/2—= — © (abf)? (a.2by?-+2a,bz dyby) 
=— + (abe)a,2by?cx? {be(acf)+f(abe)} 
— } (abe) azbedy byte? {2be (act) +F(abe)} 
=— * (abc) a.2bj betes? (acd) — = f - (abe)? a,2b,2e," 
— (abe) azdybs' cz? {ay(bef) — fy (abe)} — fAy 
* fre? cy2dz? (acd@— +f By — © fy: (bed)*bate.2dy? 


“ +f, 4,—fdy 
=— fhe — pfde + fdr: 


(6) az AstA,° (a2A1,y— dy Mi,2)(abO,P=0, (8. F. (fOus=0), 

de dyAx'A,*, (aA A,)=ads'O2, A, (add,)?= 5 fd,+ Sf, 
(AA, a)? {2aaAtA,3, A, +402 2A, AA, ,+3a:70'A2,A,2 \ 

2% 5a } . 
=—fyhy + a fAy + ; Afy; 

(Ada)? {2a,ayAed2,A, +402 05A,A3,4, )—= 5 Oy ++ Afy, 
(Ada) azaAAO3,O, = 5 fdyt i Afy- 
Ferner ist: 


(Ad,a)? {ayA.tA,4, +8a.a,AetA2, A, \ =o fy Ay + t fby + = Aly, 


also endlich: 


ap dt! (Ad,a)? == fydy — | (Oy — 3g Shy 
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(7) as*A.t,4, 0.4(AA,a)'=— + A?— * fae? + ar— tar ® ps, 


(AAA)=—Lar+ © ps, 


§ 3. 
Berechnung von /,; A,; /,3 fy.n3 Suns figs yrs Ons furs fe 


Ich berechne mir nunmehr zuerst gewisse erste Unterschiebungen 
von p, g,  tiber f, A, und ihre Polaren f,, A,. Man findet: 


fp = 24(Aff) =9; 

A, = 24(AfA) = 0; 

f, =6f9A90,'= — 3A’; 

fp = Gx? Aya, = 24a,*a,(aAf)=12(aAb) a,*b,?(aybz — by az) 

=> As(#yx) 0.4 = ; (qy2); 

Ay, p= Ae A, A, = 240,10, A,5 (AA, f) 
=12AA/f)As!A,, (Ay Are—O2d1y) = + (ry2); 

fing = Gx? dyad, =ba,?ay,ay450,'= —3AA,; 

Ay, =A,'A, A, =72A,4A,4 At A, (AA,A,)(A,A,f) = 24f,-(AXA)? 
=~ f,(—A? + 2if?); 

4i - 

A, =“ f{—at+ 2if%}; 

2fyr= 2a2? aya, = 144a,? a,b At A,*, (AA, a) (AA, b) 
= 1444,?b,5AtA,*, (AA, a) {b,(AA, a)+2A,,,(Aab)} 
= 201 fA f+ 1444,7b70,'A,* (Aab) Ary {— Ai. (Aab) 

+A,(A,ab)} 

= 2ifAf, + 12if? A, — 18A,°A* Ai Asdi,9 Oz 
= 2if A fy+12if2A, — 3d, 93 

fr =if?A+6ifrA— > y=— Lvs bifrAa. 

Die Formeln fiir f,, f, sind die beiden ersten der 15 von uns ge- 


suchten. Die iibrigen Formeln dienen als Vorbereitung fiir das Spiitere. 
Analoges gilt bei den folgenden Paragraphen. 
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g 4. 
Berechnung von (pq); (prx); (par); (qra). 


Die in der Ueberschrift genannten Determinanten ergeben sich 
aus § 3. durch blosse Eintragung. Man hat: 


(pq%) = 24(A,f—Af,) =4f¥+72d3; 

(pr2) =24(A,f—Af,) =32if? (—A?42if)—24A (— 1 y + 16i/? A) 
=6A y —16-26if2A?+ 64:2/*; 

(par) =24(Ayf,-—O-fy)=4 0 (— 7 ¥+16if2A) +901 fA2(—A?+ 2i/%) 
= — y+ 642A y—96if As + 192 2f4A2: 

(qr2) =—6A,'A,A,=—Q. 


§ 5. 
Berechnung von /,°; /y,03 fyr3 fe} far- 


Desgleichen erhiilt man aus den fiir /,, und f,, in § 3. gegebenen 
Formeln durch blosse Eintragung: 


. 1 : 
fe == | (ap2) = — fy — 18°; 
fog = 9; 

. 1 1 

form 1 (gra) =— 195 

fo ie his + Dea 


» 
- 


fyr= —3A4,—= — 4ifO(— A? + 2if). 


§ 6. 
Berechnung von A,»; A,,,; Ay; Ap; Ay,r. 


Benutzt man in analoger Weise die beiden Formeln des § 3. fiir 
A,,» und A,,, und beachtet die eben dort gefundene Relation: 


2 90. ms 
4,4 = — 3 fur + 3 fof, + 4tf?d,, 
so folgt: 
Ay = — ; (prx) = —Awy+ “ if?A? — . 2p; 
i’ 
Apa _ 6 Q; 
Ayr = 0; 


Mathematische Annalen. XVIT. 
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Dp = — 2 fr + if Ah, + 4ift dy 2 ifA(—A*4 2if%) 
— if A945 if? 
= + ifty— Pitas + Ferra; 
Ay, = — 4iA?(— A?+ 2if?) = 4i At — 87 f3A?. 


§ 7. 
Relation zwischen den Covarianten. 


Wir haben jetzt alle Mittel, um Q? als ganze Function von 
i, f, &, w darzustellen. Die so entstehende Formel ist die eine zwischen 
den Covarianten (bez. den associirten Formen) bestehende Relation, 
von der bereits in der Kinleitung die Rede war. 
Nach § 4. ist: 
(qraz) = — 6A,'A,A, = — Q, 
also: 
W=—G6A,A,A, (qrz)=6A,'A, {— A, (pra) +4,(pqx)—Az\pqr)} 
= (40/? y —136¢f.A* + 327 fA) {—64 w+416if2A2— 642/° \ 
+ (247 A!— 487? 3 A*) (4fy+ 72 A°) 
— v(— ¥?+ 64i/° A y— 96 if As + 19277742), 


und mithin: 


jv —88i/? Ay? + 16. 63if Ay + 17 6422/4 Aty — 256i/7p 


Q? a 
| 27-641 A7— 128. 469%2/9 A5+4 43.5128 f° A3— 2048119 A, 


§ 8. 
Berechnung von p® und 9’. 


Die Berechnung der héheren Ueberschiebungen von f mit p und 
q gestaltet sich schwieriger als die bisherigen Aufgaben. Ich beginne 
mit der Auswerthung der Quadrate p*, g?. Diese miissen beide etwas 
relativ Einfaches geben, weil sie beide gerade Formen sind (formes 
droites), waihrend p an sich windschief ist (forme gauche). Analoge 
Bemerkungen kéunten bei mehreren der folgenden Rechnungen hervor- 
gehoben werden. Inzwischen begniige ich mich, diese Formela ein- 
fach hinter einander zu stellen, denn auch so tritt, wie ich hoffe, der 
Gedankengang hinliinglich deutlich hervor. 


Man findet: 








ad 
ne 
as 
es 
ge 
or- 
in- 
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p?=576A,°A,°, (Afu) (A, fu) 
=SIGAAA LIA? (ASU)? — 5 {f(AA,u)—u2(Ad, fy}? 
=576 Aa,*b.2Az*(aAu)(bAu) —288f2(AAu)?+8 fru, —4u,2f; 
=516A ag? be? Ae! {b,? (au)? — 5 {A2(abu) —us(abd)} 4 
— 288 f? (A Au)?+8/frus+ uz? (w— 64if2A) 
=516fA(fAu)?+36A0,4A,! {A,ug—uzAg}? — 288/2(A Au)? 
+8frue+vu,? —64ifAu,, 
p?=5716/A (fAw)?+36A0 —288/? (AAu)—12A que+8frue+ wu? 


—40ifAu,’. 
Man hat ferner: 


q? = — 48qa,"b,* (abu)(abd) 
= — 48a,?b,? (abu) - 2b, (aAu)+ wv (abd)} 


= — 288 Aa,’ A) (adu)(ad,u)+y0  (vgl. F.f,,=—3AA,) 
=— 288 A a,?A,! As. 


JAnleau'—! [alan —miaaia}} +90, 
also: 


q? = —288A2(fAu)? + 144fA (Adu)? — 4Aru, + 20ifA2u,2? + vO. 


§ 9. 
Berechnung von fy»; fo} Sve Lrg: 

Aus den Formeln fiir p*, g? erhalten wir zuniichst behufs Aus- 
rechnung der in der Ueberschrift des gegenwirtigen Paragraphen ge- 
nannten Ueberschiebungen: 

Giz Ay d,* = — 288? a, ay Az! A‘ (aAQA,)? +5716 fda, a, b.2A,' (abd) 
+36 A?* a, a,90,4a9?—12A a,*a,a,+8fa,*a,a, 
—40if? Aa, ay+ paz dy; 

Ay Ay Ay” = W Az, Oz! ag? — 288 A? a, a,b,” A, (abd)? 

+ 144/Aa,a,A,'O,4, (a&d,)? —4ha,? a, a,-- 201 fA? ag' dy; 
Ay? Ay? = — 288? a Ot O,*, (a Wd,)? +5167 ha, b2h,*(abd) 
+ 36 A?*a,?0,4 a9? —12 Aa, ay? a,+8faza,‘a, 
— 40if? Aa,’ a,?+ ya,’ a,’; 
ay? a? = vay 0,4 as* — 288 A? a,?b,? A,4(abd)? 
+144fAa/7A,'A,4, (aA,)?—44 az a,’ a, + 201A? a,*a,?. 


25* 
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Nun ist nach § 2. und 3.: 
dz yAs?O,'=—— Ay; 
azt/b2D,'(abA—=— + ff,; 
dety AAA, (@Oh,)' = fby +55 Af; 
fur =10if Af, + dif? dy— > Ay, 
a, as? 9,'= — Ay; 
ay?b2 Ae! (abd) = ffy—* fy? 
ay Det Ot (ad, => ifyAy — i fOy—92 Df; 
mithin: 
fyp = fy(w — 24if? A) + A,(— 184? + 247?) —1274,,; 
fue = 12ifO*f, +4,(— 2 w—12if2A) +6A4,,; 
for = fy(@+184if?A) + Ayp(—5442+ 72if?) — 1921/4, 
—192if2f,Ay— 12 fy e+ 8f feys 
fre =—92if A? f+ Ay (— 5 v—36if2A) +96ifAf,A, 
4+ 961A2/,2—4 Af, ». 


§ 10. 
Berechnung von /,»; fp93 for foes [es [ar 


Ersetzt man in den Formeln fiir /,», und fy, y durch p, q, 7, 
so wird: 


fy» = fp(¥ —240f?O) + A, (— 184? + 247f%) — 1274,,, 
ita = fy(b—24if?A) + Dy (— 184? + 24 if?) — 127g, 
for = fe(W—24if? A) + A,(— 18.A?+4 24if%)—12/A,,, 
foo = 12if A? fp +4,(— +¥—12if?A) +6AA,,, 

fy =12i fd? f, + O(— S¥—12if?A)+6AA,, 

fer =12if O? f, + O,(— 2 y—12if2?A)+6A4,,, 


und wenn man fiir A,, A,.,, fp, f,, f-, Sp, Mg, Or, Apg, Sy, Ayr ihre 
Werthe aus §§ 1., 3., 6. eintriigt: 
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fp -_ — 2/2; 
frrg = — 6A? — 4ifsyp+344if? Ai — 647 f°A; 


far = — Lt 2Bif2 Ay —24if A! — 16-2372 fA? + 6409/7; 
fre =AQ; 

fy =—TV+2if?Ay—1T2ifA'+ 322/14 a2; 

fer =— if O2y—42f1y+ 241A) + 1602/3 A3—32 8/6 A, 


(X) 





§ 11. 
Berechnung von /,,,,,- 
Aus der in § 2. gegebenen Formei (fAwu)* = 0 folgt diese: 
(af A) ar Q,° (ag Q.— A, az)(a,O2— &, az) = 0. 
Mithin ist (durch Ausmultiplication): 
—fygr= 24 (af A) age (deg be d,+ de a,A,h,—a2 A, d,)- 
Nun ist nach § 3, 
Dy ** ff - AP+2if\, fr 1Oif Af, + Gif? dy—Sdyy, 
also: 
(afQ)a,?a,4,'O,=0; 
ferner ist: 


(afA)aPA JA, d,=0; 


mithin: 
—fyyr= WAif2 AB, ,5,(fO2,) 
= 7123f7A.' 4, (A, A1,2—42A1,2)(A4,f) =—(qra)if?, 
foqr=— tf? Q. 


§ 12. 
Berechnung von f+; fp,93 fees fra fo 


Ersetzt man in den Formeln fiir a,?a,? und a,?a,? des § 9. y 
durch p und q, so erhilt man diese: 


dy! =f (H+ 184i f? A) + A,»(—54.A2+ 72i/%) — 1922 fA, 
—192ifAf,?—12Afp-o+ 8h; 
tp yg =p 9 + 1841/2 A) + Ayg(— 54.4? + T2if*) — 96 if "fy Ay 
— 96 if? f, dp —192if Afofy— 12M foe + Bffoar 
dy? ag =fy(W+ 184i f?A) + Ag (—54A?+ 72if*) — 192if?f,d, 
—192ifAfP—12Afy+ 8f fer, 

































370 





P. Gorpay. 


dy 0,8 = — 92if B? fy4 + Ay q(— 5 Y—36if? A) +4 48if Af, d, 
+48tf Af, A,+ iA? f,f,—44foor, 
dy! = — 921A? fp + Ay(— 2 y—36if?d) + 96i/Af,A, 
+%iA?f?—4Afe,, 
und wenn man fiir: 
4, Anas fo, ho» A,, fp, fra fe) A», Ang; Ae, frras foes fos lpr» fer, frar 
ihre Werthe aus den §§ 1., 3., 5., 6., 10., 11. eintrigt: 
f= —3f¥?+ 108A yp —32if- Ay — 79- 144if2At+ 53-647? 75 A? 
— 256 73 f*, 
foo=(—214°+47f/")Q, 
fre —. Ay’? — 64if? A? y+ 167 /? y+ 24-T3ifA® — 102477105 
+ 128 f7A, 
- (ya: pa)o 
fro=( a% Zif A) ? 


fs = — if? W + B6ifA8 yw + Bif4 AW 4+ 3-256i1AS + 176273! 
— 64i3 fPA2, 
§ 13. 


Zusammenstellung der Resultate. 


Der Uebersichtlichkeit wegen stelle ich nun noch in diesem Schluss- 
paragraphen die gewonnenen Resultate, soweit sie fiir die typische Dar- 
stellung unmittelbar wichtig sind, zusammen. Man hat fiir die Deter- 
minante (pq): 

(pqx) = 4fy + 724’, 


man hat ferner fiir die 14 Polaren: 


fp=9, 
fa=— 3A’, 
fy =—fv— 18°, 
fra=9, 
. 1 
ly = 2 Ad, 
fr =—212, 
fprg=— 6A? y—4if? o+- 34417? As — 647 7°A, 
fpe=SQ, 


fp =— 4 V+ 2ifPAw—112ifA'4 327A, 
fos =— B/W? + 108 A y—32if 3A w — 79-144i/2 A! + 53-6427 A? 
— 25673 8, 
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fg =(— 2142+ 4¢f9)Q, 


fre=> Ay? — 64if727 At y + 1677/>y + 24-T3ifA® — 102472 f4A5 
+ 1288f7A, 
foo=(— + ¥—2if?h) Q, 
fe=—if?y? + 36ifA* vy + 87 f' Awd + 383-2561 A* + 176773 A! 
pens 6473/6 A?, 
man hat endlich die eine Relation zwischen den Formen des associirten 
Systems: 
Q = yi — BifrAy?+ 16. 63ifAty + 17. 647 f4A2yY — Wbif7y 
+ 27 - 64i1A7 — 128 - 4697773 A® + 43 - 512a fF A® — 2487 fA. 


Zweites Capitel. 
Anwendungen. 
§ 14. 
Die associirten Formen fiir das kanonische /. 
Ehe wir zeigen, dass jede Form f, die der Bedingung (I) der 
Einleitung geniigt, in die kanonische Gestalt: 
Hy Xp + &,P ax, + 25x, 
gebracht werden kann, berechnen wir fiir letztere Form die expliciten 
Werthe der associirten Formen. Diese Werthe sind fiir die spitere 
Problemstellung nothwendig; iiberdies zeigen sie, wesshalb wir im 
folgenden Paragraphen statt p die lineare Zwischenform r heranziehen 
miissen. 
Wir haben zuvérderst: 
lft fe fis % | bia i 
le age fir fia he 
O = 16| (2) 22 1B 2, Am 32! fs fer fas | 
31 fs2 fa3 Us va =a 
fs: fae fos 
Uy, U, Uz O | 


< 


und also: 


© = uy? (€_* — 447, a2 .45”) + Ua? (Uy! — 42,?x_H3) + U3? (x, — 4a, x,? x5) 
+H 2u, us (22, 2,5 — 21?) + 2u, Us (2a_H3° — x? x,*) 
+ 2u, U, (22,34 — X,? X57), 

A = 50,702? 3? — (a,%5° + 23%, + 2,22"). 


Wir haben ferner: 
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mithin: 


7 


pP 





P. 


Gorpay. 


An 
ain 96 | fa 
hss 


| My 


hie 
foe 
fs2 


Ug 


| A, A, 
hi h 


U, Uy 


fs |, 


bet 


q 


Us 


tu, (a,* — Tx,>x,2 2, + 352,3x,2,' — 35x,?a,!x,? — 5x, 2,' 
— 32,2,’ + 142,'x,°) 
u,(— 32,72, + 144,52,5 + 35a,'x7,5x, — 352,72, 2,' 
— Tx, x,>x,? + x,5 — 52,25") 
u,(— 52,'a, — 35a,'x,?2,? + 144,32,5 — T2x,?x,2,° 
+ 352,2,'x,3 — 3a,’ 2, + 2°), 
ut, (2,' a,” + 382,°x,0,° — 254,4x,4x, — 
+ 192, 2x,°x,? — 2,9 — 9x,?2,') 
U.(— 9x,'x,? — 24,5x,3 — 252,'2x,2 2,5 + 382,53 2,°x, 
+ 192,3a,5a,° — 25x, 2,'2,4 + x,'x,7 — «,°) 


22,346 — 252,72,* x," 


tt,;(— a," + 192,%x,?2, — 252x,'x,2,' — 25x,3a,'x,? — 92,’ x," 
+ 2,22,’ + 382, 2,5x,° — 22x,°x,'). 


Wir haben endlich 


folglich: 


b= | 





a,'* + x,'' + 2,'! — 34 (x,""2,%2', + ay"Hy?x, #3!" Ly) 
250 (2,92, X54 + w,92,2,' + x59 x, 2,') 

315 (a,5x,'X,? + w,Sx,'2,? + 2,5%,'2,") 

18 (4,7x," + x.) a3" + x,7 x;') 


126 (a ,°a* x,° ob 2,°2,5 2,5 oh 2.*4 122°) , 


a7! + x57! — 7 {2,'¥a_?xy + x,'8ar,? a, + w,'x,? ro} 
217 (x,'°atyX3* + 2'%x3 0," + x5! 2,25") 

308 (x,'°x,4a5? ++ x"*a,4x,? + w,'°7,'x,") 

— 51 (a, 82tq' 4-240! ars 47,7) —289(x, "arg?! 7 0'3""") 
+ 4018 (x,%x,3 23° + 2% x,5a,> + x," x,3x,°) 

+ 637 (x, 7,5 a3 + x,'*2,5x,3 + x1? x,%x,3) 

+ 1638(a,"" 2,92, + x,"'x2a, + 2,"2,"x,) 

— 6279 a," ay? 03° + x," x5? a,° + a5''a,?x,") 

+ 1007 (a,'x,°a5° + x, x, 4,8 + 23'x,°x,°) 


++ 


| 


-b 
ot 





— 10010 (x, 7,5a,'+- x," 2,8 x,'+ x, 2,5 x5") +3432 2,7 x,77,". 
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§ 15. 
Berechtigung des kanonischen /. 


Um jetzt zu beweisen, dass jedes f, welches unserer Bedingung (I) 
geniigt, in die kanonische Gestalt des vorigen Paragraphen gebracht 
werden kann, betrachten wir vor allen Dingen die Art der in letzterer 
vorkommenden Variablen. Ich will dabei geometrische Redeweise ein- 
fiihren. Dann ist 


a> Hy + Pa, + xP, = 0 

eine Curve vierter Ordnung, welche in den Ecken des Coordinaten- 
dreiecks Wendepunkte hat. Zugleich sind die Seiten des Coordinaten- 
dreiecks Wendetangenten , und es ist also das ganze Dreieck durch einen 
beliebigen seiner Kckpunkte bestimmt. Man lasse einem solchen Eck- 
punkte die identische Zwischenform u, entsprechen. Dann miissen dic 
beiden iibrigen durch zwei andere lineare Zwischenformen gegeben sein. 
Nur p kann hier nicht in Betracht kommen. Denn nehmen wir z. B. 
den Eckpunkt «7, =0, v2, =0, so dass uw, gleich u,x, wird. Dann 
wird auch p nach der Formel des vorigen Paragraphen ein Multiplum 
von w,; es hat also fiir unseren jetzigen Zweck keine selbstandige 
Bedeutung. Dagegen wird g (wie die entsprechende Formel zeigt) 
gleich — wu, x,°, stellt also in der That eine neue Dreiecksecke dar. Es 
wire leicht zu berechnen, dass » ein Multiplum von uw, wird. Aber 
wir wollen diese Ueberlegung sparen, da es uns bei der ganzen Ueber- 
legung hauptsiichlich darauf ankam, zu zeigen, wesshalb man p nicht 
gebrauchen kann, und da iiberdies das sogleich abzuleitende Resultat 
iiber die Bedeutung von r keinen Zweifel lisst. < 

Es mag jetzt f, in Variabelen y geschrieben, irgendwie gegeben 
sein, doch so, dass die Bedingung (I) befriedigt ist. Dann gelten dafiir 
simmtliche Angaben meiner vorigen Arbeit, insbesondere das dort 
aufgestellte volle System. Wir fiihren jetzt fiir die Curve f= 0 ein 
neues Coordinatendreieck ein. Als erste Ecke wihlen wir einen Punkt « 
(entsprechend uw, =), als zweite und dritte Ecke die entsprechenden 
u, = 0, u,=0. Ueberdies bedingen wir, dass x mit einem Wende- 
punkte der Curve f = 0 zusammenfallen solle. — Die allgemeine Methode 
zur Kinfiihrung eines neuen Coordinatendreiecks giebt: 


f(qrx)' = ay'(qra)t = {ay (ray) + a-(qyx) + az(qry)}'. 


Hier entstehen rechter Hand beim Auspotenziren die in den x ge- 
schriebenen Covarianten: 


f; fo» for» fy fo» fr for fer, fer, fr; for? fer, fe, fers fr. 


Jetzt beachte man, dass x ein Wendepunkt sein soll, dass also / 
und A gleich Null sind. Die beiden anderen (nicht verschwindenden) 
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Fundamentalcovarianten y und Q haben einen durch 7 theilbaren Grad. 
Daher schliessen wir, dass fiir unseren Punkt x iiberhaupt alle Cova- 
rianten verschwinden, deren Grad nicht durch 7 theilbar ist. — Nun 


sind die Grade der eben zusammengestellten Covarianten beziehungs- 
weise : 


4, 12, 20, 28, 36, 14, 22, 30, 38, 24, 32, 40, 34, 42, 44; 
die Covarianten verschwinden also stimmtlich bis auf die drei: 
: fos frs for 
und also wird: , 
f(qra)* = 4 {fe > (rey) (ary) + f-(ary)® (qy%) + fre (aya) (rzy)}, 
f nimmt also in der That die Gestalt an: 
f= uh, + x,'a; + 255%), 
was zu beweisen war. 

§ 16. 
Das Fundamentalproblem. 


Als Fundameutalproblem will ich jetzt mit Hrn. Klein das folgende 
bezeichnen: Fir unbekannte x,, x,, x, seien die kanonischen w, A, Q 
irgendwie numerisch, ferner f = 0 gegeben; man soll die x,, x,, X be- 
rechnen. Natiirlich miissen dabei die fiir », A, Q vorgeschriebenen 
Werthe mit der Relation des § 7. vertriglich sein, wobei man beachten 
mag, dass diese Relation in Anbetracht des verschwindenden f und 
wegen i = 1 die einfache Form annimmt: 

Q? = y§ + 1728 A’. 

- Die Erledigung dieses Problems geschieht, wie man weiss, in der 
Art, dass man zuniachst die Verhiiltnisse der x vermdge elliptischer 
Functionen berechnet und die absoluten Werthe hernach den ge- 
gebenen ¥, A, Q entnimmt. Hr. Klein hat neuerdings, wie er mir 
mittheilte, die hier néthig werdenden elliptischen Functionen wesentlich 
vereinfacht. Bedient man sich der Jacobi’schen Bezeichnungen, so 
setze man zur Berechnung des Moduls x?: 


3 x= tas’ 88 
v= — 256 A ¥*”) 
und hat dann unmittelbar: 
e 1 r=@ 
miming S(—1ygets arty — ers) 
‘ r=—0 
4 r=@ ° 
» ae q’ , > (—1)ygie+ (ger+y) — qn2@r+ ) 
r=0 
9 r=@ 
7 


q° > i— ly grt (qgeer+ pm qa 3@r+)) ). 


r=0 











on fs ent. a6 ee 2 








Terniire biquadratische Formen. 375 


Es fragt sich nur noch, wie man aus den Verhiiltnissen der x die 
absoluten Werthe am raschesten findet. Die Ausdriicke des § 14. fiir 
A und y sind nicht iibermassig lang und mégen unmittelbar verwendet 
werden. Sie bestimmen 2,, 2,, x, bis auf das Vorzeichen. Dieses 
letztere muss man dem Werthe Q entnehmen. Aber das Q des § 14. 
ist sehr complicirt, so dass es zweckmiissig scheint, Q indirect zu be- 
rechnen. Man setze 

0 = — 72, 2,%;. 


Dann geniigt 0, wie Hr. Klein zeigte, der folgenden Gleichung 
achten Grades*): 
08 — 14A - d&§ + 63A?. dt — T0A3- 02 +2-58—TA? =O. 


Eben diese benutze man, um aus thr Q zu berechnen. 


§ 17. 
Herstellung der kanonischen Form. 


Ich erledige nunmehr die Aufgabe: ein beliebiges f, das der Be- 
dingung I. geniigt, in die kanonische Form 

ay + Hy' Hy Pr Hy* 2X, 
zu transformiren. Die Lésung ist folgende. 

Man suche zunichst ein beliebiges Werthsystem &,, &, &, fiir 
welches das gegebene f gleich Null wird, und berechne nach den 
Formeln des § 1. die zugehérigen Werthe von A, y, 2, sowie die 
Coefficienten p; von p, bez. g; von g (i =1, 2, 3). Sodann erfahrt 
man aus § 16. fiir die so gewonnenen A, wy, Q zugehdrige 2, 2, 25. 
Dieselben trage man in die p;, gq; des § 14. ein; ich will die ent- 
stehenden Gréssen p;,q; nennen. Dann sind die Coefficienten a;x der- 
jenigen linearen Substitution, welche von den urspriinglichen Variabeln 
zu den kanonischen iiberfiihrt, durch folgendes Gleichungssystem gegeben: 


= M1 E, + a2 &, + dis és, 
” = Hii Dy + Ai2P2 + Aisps, (¢ = 1, 2, 3) 
Gi = iG + Gi2 GP + Fis Qs- 
*) Im XV. Bande dieser Annalen, p. 266 (Formel (13) daselbst) hat Hr. Klein 


auch die allgemeine Gleichung angegeben, der @ geniigt, wenn f nicht gleich 
Null ist. Dieselbe ist in einem Gliede falsch. Sie soll heissen: 


d® — 14A - d& + (683A? —42/%) 4 + (7fp— 70 A®— 98724) d? + 2-9 
— T(At+-f°+18/9A?+fAy) = 0. 
Die Gleichung siebenten Grades ebenda (Formel (12)) ist richtig. 
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§ 18. 
Die Erweiterung des Fundamentalproblems. 


Betrachten wir nunmehr das allgemeine Problem: die unbekannten 
Ly, Ly, LZ, eu berechnen, wenn die Zahlenwerthe der kanonischen f, A, 
wy, 2 in Uebereinstimmung mit der Relation des § 7. aber iibrigens 
beliebig gegeben sind. Zu einer Behandlung muss man sich einen Punkt 
y auf f=—O bestimmt denken, der durch eine lineare Zwischenform 
von «x gegeben ist. Man wird dann aus den gegebenen f, A, w, Q 
die Werthe von A(y), w(y), 2(y), aus diesen die y nach § 16. 
berechnen und schliesslich von den y zu den & zuriickgehen. 

Die erste Frage ist also die: wie man das einfachste y findet. Iu 
der Einleitung wurde bereits erwihnt, dass dabei eine Hiilfsgleichung 
vierten Grades nicht zu vermeiden ist. Das einfachste y wird das- 
jenige sein, bei welchem diese Hiilfsgleichung den niedrigsten Grad 
in den x aufweist. Ich setze daher 


Uy = Up + Auz. 
Die entstehende Gleichung fiir 4: 


f(y) =f at + Gf» a? + 4 fp A + fp = 0 
steigt in den w nur bis zum 32"" Grade. Uebrigens finden sich ihre 
Coefficienten in § 13. durch die hier als bekannt vorausgesetzten Gréssen 
ausgedriickt, — Die so gewonnene Gleichung ist jetzt aufzulésen und 
eine bestimmte Wurzel derselben, 4 = A,, zu wihlen und in der Folge 
festzuhalten. Daun ist 
Uy = Up + A, Uz 
eine lineare Zwischenform mit allerdings irrationalen aber doch be- 
kannten Coefficienten. 

In zweiter Linie haben wir fiir das so detinirte y die Covarianten 
A, ¥, 2 und auch, weil sie sogleich néthig werden, die Zwischen- 
formen p(y),q(y) zu berechnen. Zu dem Zwecke verfahre man, theoretisch 
zu reden, ganz nach der Methode, die uns in der Einleitung dazu 
diente, die typische Darstellung durch u,, u,», u, durchzufiihren. Man 
hat nur statt u, jetzt wu, zu setzen. 

Dabei wolle man beachten, dass die Determinante (xyq) gleich 
(apq), also ungeindert bleibt. Natiirlich wird man bei der wirklichen 
Ausfiihrung schrittweise gehen. Man berechne zuniichst aus der Tabelle 
des § 13. unter den 14 Polaren von f nach y und q alle diejenigen, 
die man im Laufe der Rechnung gebraucht. Dies ist natiirlich wegen 
uy, =U, + Au, sehr einfach. Sodann beginne man mit denjenigen 
Formen des § 1., die unmittelbar durch symbolische Producte gegeben 


sind, namlich O(y) = — ; a,*by? (abu)? und Ay) = 5 7? Cy? (abu). 








= tt 2 . af @fc02 Sk =D 


ine 2. it oe 


on 
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Sie werden den ‘in der Einleitung gegebenen Entwickelungen ent- 
sprechend mit (xyq)* multiplicirt und dann durch den Identitiitssatz 
in eine Function der Polaren von f nach y und gq, also in eine Func- 
tion bekannter Gréssen verwandelt. Es ist deutlich, dass man im 
weiteren Verlauf dieser Rechnung, ehe man zu w, 2, p, q kommt, 
mannigfache Vereinfachungen eintreten lassen kann. Ich gebe im 
folgenden Paragraphen die Resultate, zu denen ich durch die Detail- 
untersuchung gekommen bin. 

Jetzt kommt als dritter Theil der Berechnung die Aufsuchung der 
Yi» Yo, Y3- Dieselbe geschieht durch die in § 16. gegebene Methode. 

Um endlich von den y zu den & zuriickzugehen, greife man wieder 
zu den linearen Zwischenformen. Wir fanden p(y), q(y) als lineare 
Combinationen der wz, Uy, Uv, mit bekannten Coefficienten. Anderer- 
seits kann mau p(y), q(y) aus den Formeln des § 14. durch Kin- 
tragung der gefundenen y,, y., ys; berechnen. Um also die 2,, x, 2, 
zu finden, hat man nur die Coefficienten der u,, u., us zu vergleichen. 
Dies giebt lineare Gleichungen zur Bestimmung der 2. 

Hiermit ist Alles erledigt. Im letzten Paragraphen (§ 20.) stelle 
ich der Uebersicht halber noch einmal alle Formeln zusammen, die bei 
der Berechnung wirklich in Betracht kommen. 


§ 19. 
Die associirten Formen fiir y. 

Die noch riickstiindige Ausrechnung von A(y), v(y), 2(y), p(y), 
q(y) liaisst sich am besten so durchfiihren, dass man zuniichst eine 
Anzahl von Ueberschiebungen von A mit y, q berechnet. In Folge 
der besonderen fiir unsere Form f geltenden Beziehungen gestaltet sich 
dies recht einfach. Es sei naimlich C;,, diejenige Determinante, welche 
man aus dem Schema: 

stuned | fey fey fey fara fey faye | 

“32 ~~ fury? fey fy feyeq fra fre | 

feyg feva fra feye fre tye 
durch Herausheben der 7", Kk" und /'*" Colonne bilden kann. Dann 
findet man durch kurze Rechnung: 
A,°=A(y)=3 02355 A, Ay =Cy34 + C353 Ay? Ag= Cy4, — Cog; 

AAA? =Cy34 +255 2Or dy A, = Cj 35 —20 4455 Ay Ag? Cyyg — Cos 
Hieraus berechnet man sofort: 


Ux Uy Ug | 
Ayz Ay Ay, 
ye fy fy 
= A, + Uy + Ay: Uy + Ay + Uy, 


p(y) = 24(xyq) 
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ebenso: 

Ue, ty Ug 4 
fey fey fey?q A.y | 
fey fy fya Ay 
| fey fg fye Ayo | 

= B,- uz + B,- wy + B;-u,, 

wo ich die Abkiirzungen A;, B; der noch folgenden Formeln wegen 
einfiihre. Vermége derselben wird 


¥(y) = 6A,5(B,A,+ B,A,+ B,4,), 
Q(y) = 6A,'(A, A,+ A, A, + 4; 4,) (B,4,+ B,A,+ B,,), 
und sind also auch w(y), 2(y) gefunden. 


q(y) = 16(xyq)* 


§ 20. 
Erledigung des erweiterten Problems. 

Indem man noch einige der im Vorstehenden besprochenen 
Operationen in bestimmte Formeln kleidet, gestaltet sich schliesslich 
die Auflésung des in § 18. formulirten Problems folgendermassen : 

1) Man berechne aus den gegebenen Gréssen f, A, w, 2 vermige 
der Tabelle des § 13.: 

for» for, fee 
2) Sodann suche man eine Wurzel der Gleichung: 
f= Abb Gf AE Af © Ab fe = 03 
sie heisse 4,. 
3) Man berechne fiir u, =u, + 4, - uw, nach § 13.: 


fay, fey, fey, fy, feyar fatyar fyas fever fear foe 
4) Hieraus noch § 19. die 
Ay, Oey, Ayg, Oey, Oeyg, Aye, 
sowie die A;, die B;, endlich w(y) und Q(y). 
5) Aus A(y), w(y), Q(y) ergeben sich die y,, y,, y, durch § 16. 
6) Die so gefundenen y trage man in die p, g des § 14. ein, 
wodurch Werthe entstehen, welche ich 2 P;u; und 2Q,;u; nennen will. 


7) Dann hat man schliesslich zur Berechnung der x die linearen 


Gleichungen : P 
A,&; + Anyi + AG " (¢=1, 2, 3) 
? ay e hg 


Bix: + Bly: + Byqi = Qi- 


Erlangen, Ende September 1880. 
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Sur les formes quadratiques binaires indéfinies. 
Par 
A. Marxorr 4 St. Petersbourg. 
(Sécond mémoire.) 


Il a été demontré dans mon premier mémoire*) ,,Sur les formes 
quadratiques binaires indéfinies‘‘, qu’A toute classe de formes binaires 
quadratiques d’un déterminant positif donné correspond une certaine 
suite déterminée de nombres positifs entiers 


(J) wey Hg, Hg, M1, Uy, Ay, Hy, Ay, +s 


et réviproquement; le rapport entre 2)//.D et le minimum de ces formes 
est égal au maximum de la somme 





1 1 2 
a ——— = 
es. aes tit 1 ~* 
Orig -, Gest. 





ot l’indice x est un nombre variable. 

Apres avoir fait différentes suppositions relativement a la suite 
(J) et avoir varié lindice x, je suis arrivé aux résultats suivants: 

I. Pour chaque nombre positif 


— 2 

a 
on peut trouver une quantité infinie de suites (J) satisfaisant a la 
condition 

[,>1 
pour toute indice x. 

II. A tout nombre positif 

I>s 

donné correspond un nombre limité de suites (J), satisfaisant a la 


condition 
L,>1 


pour toute indice x. 


*) Mathematische Annalen, Band XV., p. 381—406. 
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Ill. Si la suite (J) satisfait & la condition 


2 
L,> l> 3 
pour toute indice x, dans ce cas il lui correspond un certain systéme (® 
’ 
+++, Wa, Wi1, Wy, Wy, W,--> W, 
"¥% DVaSg Deis Gos Sap Tep2** v, 
) 
ety Sa, S-1, So, S, — 8, 
“> a8, F—te "He Tas %ax°°* R 


qui se compose d’un nombre limité de suites 
i 
ws ¥,*:4 8 2, 
dont W ne contient que des termes égaux 
0 40 0 0 
-- +, w?, w®, w®, w,--- 


et toutes les autres se déduisent les unes des autres d’aprés la forme 


v®—1 » v® —1 vo —1 
a ee »,> %—, v, ms te V;, 
w_s Wo Wy 
ne rs ‘ce Pip sine 
oom, I, Yo—, m, ew, °° R; 
S_y So DT 


enfin la suite (J) peut étre mise sous la forme 


1 
6 9 9 9 ¢ 
+, 2,2, —— + Seige —r es 2, 2,--,°°> 
2r_y, 279 29; 


Je me propose de déterminer dans ce second mémoire la période de la 


- » 
suite (J) et le maximum de la somme |; ~~, les nombres 
“x 


w®, v, tes, , 7 
étant connues. 


SR 


1. 


Modifions quelques unes des notations précédentes afin de faciliter 
les discussions qui vont suivre. 
Posons 
Woda, v°=—a4,, -++, 8 = dra, 1 = An-1 
et désignons les suites 
W, V,---,S,R 
par les symboles correspondantes: 


(Gy), (Go, 4), ** > (Ags yy + *y Ana), (Aq, My, +++) An—oy Qn—1)- 
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Le symbole (a,) représente la suite 


sy Ay, Ay, My, Ay, My 2° "5 


le symbole (a), a,) — la suite 
a,—1 a,—1 a,—1 7 
9:9 By Se ys Gy Wey Big, Ng 
LN) Ay Ay 


et en général si (a), @, + +**, @) représente une suite 
> Dx, 2, bs —1; by,0 » De.15 De, 25 od ae 


la suite (4), @,, +++, Gx, Gx41) peut étre mise sous la forme: 





G,4,—1 G41— 1 G41 — 1 G,41— ! 
"ty Att, iy  yioeres 9» Uxt1, nn > Val) ey, 
#,-—-2 #,—1 2,0 yt 


Désignons en outre par (“0 %1» ***» %) une suite: 
GQ, A, °° *y Ge 


tet by.—2, —_s b,—15 be. —3, by,0, b,,0, by.1, bei, b,,2, by,2 ees 
quon obtient en répétant 2 fois chacun des termes de la suite 
(4 Gy, +++, Gy). 


De cette maniére le symbole (Se Sas °° + Conte ey 3) repré- 
Go, G1, °° *%, Gn-2y Ayr, 2 
sentera la suite (J°) pour laquelle la suite R est exprimée par le sym- 
bole (dy, @,, ** +) Gn—2) @n—1)- 
Kn appliquant ces mémes notations aux suites J, et J,, auquelles 
ne correspondent aucunes suites ft, nous représenterons la premiere 


delles par le symbole (1) et la seconde par (5) . 


Les suites (a), @,,+ ++, Gz) et (> me" * Ma 5 sont périodiques. 
a a eee a 
0? 1? ? * 
La maniére de les obtenir l’indique suffisamment. ; 

Pour trouver le nombre m, et la somme s, des termes renfermés 
dans une période*) de la suite (a), @,,- + ., @,) remarquons les relations 
(1) My41 = Mz + Sx, 

(2) S41 = Mm, Oy+1 + Sy (Qx41 _— 1) 
dot Von déduit 

Sy = My + (Ay41— 1) Mya. 
De méme on trouve : 
(3) Sy = My-1 + (a,—1)m,. 


*) Ici comme dans toutes les discussions qui vont suivre il s’agit de périodes 
avec le minimum de termes, 
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382 


A. Marxorr. 


En substituant cette valeur de s, dans la formule (1) nous aurons 


(4) My+1 = AyMy + My-1. 
Les formules (5) et (4) et les égalités évidentes 


Mm =1, m—a+1 





m s 
p . ° 1 aks ik ° P 
nous indiquent, que les fractions at et — sont irréductibles et égales 
zx 
respectivement a 
1 1 
a, + — a, — 1 . 
ee ee , ° as. 
as —_@ 
a%+ 1 a+ 1 
aM +1 % +1 
Quant au nombre et & la somme des termes, renfermés dans une période 
de la suite bg Ros.° ° *y _ , elles sont respectivement le double de 
yy My, °° *y Ox 
m, et le double de s,. 
§ 2. 


A chaque suite (a, a@,, +++, G1, dy) correspondent plusieurs 
périodes différentes qu’on obtient de l'une delles a l’aide de substitutions 
circulaires de tous ses termes. 


Si par exemple 
(TT,) ais Qa, , —s ** + Qm—2y &m—1, &m 


est une des périodes de la suite (a), a,, ++ -, 4-1, @,), toutes les autres 
périodes seront 


By, Uy, > **, Am, Am—1, Am, &, 
Os, ss **%, Am—1y Om, Qi, Gy, 
@m—1, Hm, Hy, Hg, ** s+ *, Ome, 








am, Qs, a; as, set, Ama, Qm—1- 
Nous nous occuperons particulitrement de deux de ces périodes. 
Désignons l'une d’elles par [a,, a, +--+, @,-1, @,] et admettons 
quelle soit la période TT,; désignons l’autre par le symbole 
{d, Ay, ***, Avr, ay} 
et admettons qu’elle soit 
(T,) Quy Supiy °° *y Hm, Hy, Hy, ** +, Ayr. 


Formons de TT, et de TT, les nouvelles périodes 








ns 
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Gy, —1 Gy41—1 Gy,4,—1 
<= 5 ytiy ’ Aytty e 2 ey —=——, Oyt1 
a; Qe Om 
et 
O44 —1 O41 — I Anti — 1 G41 —1 
1, o 2%, Axtiy ; Oxtig enn »°°*> On) 
a 


u &m "= ui 


*» x, x41} ? 
la seconde par [a@), @,, +--+, @,, dz41|. Ce procédé peut étre consideré 
comme une régle générale, car il ne contredit en rien les principes 
établis précédemment a l’égard des suites (a), a@,, +++, Gx, Qx41) 


et entendons nous de désigner la premiére par {@, a, °° 


Il nous donne les moyens de déterminer successivement les périodes 


la), 4]; {a, Ay, My}, [Ao, A, Gy, As], «+ 
et : 


{a), ay}, Lay, 4%, 4), {a, Gy, Ay, a3}, pees 
les périodes {a} et [ay] étant connues. La suite (a9) se compose de 
termes égaux a a), par conséquent les symboles {a} et [a)] l'un et 
autre désignent une méme période & un seul terme ay. 


De cette maniére les symboles {a), a,,---, ax} et [ay, a, +++, dy] 
sont complétement déterminés. 


Par exemple [a,, a] et {a, a,} seront 
a,—1 a—1 
‘oo et ——, a. 
ay m) 


§ 3. 


En comparant les périodes TT, et TT, avee n’importe laquelle des 
périodes TT 


Gayy Hypiy ** > Amy Hy, By, ++ *, Ayr, 


nous trouverons toujours parmi les différences 


A — By, By — Awti y+ * +) m—wt1— Amy Sm—w+2 — &)y* + *y bm — Ay—1 
quelques unes différentes de zéro dont la premiére sera égale & + 1 
et la derniére & — 1. De méme parmi 

Au — hy, ** *y Hua — Swi 
la premiére des différences non égales & zéro sera —1 et la der- 
niere + 1. 


En effet la propriété ci-dessus mentionnée distingue évidemment 
[a, a) et {a , a,} Pune de Vautre et de toutes les autres périodes 


de la suite (a), a,): A 


26* 









A, Marxorr. 


a,—1 
——, a, a4, —1; 
&—1 
a,—1 
—— , a, a4, —1, a, — 1; 
a —2 
U 
a —1 
a,—1, ay, eee « 
G, — 1 


La loi de formation de ces périodes [a,, a,, «++, Gz, G41] et 
fag, Gy, + *y Ges x41} nous montre en méme temps qu’elles jouissent 
de cette propriété toutes les fois que les périodes [a), a,, +--+, ay] 
et {a), a, +++, a} la possedent. 

Notre théoréme a done lieu toutes les fois qu'il y a plus d'une 
période qui correspond & la suite (a), @,, +++, a). 

De méme il est facile de démontrer que le premier et le dernier 
terme de la période [a,, @,, +++, @,] sont respectivement égaux i 


Gx, Ax — | 


et les autres termes de cette période forment une suite symmétrique 
dans laquelle deux termes également distants des extrémes sont égaux 
entre eux. 


Enfin la période {a,, a,, +++ a,\ est inverse & la précédente. 


§ 4. 
En vertu des résultats précédents le maximum de la quantité 
,~ pour la suite (> — Te m6 est égal a 
“* My A,r *y Ae 


&’ 4- 1 
" 
ot la valeur de & est déterminée par le développement 


, 1 
Sent rs 





et celle de y par le suivant 
e 
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t= e+ 1 * 
ty +, 











ef A 


7 


n 


La somme §’ +- “| peut étre facilement exprimée a l’aide des fractions 


a : P Pr : , . 
irréductibles Q et q respectivement égales a 








1 
ot Ft 
Gn + 1 
em—1 + 1 : + 
Cn—1 iF 
4 
Qe -- 1 : 
FL 
Oy 
et 
a, + ; 
1 a+ 1 
Gn ~ L 
Cn—1 + ee 1 - 
Cn-1 > * ° 
-+ 1 
+ 1 
& 


A cet effet remarquons que & est égal a la racine positive de |’équation 


Qe —(P-Q)§— P’=0 


Nous avons par conséquent en vertu d’une formule connue 





axitum de =)? 4(2=8/) 
(5) le maximum de x =) q +( 20 . 
§ 5. 
Les nombres a, a, +++, @,-1, @, dans les symboles 
(@py My) °° *y U1, Ax), lies | [, ° +) Ax], {aq, Te ay} 
0? + oe 


par la nature méme de la question que nous discutons sont des entiers 
positifs. Nous croyons utile cependant d’étendre la définition des 
symboles sur le cas a, = 0. 

Convenons de déduire & l'aide des mémes procédés que nous avons 
employés pour a) > 0 les séries 
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(0 ) C Byy Bay °°) Gey Ont 
Gi, Go, °***, @ a 
» %, 4%; » Oxy Axt1), 

O, Gy, Gy, +++) Any Anpr/ 


de la série 
“e (0, @,, @,, +++, Gx) 

et les périodes 

[O, Qj, Gg, +++, Gey Ants], {0, yy Ay, ***, Ax, x41} 
des périodes 

{0, @, Gq, °° * ax\, (0, Gy, My, °°", ay). 
De cette maniére le symbole (0, a,), par exemple, représentera 
a,—1 a,—1 a,—1 


eee, ee a, ner ih a1, “—"? ay, eee 


ou simplement 
"8 ty Dy, By, Ay, A, °°. 
En général il est facile de voir que les symboles 
0, @,, °**, Ox’ 
(O, Gy, ++ +5 Gx); 


) Ds Bey + + +, Gel 
Re ea 3+ LO, a, » Gx); 


{0, My, +, az} 
sont équivalentes a 


‘Ay, ve ey a \ 
Ay, °**%, @ ea “* *s © a cee, @ . 
(%, ? x)» ig ion, ? [ 1? ? x], { 1? 9 ee 


§ 6. 
Introduisons encore une notation nouvelle. Si les périodes 


yy Say sy Me A, 
B,, By, ee B, B, 
a ef 7 
Vir Var »vr 8G, 


St, oo, ee bn F 


sont telles que pour obtenir A nous devons écrire successivement b 
fois la période B, c fois C, --- et f fois F’, nous désignerons A par 
la formule symbolique 
A=v)B+4+cC+.---+f/F, 

qui indiquera clairement la manitre dont A est formée. 

En appliquant cette notation pour exprimer la maniére de com- 
poser les périodes (a), @,, +--+, Gx, Geq1] et {y, A, -++, Gx, x41} 
nous aurons les formules: 








—_—— 
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(a, My** *y Ax, x41] _ [ax41] ot Qu [Get <9 1] ao eee aa [ay41] 
Om [x41 — 1) + [aegis] + % [aeqa — 1] 


(6) et eo [az41] + Gy-1 [x41 —1) 


{ay, Ay An, Uti} =a, { 4 — 1\ + {dept} + Oy {Ang — 1} 
+ {4x41} HPO {Anti —1} + {Angi} ’ 





ou 
{ ay} idl { &%m \ + {%} + i {G1} = {a, Ay,**", a,} 
et 
[oy] + [e@,] + +++ + [Gm] = [a Gy, °° +, Ay]. 


Si x = 0 les formules (6) se réduisent aux suivantes 


[4% 4] = [a,] + a [a, — 1], 
{%, a} = ay {a, — 1} + {a}, 
ot dy + 1 et a, sont des nombres entiers positifs quelconques, 

En posant ensuite dans les formules (6) x1 et prenant en 
considération les formules (7), nous trouvons que pour former la période 
[@y, @, @} il faut écrire successivement a, fois la période 
[42] + (4, — 1) [a, — 1] 


et une fois la période 


(7) 


Laz] + [42 — 1], 
et pour former la période {a,, a,, a,} il faut écrire une fois la période 
a, {ag — 1} + {a} 
et ensuite a, fois la période 
(a, — 1)+ {a, — 1} + {a}. 
Cependant en vertu des mémes formules (6) on a 
[4] + (a, — 1) [a, — 1] = [a, — 1, a,], 
ay {ay — ih + {a,\ = {a, ty}, 
[a2] + a, [a — 1] = [a, a], 
(a, — 1) {a = 1} oS {a,} = {a, — 1, a}. 


Done 


[a 4, 4] =a (4, — 1, a2] + [a, ay], 
{@q, 41, Gg} = {4,, dy} + a {a, — 1, a,}. 
Passons maintenant au cas plus général. Soient 


a, B,Y, °°; 9, v, @, 
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les périodes correspondantes 
{45 Gy, Ba, °° * dzi-1} , 
{a,, ys ** 5 dzi-1} 
et 
{a <= ie Gee ** %, zis} 
et supposons, que l’égalité symbolique 
(Ta) {d, Ayy Gay ** *y dzi-1} = Ay {ay — es es. ? *5 Azi—1} 


+ {ay, Gg, **"y dzi-1} 
a lieu. 


Alors il s’ensuit des formules (6), que la période 
[@, Gy, Ag, +++, Aer, Mei) 
sobtient si l’on écrit successivement a, fois la période 
[aac] + @” (ae, — 1) 4+ -+-+ [ae] + w’ [ae — 1] 
et une fois la période 


Caos) + a lao, — 1) + +++ + [aor] + o' fas, — 1}. 


Ceperdant les mémes formules (6) donnent 


(a2: + @” [a2 — 1] + +++ + [aed] + w" [ae — 1] 


= [a,—1, Gy, +++, G21) dei] 
et 
[a22] + « [aa, — 1] + +++ + [ae)) + 6’ [ae — 1| 
= [G,, Gy, +**, Geir, Aei]. 
Done si l’égalité (7a) a réellement lieu, on aura 
[@o, %,° +, Gert, Agi] = aya, —1, ay, - ++, Gert, dei] 
+ [a,, dy, + * +, G21, a2). 

De méme en supposant l'une des égalités suivantes 
[gy My, Lay + + +, ar—a] = (Ay, gy ++*+-yA2r-1] + aya, —1, ay, - + +, Aer], 
{gy Myo, * °° Uzi} = { Ay, Agrees, zi} + ay {a,—1, ay, +++, dai}, 
[gy yy Myy ++ *y Mai) = Ag[O,—I,tty,-++, zi] + [yy Gy, +++ +++, Ged), 


nous avons l'une des égalités correspondantes 
{a, Gy, Gy, ***y Azi-ty zi} _ {a,, Gg, ***,y Agi-r, a1} 
+ a {a,—1, dg, ++ +, Aer, Gai} y 
1g, Gy, Myy + +> Baty Arezr] = (Ay, Ag, +++) Cary Aeeqs] 
+ ay[a, — 1, ag, +++, Gar, Gerpi], 
{40> Gi» May ***, Gary Aerps} = Gy {G,— 1, ay, +++, Aer, Gorqs}, 


+ {a , Gg5 ***, Aeiy Azi41}. 











voir qu’on aura 


(3) 


ot. t, dy + 1, ay, a,,°° 


‘ 





quelconques, 


aurons 


[a9 + 1, 4,,- 
{a) + 1,a@,°° 
[a + 1,4,- 


{a + 1, a,,-- 


[gy Gy, Gy, - 
{ ig) @4) Aay 
[@y, Ay, Ay, * 


{do Ay) Moy ** 
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* *% da1—1| ~— [a;, Gg,***, aee—1] 
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En comparant ces résultats avec les égalités (7) il est facile de 


+ Ay [ay 1, Mg," **y 21-1]; 


my A2e-1} = ay {a,— 1, d,,++°, Ast} 
-}- {4, flgy** *y Ast}, 
++, dae] =ay)[a, — 1, ay,++-, aed) 
+ [a1, @,+++, Gee), 
*, Cae} Ss {a, Qo" * *y Gz} 
+ a, {a, —l,a,---, Ase} 5 


+5 Mori] = [@,, Gg, * + +, Gara] 

+ (a + 1)- (a, —1,@,-- 
*, Mai} = (a) + 1)-{a, — 1, a, +> 
+ {41, d_,°++, Aze-1} 
= (a) +1): [a,—1,a,,°° 
+ [a,, a2, *, Gael, 
_ {a,, Qo, ** +, Geil 


+ (dy + 1) {a, — 1, dy, ++ 


2% a2 +} 


“i az} 


D’ot Yon déduit 





[a + 1, a,,-° 
{a + 1, @y,°° 
[a + 1,a,°° 


{a +1, a,°: 


77 a21—1| = [a, Ay,°** "9 21-1] 


+ [a, —1,a,,- 


+, @gt—1, Gz sont des nombres entiers et positifs 


En substituant a, -- 1 au lieu de a, dans les formules (8) nous 


*y d2—1], 


mn) Aze—1} 


“9 a2] 


oa Az}. 


a @t—1}, 


*, Aae-1} = {a, — 1, ay, +++, dora} 
+ {4%, Ay," Asti}, 
+, dx] =[a,—1, a,,-- +, deel 
+ [a, %,- ++, dee), ; 


*» ze} = {Ay My,° + +, dae} 


+ {a, — 1, @y,++-, daey. 
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§ 7. 


a, =2 
Mo, Gy, 7 3 aa Ox—1 


Soit maintenant 


9) dont nous avons particu- 
ao, a, °° %s Ax—1, _ 


et passons aux suites ( 


ligrement & nous occuper. Dans ce cas en vertu des résultats du § 3. 
nous avons 








1 
@,F 1 

Gm—it ae 
a 
mite, +1 

w+ 1 
Oa 1 
j— 1 + 1 
1 
ee 
~ it 1 
w—1+ 1 
w+ 1 
Og -. 
> 1 
Oy - it L 
Coit in 1 
an l 
° @m 
La premiére de ces fractions, conformément aux notations du § 4., 
aw @ 
est égale a Ze. 


En outre en vertu de formules connues de la théorie des fractions 
continues nous avons 





P—P’ 1 
g-Q “1 a = 
t+ am 
Cy + _ 1 
ae oe 
“- 8 
G+ Lt 
tt 1 
et ensuite a, —1 

ns 

@ i+ 2 
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Ainsi de l’équation (10) nous avons 
P~—29  .9-@ 
@ _ aie 


ou simplement 


(11) Q' =3Q—P. 
En substituant cette valeur de Q’ dans l’égalité évidente 
PQ —P'Q=+1 


nous obtenons pour la valeur de P’ l’expression 
(12) P’ =3P— att ; 


Les égalités (11) et (12) nous permettent d’éliminer P’ et Q’ de 
la formule (5). 


yy Uys * *y Axa, 2 


‘ ) la formule 


Nous avons done pour la suite ( 
Ay, My ++) Mp1, 2 


suivante 


(13) le maximum de x 2 =e or ; 


Remarquons encore que les formules (11), (12) et (13) peuvent 


2 1 
étre appliquées aussi et aux suites () et (,) si nous admettons 
pour la premiére 
P 1 P’ 
> =2+ 5. ede ~=—2 
Fuerte Fe 
et pour la seconde 
¥ 1 | 
-msl+— e — =—Il1. 
Rill i 
Done pour ealculer la valeur du maximum de L, il suffit de 
connaitre la valeur correspondante de Q. Quant aux nombres @, nous 
trouverous pour les exprimer des formules correspondantes aux égalités 
symboliques (9). 


§ 8. 


Soient 


Para. 1 a 1 
ee  Qawits. 
a + i 


a,d Pot ; 
a 


| 


~ 
+ 
ms 
» 
~ = 











A. Marxorr. 





1+ 


i+ 1 


six fractions irréductibles pour lesquelles 
Qc,a =3Qa,2 — Pai, 
(11a) Qu, 0 = 3 Quo — Puw, 
Qa, w = 3Qe,0 — Pa, w- 
En vertu de formules connues relatives aux fractions continues 
Pu,2Qa,2 — Per Qar = +1, 
Pu, 0 Qu, 0 Pie Pi, © Qu, =-+ 1, 
Pa, 0 Qa,0 — Pi, 0 Qe,0 = + 1, 


et encore 
Puw = «,2 Pui + | Poe = Poa Pye + ; et an 
Qa, 0 = Qe, a Pe + Qc,a Qu, ws wn — Qa,a a -- Qa, Qu,00s 


d’ot en vertu des formules (11a) nous déduisons 











“are Paatt 
Poa =3P.. wees 
‘ # 
(12a) { Pi w= 3 Pro — ae 
Cu, 0 
P 1 
Poe = 3 Pa, te a ot 








Qa, w 
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Pe 1 
Pow Po Paw + (8Poa— —3—~) Quen 


(14) Qa, wo = Qa,a P ot (3 Qa,2 = Pu,2) Qu, ws 


Pe oti 
Cin = a2 (8Paw — =") +8 Qua —Pa,1)(8Qu.u—Pan) 


En substituant ces-valeurs de Po, Qe,w, Qe,w dans la derniére des 
formules (lla) nous aurons 


Pot 


Qu,2 (8 Pauw — 46) + (BQua — Pat) (8Qu 0 — Pave) 


=3 0,1 Py,u-+ 308 Qe,2— Pa, 2) Quw— Pay Pyyw—(3 Pa, — “gt *Y Qu, 
qui devient aprés quelques simples reductions | 
(15) Gat Git (Quo Par Pyo Par)? 

= 3Qa,2 Qu, o( Qu, Pa,a— Pu, w Qa, a)- 


Quant a la quantité 
Quo Pa,z — Pu,w Qe,a 
on voit, qu’en vertu de la seconde des formules (14) elle est égale a 
3 Qa,a Qu, w ae Qa, w+ 
Nous pourrons done écrire au lieu de la formule (15) 
Qa + On er (3 Qa, Qu, 0 bis Qa, wo)? =3 Qe,a Qu, w (3 Qa,a Qu, w an Qa, w) 
d’ov 


(16) Qoat Giwt GF, w= 3 Qe,2 Qu, Ge, 0’ 


§ 9. 
De ces considérations générales et des formules (9) et (11) il suit*) 
Y {a,+1, Gy: My, * * *y Ay—-1, 2\+ ¢ {a, Ay, Any ** *y An—ty 2\ 
+ @ {a,—1, Ag, ** %, Ax-1) 2} 
=3 OL) +1, 04.0,-++, Get, 2} + Q {Go Gy, Gy, *+*+ +, yr, 2} 
» Q {a,—1, ay, +++, Ay-1, 2} 


(17) 


*) Nous désignons généralement par le symbole Q {a, b, c,---,1} un nombre 
Q (§ 4.) correspondant 4 la période {a,b,c,---,1}. De -méme les nombres 
P, P’ et Q correspondants a cette méme période {a, b, c,---,1} seront designés 
par P {a,b,¢,--+,1}, P’ {a,b,c,---,1l} et Q {a,b,¢,---,1}. 











394 


A, Marxorr. 


ou 


x—l, a+1, ay) Gy, °** *5 Ax—ty 
sont des nombres entiers positifs quelconques, 
Eu vertu des mémes considérations nous avons 





Q? {dg 2, Ay My y°>*,Ax1,2} + Q? {Ag+ 1,4, ,@y,°+*,Ax-1,2} 

+Q? {a,—1,a,,-+-+++ » Qx—1,2} 

=3BQ {ay +2, 0) 5q4++*,Qe-1,2$ + Q {Ay 1,0), ay ,+++,Gx-1,2} 

Q {a,—1,a,, re 1Gx—1,2}, 

(18) QP? {1 ao], ay,+++, G1, 2} + Q? {ay 1,4,,+-++ >> »@y—1,2\ 
AQ? fag, Ayer 14y-1,2\ 

=3Q {1,qo+1,0,,-++,@e-1,2} - Q {ay +1,4,,+-+++ 74y-1,2} 

£ Q fay, dy, seereee- 1x12}. 


En comparant la formule (17) avec les formules (18) nous obtenons 


Q{a+2, yy °° ~y An—ty 2+ {a; i SE dial » Ax—-1y 2\ 
(19) —3Q {ay+1, ay, +++) Ger, 2} » Q{a,—1, a,,-+ +, ax, 2 
( Q{a,+2, Qi,°** = 


Q{ay, a, +--+ » Gxt, 2} 
et 


(20) ( Q{l,ao+1,a,, +--+, der, 2}+Q {a,—l, ay, - - a 
BQ fag $1, ay, ++ ++; Gxt, 2} + Qfay, ay, +++ +5 dx1,2} 
( 0 peaalinieats 
— Q{a,—1, a), +++, ay4, 2} 
Or il n’est pas difficile de voir qu’on a 
Q {a, +2, Gy °° *» Gumts 2} > U{a, Gi, ty Ayx—1, 2} 
Q{1,a.+1,a,, +++) Ax-1,2} > Q{a,—1,dy,+-+,d,-1, 2}. 
Done en divisant (19) par le facteur 
Q {a +2, ay, >> +) Met, 2$}—Q {ag Gy, +++, Gx, 2h 
et (20) par le facteur 
Q{1, ag], a, +++, dea, 2$}—Q{a,—1, ay, +++, de+,2} 


nous aurons définitivement 


et 
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Q {dy +2, Gy, +++) Gray 2¥+Qfay, ay, sees 1 Gy—1, 2} 
3 Q{a, —1, ay, +++, dy, 2} - Q {ay +1, @,++ +, Get, 2}, 
Q{1, aol, Qyy+ + +) Ger, 2}-+ Qf a, — 1, Gy, +++, Gea, 2} 
3Q{ay, > My—1, 2} "QO {do +1, 4, +++, axa, 2h. 


Ces égalités donnent un moyen facile de calculer successivement les 
nombres @ lorsqu’on connait 


042}, Q{1,2}, 042.2}, + Qfa,2}, Qfa41, 2}, -. 


(21) 


et 
Q{1, 1,2}, Q{1, 2,2}, ---, Q{1, a, 2}, Q{1, a+1, 2},--. 
Pour ces derniéres quantités la formule (17) donne 
(22) Q? {1, a, 2} + @ {a, 2} + @ {a — 1, 2} 
= 3Q{1,a,2} - Q{a,2} - Qfa— 1, 2} 


a étant un nombre entier positif quelconque. 
En outre nous avons 


Q {1} = 1, Q {2} —2, Q {1,2} =5, 
(23) P {a, 2} =Q {a+ 1, 2}, P{a— 1,2} = @ {a, 2}, 

Q {a,2}=@Q{a—1,2}, P’{a— 1,2} = Q@ {a — 1, 2} 
d’ou en ayant égard aux formules (11) et (12) nous déduisons 


Q{2} =3Q{1} -Q{1}— Q{1}, 
(24) Q{1,2} =3Q{2} -@{1} — Qi}, 
Q{a+ 1,2} = 3Q{a,2} - Q{1} — Q@{a—1,2} 
et encore - 
{i} +@ {1} +0°{1}=3Q{1} -e{1}-e{i}, 
(25) {@{2} +@{1} +@x%{1}=—3E{2} - e{1}-e{1}, 
Q {a,2} +Q? {a—1,2} +Q? {1} =3 @ {a,2}-@{a—1,2} -Q{1}. 


En comparant enfin l’égalité (22) avec la derniére des égalités (25), 
en vertu de l’inégalité 


Q {1, a, 2} > @ {1} 


hous aurons 
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(26) Q {1, a, 2} —3@ {a, 2} Q@ {a—1, 2} Q {1}, 
Done pour trouver @Q {1, a, 2} il suffit de connaitre Q@ {a, 2} et 
Q {a— 1, 2} qui s’obtiennent facilement des formules (24). 


A. Marxorr. 


§ 10. 
Disons encore quelques mots sur la résolution en nombres entiers 

et positifs de l’équation 
(16a) e+ y+ 2 = 3xryz 
que nous avons obtenue a la fin du § 8. Cette équation est symmé- 
trique relativement aux termes inconnus 2, y, 2; par conséquent, con- 
naissant l'une de ses solutions 

t= a, y = B, £m Y) 
il sera facile den trouver encore les cinq suivantes: 

C= a, y = Y> s= B; 

C= B, = Y> sc as 

C= ? y= a, sm V3 

z=, yma, 268; 

e=y, y=B, e=—a. 
Ces six solutions peuvent, évidemment, étre differéntes, nous les envi- 
sagerons cependant comme une seule et désignerons par 

“,y,2=—a, B,y 

Cela posé les formules du paragraphe précédent donneront les solutions 
suivantes de l’équation (16a) 


2,y,2=Q{1}, Q{1}, Q{1}; 
ayye—= Q{2}, QL}, QL IF; 
zne— O12}, @12}, C{1h, 
cinem Oa 2, @o—1,2}, Qt1hs 


(2) 
ayem Ot a2} ela}, a—1, 2h 


sae Ote2} {0-102}, ela—12 


a {1,j,i,+: a 3}, oft rts 03}, tin, i+ 54,2}; 


% 





Supposons maintenant que la méme équation a une autre solution 








i- 
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v,Y, =a, B, v 
qui ne se trouve pas dans l’ensemble ({). 


Dans ce cas les nombres a, B, y ne peuvent étre tous égaux 
entre eux, car si 


: a=—p=y, 
la solution 


“,y,e@=—a, By 
doit étre identique 4 la premiére des solutions (Q). 


Done si @ est le plus grand des nombres «, B, y et y le plus 
petit nous aurons 


a>Boy e a>y. 
a? + B+ 9? = BaBy 
3By > a> By. 


En la résolvant par rapport 4 @ on trouve 


L’équation 


nous donne 





By +V96ty*§— 488+ 7") | 
2 


em 


Des deux signes + c’est + qu'il faut garder, car nous avons pour 
toutes les valeurs entiéres positives de 6 et de y 
3By —Vop ey? — 48? + y%) 
By ey (B+ y < By. 
Il en résulte de la 
3 
3By > a> > Br 
et la différence 
3By — a 
se trouve comprise entre 0 et a. 
En la désignant par 0 nous trouvons 


B+ 7? + a = 3670. 
Done de la solution donnée: 


“L,Y, a#@=—a, By 
on peut déduire une autre 


x, ¥,2=86,y, o) 
B+rvt+td<a+f+y. 


Cette nouvelle solution aussi n’est pas comprise dans l'ensemble (Q), 
parceque dans le cas contraire la premiére solution 
2 
“,y,2=3py — 0, By 
devrait aussi tre comprise dans l’ensemble (Q) conformément aux formules 
du § 9. C’est pourquoi en transformant la solution 


ou 


Mathematische Avnalen, XVII. 27 
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@,Y; e=B8, ?) é 


d’aprés le procédé indiqué nous aurous encore une solution 


z,y,2=B, y, 0 

qui n’est pas comprise dans l’ensemble (Q) et satisfait 4 l’inégalité 
B+y+t+o<p+y+s. 

En continuant 4 discuter de la méme maniére, nous aurons une suite 
infinie de solutions de ]’équation (16a) 

ve, Y, e= » B; ?> 

“2, Y, 8 a vy, 9, 

ig ne 2 

x,y, 2= Bp", y”, 8, 


et une série infinie décroissante de nombres positifs et entiers 


atB+y, B+yt+d, Pt+yt+s, B+7+e, 


Ce qui n'est pas possible, car il n’existe qu'un nombre limité de 
nombres positifs entiers moindres que la limite donnée 


a+p+y 


Par conséquent toutes les solutions en nombres positifs et entiers de 
lequation (16a) doivent étre comprises dans l'ensemble (Q). 


Table des périodes {a,, a,,---, a,} pour les valeurs de x 
moindres de 6. 








wens date epi} f ~hyeetl {e—1,8, 7, e+1} 
| xz ly blade Yrsres 2 Yorvrerese ax 
ies teeeee t--1 Ll eecrece “a+ 1 ereseee c+ 1 
é— 
P~3++°8 . 


Périodes 


ee eeeee 








Sy 
bo 


‘ 
- 
- 
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bales {n—1, 8,6. 7,041} {#—1, 7, 8,8 y,e+41} 
| | y coe sere x Y eeecece x 
an -e+l ‘ 1 ‘a+ 
eee Sh oem x 
|» fi veseeee Gt] é if optdioed a+] 
y ws -2 Y rere x 
ee ee x+1 | ecerens a+1 
Sy oe —1-+-@ 
af! i 3 ti 
gee a+ . “Saree r+ 
Y ee & : Y eeeeees bY 
i et a+l ee a+ 
s—! ée—1 
Ce ciate me. x 
n—1 OP ieawehie z+ n—1: B veeeces a+ 
Yorrreees x Yorcseere £ 
- Rae a+ A a+ 
p sf?! 2 att x 
e I 1 ...-... a+ |p eee z+ 
ie Y eee wees bP} 
fs hia duisial a--1 
Fe 
—1 
oft Ki 
ee: a--1 
7 eee ewer Zz 
© cutee a-+-1 
—l1.--¢ 
af} 
iB intvedad e+ 
7 ee reree Zz 
o Ses cee “+l 
e—1 —l..-¢ 
oy) e+ 
y 
Y ereeeee Zz 
Bi ewsicwies a2-+1 
—1-+2 
8 v 
| 1 ous one e+ 


Remarque, Le lecteur trouvera les mémes périodes dans la table, ajoutée 
au tome I de l’ouvrage de J. Bernoulli: ,,Recueil pour les astronomes.‘ 
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Die Principien der Elektrodynamik.*) 
Von 


Dr. Cart NEUMANN. 


Die einzelnen Gebiete der Physikalischen Wissenschaft kénnen 
fiiglich nach Beschaffenheit derjenigen Elementarkriifte, durch deren 
Annahme die betreffenden Erscheinungen ihre Erkliirung finden, in 
zwei Gruppen gebracht werden. Auf die eine Seite sind alsdann zu 
stellen die Mechanik des Himmels, die Elasticitét, die Capillaritit, 
iiberhaupt diejenigen Gebiete, bei welchen jene Kriifte ihrer Richtung 
und Grésse nach vdllig bestimmt sind durch die relative Lage der 
materiellen Theile; auf die andere Seite aber werden zu bringen sein 
die Untersuchungen iiber Reibung, iiber Elektricitéit und Magnetismus, 
vielleicht auch die Optik, itiberhaupt diejenigen Gebiete der Physik, in 
welchen die genannten Krifte ausser von der relativen Lage noch 
abhiingig sind von andern Umstiinden, z. B. von den Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen. 

Wenn nun das Gesetz (oder Princip) der Lebendigen Kraft simmt- 
liche Naturerscheinungen beherrscht (und hiefiir sprechen alle bisherigen 
Erfahrungen), so erscheint solches fiir die Gebiete erster Art als eine 
unmittelbare Folge der zu Grunde gelegten Vorstellungen, fiir die 
Gebiete zweiter Art hingegen als eine Sache des Zufalls. Denn die 
Elementarkrifte erster Art unterwerfen sich der Herrschaft jenes Ge- 
setzes von selber, die der zweiten Art aber nicht. 

» Hs hat“ — sagt Fechner in seiner Psychophysik. 1860. Bd. I. 
Pag. 34. — ,,allen Anschein, dass sich diese (letztern) Elementarkrifte 
so combiniren, dass das Gesetz in allen Naturwirkungen seine Giiltig- 
keit behalt. Fiir die magnetischen und dafiir substituirbaren elektrischen 
Strémungswirkungen leuchtet dies von selbst ein, insofern sie sich als 
Wirkungen von Centralkraften, die unabhiingig von Geschwindigkeit 
und Beschleunigung sind, wirklich repriisentiren lassen. Ausserdem 

*) Es folgt hier ein wértlicher Abdruck derjenigen Schrift, welche bereits 
im Jahre 1868 gedruckt wurde als Gratulationsschrift der Tiibinger Universitit 
zum funfzigjihrigen Jubiliium der Bonner Universitit. 
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hat mir Prof. W. Weber auf mein Befragen miindlich mitgetheilt, 
dass er iiberhaupt in allen Fallen, auf die seine Untersuchung gefiihrt, 
auch tiber die Grenzen jener Wirkungen hinaus, das Gesetz in Kraft 
gefunden, wenn schon seine volle Allgemeingiiltigkeit fiir das Bereich 
dieser Kriafte noch des strengen Beweises bediirfe.“ 

Doch handelt es sich dabei eigentlich nicht um einen Beweis, 
sondern um eine Entdeckung. Denn jenes Gesetz repriisentirt eine 
Relation zwischen der Lebendigen Kraft und dem Potential, also eine 
Relation zwischen zwei Gréssen, von denen die letztere, bekannt fiir 
die Elementarkrifte erster Art, vdllig unbekannt ist fiir diejenigen der 
zweiten Art. Es handelt sich daher, was die letztern Krifte anbelangt, 
nicht um den Beweis des Gesetzes, sondern um die Lnideckung seines 
Inhalts, um die Auffindung derjenigen Grésse, welche als das Poten- 
tial jener Kriafte anzusehen wiire. 

Als ich vor drei Jahren, angeregt durch die vorhin érwibnten 
Worte Fechner’s, mit dieser Frage mich zu beschiiftigen begann, 
und dabei namentlich auf diejenige Elementarkraft zweiter Art meine 
Aufmerksamkeit richtete, welche nach Weber zwischen je zwei 
elektrischen Theilchen anzunehmen ist, fand ich bald, dass als Poten- 
tial einer solehen Kraft mit gewisser Berechtigung folgender Ausdruck 
angesehen werden kénne: 


__ mm, y mM dr 2 
hire r +G r (ar) 


wo unter m, m, die Massen der beiden Theilchen, ‘unter r ihre Ent- 
fernung, unter ¢ der betrachtete Zeitaugenblick, und unter G eine 
Constante zu verstehen sind. Denn es zeigte sich, dass jene von 
Weber angenommene Kraft aus diesem Ausdruck durch Variation 
nach den Coordinaten in genau derselben Weise abgeleitet werden 
kénne, in welcher eine Elementarkraft erster Art aus ihrem Potential 
erhalten wird durch eine nach den Coordinaten bewerkstelligte Diffe- 
rentiation, 

Und gleichzeitig ergab sich, dass wihrend der Bewegung der 
beiden Theilchen bestiindig eine sehr einfache Relation obwalte zwischen 
der Lebendigen Kraft und zwischen den beiden Bestandtheilen jenes 
als Potential adoptirten Ausdrucks W, nimlich folgende: 


(Leb. Kraft.) + =“ —G a“ (Fi y= Const. 


Kaum noch konnte es zweifelhaft sein, dass diese Relation das zu 
entdeckende Gesetz repriisentire fiir jene von Weber angenommene 
Kraft. 

Auch hatte ich schon damals nach Maassgabe des Ausdruckes W 
das Potential gebildet fiir zwei Elemente elektrischer Stréme, und ge- 
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C. Neumann. 





funden, dass aus dem so erhaltenen Potential sowohl die repulsive als 
auch die inductive Wirkung der beiden Elemente auf einander in sehr 
einfacher Weise sich ableiten liesse, dass nimlich die erstere aus jenem 
Potential deducirt werden kénne durch Variation nach der Ent- 
fernung, die letztere durch Variation nach der Richtung des einen 
Klementes. 


Befremdlich und in einigem Contrast zu dem bisher Ueblichen 
mag im ersten Augenblick erscheinen, dass Variationen an Stelle der 
Differentiationen treten sollen. Doch wird, wie ich sogleich bemerken 
will, dieser Contrast einigermassen gemildert, wenn man _ beachtet, 
dass Aehnliches auch schon im Bereich der Elementarkriifte erster Art 
zu ‘Tage tritt, z. B. bei Untersuchungen iiber Elasticitiit. Sind niim- 
lich u, v, w diejenigen Functionen der Coordinaten, durch welche die 
innern Verriickungen eines gegebenen elastischen Kérpers repriisentirt 
werden, und ist ® das Potential derjenigen Wirkung, welche simmt- 
liche Theilchen des Koérpers auf irgend eines derselben ausiiben, so 
ergiebt sich die auf letzteres einwirkende Kraft durch Variation von 
® nach wu, v, w (wie solches ausfiihrlich von mir entwickelt worden 
ist in einem Aufsatz iiber Elasticitiit, Borchardt’s Journal, Bd. 57. 
Pag. 304). 

Zur Wiederaufnahme und Weiterfiihrung der in Rede stehenden 
Untersuchungen wurde ich vor einiger Zeit veranlasst durch einen in 
Poggendorff’s Annalen (Bd. 131. Pag. 237) aus dem Nachlass Rie mann’s 
publicirten Aufsatz, in welchem der (allerdings wenig gelungene, 
vielleicht auch nur in Folge der gar zu knappen Darstellung nicht 
gehorig zu beurtheilende) Versuch gemacht ist, die repulsive Wirkung 
zweier Stromelemente auf einander durch Elementarkrifte erster Art 
zu erkliren, unter der Voraussetzung, dass das Potential dieser Krifte 
— ahnlich wie das Licht — mit einer gewissen constanten Geschwin- 
digkeit durch den Kaum sich fortpflanze. Zu meiner Ueberraschung 
fand ich, dass diese Annahme direct hinleite zu der von mir gemachten 
Conjectur, dass nimlich das gewéhnliche (der Newton’schen Gravi- 


mm, 


tationskraft entsprechende) Potential bei Voraussetzung einer 


solchen progressiven Fortpflanzung in eine Grésse sich verwandele, 
deren wirksamer Bestandtheil véllig identisch ist mit dem vorhin ge- 
nannten Ausdruck W. 

Schon im Mai d. J. habe ich der Gittinger Gesellschaft der Wissen- 
schaften eine kurze Mittheilung mir zu machen erlaubt iiber die Aus- 
gangspunkte und Ergebnisse der in Rede stehenden Untersuchungen 
(Nachrichten der Gesellschaft. 16. Juni 1868). Wenn ich nun hier 
diese Untersuchungen, oder wenigstens einen Theil derselben, in aus- 
fiihrlicher und méglichst sorgfiltiger Weise darzulegen beabsichtige, 














Principien der Elektrodynamik. 403 


so geschieht das nicht etwa, weil ich diese Untersuchungen bereits 
fiir véllig durchgreifend hielte, sondern vielmehr wegen der ausser- 
ordentlichen Wichtigkeit des behandelten Gegenstandes, und weil ich der 
Meinung bin, dass meine Untersuchungen fiir ein tieferes Eindringen 
in diesen Gegenstand nothwendig oder wenigstens nicht ohne Nutzen 
sein diirften. 


§ 1. 
Vorlaufiger Ueberblick. 


Grundlage der Untersuchung. 


In der vorliegenden Untersuchung werde ich der Nomenclatur 
derjenigen Autoren mich anschliessen, welche unter Lebendiger Kraft 
die Summe der Massen verstehen, jede multiplicirt mit dem halben 
Quadrat ihrer Geschwindigkeit, und welche ferner unter Potential die- 


jenige Function der Coordinaten verstehen, deren negative Differential- 


Coefficienten die Kriifte reprisentiren*). Bei Anwendung dieser Nomen- 
clatur (welche namentlich zweckmissig erscheint mit Riicksicht auf 
die Mechanische Wiirmetheorie) wird das Princip der Lebendigen Kraft 
die Form annehmen: 

(Leb. Kraft) ++ (Potential) = Const. . 
Gleichzeitig wird alsdann ein anderes allgemeines Princip der Mechanik, 
das Hamilton’sche Princip seinen Ausdruck finden in der Formel: 


) J (cleo. Kraft) — (Potential) ) dt =0, 


wo die Integration sich hinerstreckt iiber einen beliebig zu wihlenden 
Zeitraum, und wo @ die innere Variation, nimlich eine Variation be- 
zeichnet, welche nicht die Grenzen, sondern nur das Innere jenes 
Zeitraumes betrifft. 

Wenn ich nun bemerke, dass bei gegebenen Kraften das Potential 
bekannt ist, dass aber auch umgekehrt durch Angabe des Potentials 
die Krifte bestimmt sind, und wenn ich demgemiss mir erlaube, das 
Potential als das Primiire, als den eigentlichen Bewegungsantrieb an- 
zusehen, die Krifte hingegen aufzufassen als das Secundire, als die 
Form, in welcher jener Antrieb sich fussert, so liegt hierin keine 
reale, sondern héchstens eine formale Neuerung. Wesentlich neu hin- 
gegen (wenn auch verwandt mit der schon von Riemann gemachten 


*) Bei dieser Definition werden Lebendige Kraft und Potential identisch mit 
denjenigen Gréssen, welche die Englinder als actuelle und potentielle Energie 
bezeichnen, Auch wird gleichzeitig das Potential identisch mit derjenigen Grisse, 
welche von Helmholtz Spannkraft genannt ist. 
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Conjectur) ist die von mir gemachte Voraussetzung, dass jener durch 
das Potential repriisentirte Bewegungsantrieb von einem Massenpunkt 
zum andern nicht momentan sondern progressiv iibergehe, dass er im 
Raume sich fortpflanze mit einer gewissen allerdings dusserst grossen 
Geschwindigkeit. Diese Geschwindigkeit wird als constant betrachtet, 
und mit ¢ bezeichnet werden. 

Die eben genannte Vorstellung und daneben die Annahme, dass 
das Hamilton’sche Princip eine villig unumschrinkte Giiltigkeit besitze, 
bilden die Grundlage meiner Untersuchung; sie bilden diejenige Quelle, 
aus welcher die (von Ampére, Weber und meinem Vater entdecktien) 
Gesetze der elektrischen Erscheinungen von selber hervorgehen wer- 
den, ohne Zuziehung irgend welcher weiteren Voraussetzung. 

Kaum zu bemerken wird es néthig sein, dass die gewdhnliche Vor- 
stellung einer momentanen Fortpflanzung des Potentiales in der hier zu 
Grunde gelegten Vorstellung einer progressiven Fortpflanzung als spe- 
cieller Fall enthalten ist, dass niimlich diese in jene tibergeht, sobald 
man die Constante ¢ = oo setzt. 


Weber's Gesetz. 


Betrachtet man zuvérderst nur zwei Punkte m und m,, welche 
sich bewegen unter ihrer gegenseitigen Kinwirkung, so sind, ausgehend 
von der Vorstellung einer progressiven Fortpflanzung des Potentiales, 
fiir jeden gegebenen Zeitaugenblick ¢ zwei verschiedene Potentiale zu 
unterscheiden, das emissive und das receptive. 

Das emissive Potential ist dasjenige, welches von jedem der beiden 
Punkte ausgesendet wird zur Zeit t, und welches also erst ein wenig 
spaiter den andern Punkt erreicht. Bezeichnet r die Entfernung der 
Punkte zur Zeit ¢, und ist @ das derselben Zeit entsprechende emissive 


: . ’ ‘ mm 
Potential, so wird nach dem Newton’schen Gesetz: 7 = —— 


allgemeiner : 


, oder 


(1) T= mm, g, 


wo » = g(r) irgend welche gegebene Function von r vorstellt. 

Das receptive Potential andererseits ist dasjenige, welches von 
jedem der beiden Punkte empfangen wird zur Zeit t, und welches also 
schon ein wenig friiher von dem andern Punkte abgesendet wurde. 
Das der gegebenen Zeit zugehdrige receptive Potential ist demnach 
identisch mit dem einer friiheren Zeit entsprechenden emissiven Poten- 
tial. Bezeichnet wiederum r die Entfernung zur Zeit ¢, und @ das 
derselben Zeit entsprechende receptive Potential, so ergiebt sich nach 
einiger Rechnung: 


(2) 
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wo 


dy \2 
w= mm, ly + (tr) |: 


dd 
)—= mm —; |- 
W i [ 2 + dt | 
Hier ist m die in dem emissiven Potential enthaltene Function; und 
gleichzeitig bezeichnen w, x, ® gewisse andere, ebenfalls nur von r 
abhingende Functionen, welche aus der gegebenen Function » sich 
ableiten lassen durch ziemlich einfache Operationen. So ist z. B. 


(4) — a] V —+ Ge ar, 


Die Function @ ist, wie aus ihrer Bedeutung unmittelbar hervorgeht, 
unabhiingig von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c; w, x hingegen 


(3) 


sind behaftet mit dem Factor . , und ® mit dem Factor os . 
Zu bemerken ist noch, dass fiir den Fall des Newton’- 
(5) schen Emissionsgesetzes, niimlich fiir go = . die Function w 
den Werth annimmt: » = = . 
Von den beiden Bestandtheilen des receptiven Potentiales mag 
(zur Abkiirzung und mit Riicksicht auf die Ergebnisse der weitern 


Untersuchung) der eine, nimlich w das effective Potential, der andere 


d ‘ naan , 
a das ineffective Potential genannt werden. 


Da nun das Hamilton’sche Princip als unumschrinkt giiltig an- 
gesehen wird, so muss im vorliegenden Fall die Bewegung der beiden 
Punkte m und m, in einer Weise stattfinden, welche charakterisirt 
wird durch die Formel: 


6 {(c—o) dt=0, 


wo t die lebendige Kraft der beiden Punkte und @ das schon genannte 
receptive Potential vorstellt. 

Substituirt man fiir m seinen Werth (2), so reducirt sich diese 
Formel auf: . 


6 {(e—w) dt =0. 


Hieraus ergeben sich, wenn man die Variation wirklich ausfiihrt, die 
zur Bestimmung der Bewegung nothwendigen sechs Differentialglei- 
chungen. Und diese Gleichungen geben Rechenschaft tiber die Art 
und Weise, in welcher der durch das Potential reprisentirte Bewegungs- 
antrieb sich iiussert, d. i. Rechenschaft iiber die Kraft, welche zwischen 
den beiden Punkten thitig ist. Das Resultat, zu welchem man in 
solcher Weise gelangt, ist folgendes: 
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1. Zwischen den beiden Punkten ist wihrend ihrer Bewegung 
eine Kraft R thiitig, welche bestiindig zusammenfillt mit der 
Verbindungslinie r. 

II. Betrachtet man diese Kraft R als eine repulsive, und ist w 

das (schon genannte) effective Potential der beiden Punkte 

aufemander, so wird R jederzeit gleich sein dem negativen 

Variationscoefficienten von w nach r. Hieraus folgt sofort: 


: "tals dq 9 dy @y 
(6) R= mm, ' de +? dr dt? | ‘ 
eine Formel, welche fiir den in (5) erwihnten Specialfall mp = _, 
9 5 . ° 
y= = sich verwandelt in: 
>. =. 1 4 a Vr | 
(6a) R= mm, # + ceVr ae ‘ 


Die Formel (6) stimmt genau iiberein mit demjenigen Gesetze, 
welches ich vor zehn Jahren meiner Untersuchung iiber die Magnetische 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes zu Grunde gelegt habe. 
Und die Formel (6a) ist (selbst bis auf die Buchstaben) identisch mit 
dem Weber’schen Gesetz. 

Kine hier sich anschliessende allgemeinere Untersuchung fiihrt zu 
folgenden weiteren Resultaten: 

Il. Ist W das effective Potential eines beliebigen Punktsystemes, 
und sind x,y, 2 die Coordinaten desjenigen Punktes, welcher 
die Masse m besitzt, so werden die Componenten der auf m 
einwirkenden Kraft jederzeit gleich sein den negativen Varia- 
tionscoefficienten von W nach x, y, 2. 

IV. Ist ferner P die Componente jener Kraft nach einer beliebig 
gegebenen Richtung p, so wird P jederzeit gleich dem negativen 
Variationscoefficienten von W nach p. 

Der hier mehrfach gebrauchte Ausdruck Variationscoefficient be- 
darf einer kurzen Erliiuterung. Sind uw, v,...w unbestimmte Functionen 
von irgend einer Grundvariablen (z. B. von der Zeit), oder auch wn- 
bestimmte Functionen von beliebig vielen Grundvariablen @,, @,,...@n3 
und ist G ein gegebener aus den Variablen a@,, a,,...a@,, aus den 
Functionen w,v,...w und aus irgend welchen Ableitungen dieser 
Functionen nach jenen Variablen zusammengesetzter Ausdruck; so 
kann bekanntlich die durch eine Aenderung von w, v,... w entstehende 
innere Variation 


n) 


( 
6 Gda,da,... da, 


immer in die Form versetzt werden: 
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(n) (n) 
6 [Gde, da,++-de, =| (adw + bdv + --- + cdw) da, da, -+» day, 
in welcher die Coefficienten a, b,... ¢ nur von @,, @,,... G@,, U,V)... W 


abhiingen, unabhingig aber sind von den Variationen dw, dv,... dw. 
Diese Coefficienten a,b,...c¢ sind es, welche ich die Variations- 
coefficienten von G nach u,v,...w nenne. 


Die Gesetze der Elektrischen Repulsion und Induction. 


Da die zu Grunde gelegten Voraussetzungen hingefiihrt haben zu 
Weber’s Universalgesetz, so werden sie selbstverstindlich auch hin- 
leiten miissen zu denjenigen bekannten Specialgesetzen, welche schon 
vor jenem Gesetz fiir die zwischen elektrischen Strémen sich zeigenden 
repulsiven und inductiven Wirkungen gefunden waren, und spiter erst 
durch das Weber’sche Gesetz zu einem einheitlichen Ganzen zu- 
sammengefasst wurden. Trotzdem habe ich diesen Gegenstand genauer 
untersucht, und habe dabei gefunden*), dass es fiir die Deduction der 
genannten Specialgesetze fast vollkommen gleichgiiltig ist, ob man 
ausgeht von der dualistischen oder von der unitarischen Vorstellung, 
dass niimlich eine Differenz in dieser Beziehung nur eintritt bei den 
Gesetzen der Induction, und auch hier nur in denjenigen (wohl noch 
immer nicht ausreichend untersuchten) Fallen, wo es sich um die 
Induction nicht geschlossener Stréme handelt. 

Es sei ds das Element eines elektrischen Stromes, ferner seien 


+ eds und — eds die darin enthaltenen Quantitiiten positiv und 
negativ elektrischen Fluidums, endlich seien s’ = ae und S’ die Ge- 


schwindigkeiten, welche jene Quantitiiten besitzen nach ein und der- 
selben Richtung s. 

Setzt man S’ = — s’, so bewegen sich beide Fluida mit gleicher 
Schnelligkeit nach entgegengesetzten Richtungen, in voller Ueberein- 
stimmung mit der gewohnlich zu Grunde gelegten dualistischen Vor- 
stellung. 

Setzt man hingegen S’ = 0, so wird das negative Fluidum als 
fest verbunden aufgefasst mit der ponderablen Materie, oder wohl gar 
als identisch mit dieser Materie: so dass alsdann nur ein in Bewegung 
begriffenes Fluidum vorhanden ist. Diese letztere Vorstellung ist es, 
welche vorhin kurzweg als die unitarische bezeichnet wurde. 


*) Was ich hier in Betreff der elektrischen Repulsion und Induction als 
Resultat meiner Untersuchungen angebe, wird in der gegenwiirtigen Schrift nicht 
weiter entwickelt und begriindet werden. Ich behalte mir solches vor fiir eine 
spatere Mittheilung. 
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Verfolgt man gleichzeitig beide Vorstellungen, und liisst man die 
im emissiven Potential enthaltene Function gm dabei unbestimmt, so 





, os . 
gelangt man zu Resultaten, welche (wenn ds, eds, s = at die schon 
, 06 
genannte Bedeutung behalten, und do, ydo, o =~ analoge Be- 
ot 


deutung in Bezug auf irgend ein zweites Stromelement besitzen) in 
folgender Weise ausgesprochen werden kénnen: 
I. Ist W das effective Potential der beiden Stromelemente auf- 
einander, und r ihre Entfernung, so wird jederzeit 
(7) ~ (2n)?dsdo.es no ow ow 
2 os 06 
sein, wo wy die in (4) angegebene Function reprdsentirt, und 
wo n eine Zahl vorstellt, welche = 2 oder = 1 ist, jenach- 
dem man der dualistischen oder der unitarischen Vorstellung 
sich anschliesst. 


Fiir den Specialfall go = : wird, wie in (5) erwiihnt wurde, » = aa 


Fiir diesen Fall geht daher der Werth des Potentiales W iiber in: 
2n\ dsdo.es' no Or Or 
(7a) w=( a 
c 2r ds 06 
II. Die repulsive Kraft %, mit welcher die beiden Stromelemente 
aufeinander einwirken, ist jederzeit gleich dem mnegativen 
Variationscoefficienten des Potentiales W nach r. 
Hieraus folgt die Formel: 





8 R= (Pn) dsdo-es na &% 2 
(8) t= (2n)? ds ¢ eS 06 7 aeae 
- 1 “Vr . : 
welche fiir go = =» = —— iibergeht in: 
an\* 2dsdo-es no Vr 
8a a) —( ) a9 ; 
( a) . c Vr Osage 


Diese letztere Formel aber ist identisch mit der des Ampére’ schen 
Gesetzes, wie sich leicht ergiebt. 

Ill. Sind do und ds zwei Elemente geschlossener Strime, und 
bezeichnet & die von do auf ds in der Richtung s ausgeiibte 
Elektromotorische Kraft, so wird & jederzeit gleich sein dem 
negativen Variationscoefficienten von W nach s. 

Diese Regel, welche allgemein giiltig ist (einerlei ob die Induction 
durch eine Aenderung der relativen Lage oder durch eine Aenderung 
der Stromstiirke hervorgerufen wird) fiihrt augenblicklich zu der Formel: 


aw 
dt ’ 





(9) & = 











U 


vl 
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wenn man namlich unter W den Werth des Potentiales W fiir's' —=1 


versteht. Und diese Formel reprisentirt unmittelbar das von meinem 


Vater aufgestellte Inductionsgesetz. 


IV. Bis hierher findet also zwischen den Resultaten, die aus 
der dualistischen Vorstellung sich ergeben, und denen, die 
aus der unitarischen Vorstellung entspringen, vollstindige 
Uebereinstimmung statt. Doch habe ich auch den Fall der 
Induction zwischen nicht geschlossenen Strémen genauer unter- 
sucht, und gefunden, dass in diesem Fall zwischen den 
Resultaten, zu welchen jene beiderlei Vorstellungen hin- 
leiten, eine erhebliche Differenz stattfindet. 


Das Princip der Lebendigen Kraft. 


Ks ist die Voraussetzung gemacht worden, dass das Hamilton’ sche 
Princip eine vollig unumschriinkte Giiltigkeit besitze. Als unmittelbare 
Consequenz dieser Voraussetzung wird sich ergeben, dass das Princip 
der Lebendigen Kraft ebenfalls immer giiltig ist, dass dasselbe jedoch 
seine gewohnliche Form nicht immer bewahre. 

Sind nur zwei Punkte gegeben m und m,, und bezeichnet w das 
effective Potential der beiden Punkte aufeinander, so wird nach (3): 


(10) w= mm, G -t. (3° "| A 
oder was dasselbe ist: 
(11) w=u+r, 


wo uw und vw die Bedeutungen haben: 


u= mm, —, 
(12) dy 2 
dt /)~ 
Aus der Bedeutung von » und w (vergl. (1) und (4)) folgt sofort, dass 
uw unabhiingig ist von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, dass hin- 


v= mm, ( 


‘ ; 1 
gegen v behaftet ist mit dem Factor ore Andererseits erkennt man 


aus (12) augenblicklich, dass v verschwindet, sobald die beiden Punkte 
im Zustande der Ruhe erhalten werden, und dass also in diesem Fall 
das Potential w iibergeht in w. Demgemiiss werde ich mir erlauben u 
das statische, v aber das motorische Potential zu nennen. Beiliufig 
diirfte zu bemerken sein, dass das statische Potential immer gleich- 
werthig ist mit dem emissiven Potential, wie solches nicht nur aus 
den aufgestellten Formeln sich, ergiebt, sondern auch direct hervor- 
geht aus der Definition dieser Potentiale. 

Es handele sich nun um die Bewegung eines beliebigen Punkt- 
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systemes, und es sei W das effective Potential desselben. Der Werth 
von W mag in derselben Weise, wie der von w, in zwei Terme zer- 
legt werden: 

(13) W=U-+4 VD. 

Alsdann wird der von ¢ unabhingige Term U das statische, und der 
mit dem Factor . behaftete Term V das motorische Potential des 


Systemes repriisentiren. Bedient man sich dieser Bezeichnungen, so 
gilt, wie ich zeigen werde, fiir die Lebendige Kraft folgender Satz: 
Bei der Bewegung eines beliebigen Punktsystemes wird die Leben- 
dige Kraft, vermehrt um das statische und vermindert um das moto- 
rische Potential, bestindig ein und denselben Werth behalten. Es 
wird also 
(14) T + U — V = Const. P 
sein, falls niimlich 7 die Lebendige Kraft des Systemes bezeichnet. 
Fiir den Fall der momentanen Rrrecaacrtretg d. i. fiir ¢ =o ver- 


schwindet der mit dem Factor a behaftete Ausdruck V; und es ver- 


wandelt sich demnach die Forme) (14) fiir diesen Fall in die wohl- 
bekannte Formel 7' + U = Const. ; 

Was die Ausdriicke 7’, U, V anbelangt, mag schliesslich noch 
bemerkt werden, dass der erste nur von den Geschwindigkeiten der 
Punkte, der zweite nur von ihrer relativen Lage, der dritte aber gleich- 
zeitig von den Geschwindigkeiten und von der relativen Lage ab- 
hingig ist. 





g 2. 
Die Variationscoefficienten. 
Vorliufige Bemerkung. 


Sind f und » Functionen der drei Variablen a, B, y, so gelten 
die Gleichungen : 


ae e _ Of @®@ 
f Feahir wi ya (F Opey da Opdy’ 
of @@ = is of oe ef do 
da OBdy eB “ ips Wer oy? 


ef dp _ @ ~)— 
OadB Oy oy peop ® Tengay 
Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit (— 1)°, (—- 1)', (— 1)* 


multiplicirt, und sodann addirt, so ergiebt sich: 


&y of og 
(1) ‘Gadpoy 2 i are ai) a op (— 1) Fa oy) 
of; 4 3 OF 
+ oy (( hae cs r 9) ¥ in-49 Oadpoy ?: 
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In analoger Weise wird sich, wenn f und @ Functionen von be- 
liebig vielen, etwa von p Variablen a, 8, ... 2m sind, eine Formel 
ergeben von folgender Gestalt: 





: a” 24 , 4 P 
(2) f =a es a a 


Gadp...0x Or On 
ert 
— p é 
5 ie eat Oudp...0n ™ 

Sind im Ganzen » Variable @,, @,...@, vorhanden, von welchen 
f, » abhiingen, und versteht man unter «, B,...2 beliebig gewihlte 
unter jenen » Variablen und jede der gewihlten beliebig oft wieder- 
holt, so wird die Formel (2) ebenfalls noch giiltig sein. Wird unter 
so bewandten Umstiinden jene Formel mit da, da, ....da, multiplicirt, 
und integrirt iiber ein beliebig gegebenes Gebiet, so folgt: 


(n) 


‘ oa 
(3) {rf 7a06 = Om da, da,...da, 
. ay 


(n) 


=X + (— 1)? | o*f gy da, da,... day, 


OadB...éx 
wo X eine Summe (n — 1)facher Integrale vorstellt, welche sich er- 
strecken tiber die Grenze des gegebenen Integrationsgebietes, wnd 
welche (wie aus der Bedeutung von A, B,... P hervorgeht) ver- 


schwinden, sobald die Function p und stimmtliche Ableitungen derselben 
an jener Grenze Null sind. 


Definition der Variationscoefficienten. 


Es sei u eine wnbestimmte Function der Variablen @,, a, ... &n3 
wiederum repriisentire a, 6, ...2 eine beliebige Auswahl dieser 
Variablen, jede gewihlte beliebig oft wiederholt, und zur Abkiirzung 
werde gesetzt: 

oP u , 
(4) 7adp...08 
Ferner sei . 
(5) G = G(a,, @,... G_, U, &) 
ein gegebener aus jenen Variablen, aus « und uw zusammengesetzter 
Ausdruck. Es soll die Variation untersucht werden, welche das iiber 
ein beliebig gegebenes Gebiet ausgedehnte Integral 


(n) 
(6) J Gda, da,... de, 


erleidet durch eine Aenderung von w, unter der vereinfachenden Voraus- 
setzung, dass die Function w und alle ihre Ableitungen an der Grenze 
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des gegebenen Gebietes ungeiindert erhalten werden. Oder, wie wir 
uns der Kiirze willen in Zukunft ausdriicken werden, es soll unter- 
sucht werden die innere Variation jenes Integrales, Fiir diese ergiebt 
sich sofort: 

™ ) 


(7) of Gda, da,... de, -{ OG - da, da,... dey, 


(n) 
‘0G » 0G 1 
-{(% du + ou’ bw’) da, da, +++ dey, 
Nun ist nach (4): 


+ oe a? du 
(8) ga O* ™ Oa Deds...0e 
also nach (3): © 


(n) 
0G , 
(9) « f3s Ou’ da, da, ... da, 


(n) 
b| at 


=r£+(— | - 


0G ' 
~,: —, -Ouda, da,- ++ day. 
OadB...éx ow 2 


Der vorhin angemerkte Fall eines Verschwindens von & tritt hier ein. 
Denn die hier an Stelle von  befindliche Function du verschwindet 
nebst allen ihren Ableitungen an der Grenze des Integrationsgebietes, 
weil die auszufiihrende Variation eine innere sein soll. Mit Riicksicht 
hierauf ergiebt sich, wenn der Werth (9) in (7) substituirt wird: 

(n) ) 


(n 
(10) ri) fGae, da,-++ de, - {| adu da, da,+++d&n, 


wo a die Bedeutung hat: 


6G . e” oG 
(11a) eas + t- Of gc We 
d. i. die Bedeutung: 
aG QP oG 
(1b) om ja + — ) Sap.-oe 
' ° OadB...0x 


Zur Abkiirzung mag diese Grosse so bezeichnet werden: 


0G oG 
(lle) e == ou + ey Dy 


ow’ 

wo alsdann D,° die Differentiation nach allen denjenigen Variablen 
andeuten soll, in Bezug auf welche die Ableitung w’ gebildet ist, und 
wo gleichzeitig ¢, eine Zahl bezeichnet, welche den Werth + 1 oder 
— 1 hat, jenachdem w’ eine Ableitung gerader oder ungerader Ord- 
nung ist. 
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In ganz analoger Weise liisst sich eine allgemeinere Aufgabe be- 
handeln. Ist namlich nach wie vor w eine unbestimmte Function der 
Variablen a, @,...@,, sind ferner w,u”,... beliebig viele und be- 
liebig hohe Ableitungen jener Function nach diesen Variablen, und 
ist endlich 
(12) G == G(a,, @,,... Gn, HW, #...) 
ein gegebener aus jenen Variablen, Functionen und Ableitungen zu- 
sammengesetzter Ausdruck, so wird sich fiir die innere Variation des 
Integrales 

n) 
(13) f Gace da,...@@, 


folgender Werth ergeben: 
(n) 


{ ”) 
(14) of Gda, da,... dey -{ aduda,da,... day, 


wo a bei Anwendung der in (llc) eingefiihrten Bezeichnung so dar- 
gestellt werden kann: 
(15) — ce Amy Dy 3% fae as areas 

Mit gleicher Leichtigkeit endlich liisst sich eine noch allgemeinere 
Aufgabe behandeln. Es seien niimlich u,v,...w._ beliebig viele un- 
bestimmte Functionen der Variablen @,, @,, ...@,; ferner sei G ein 
gegebener Ausdruck, zusammengesetzt aus den Variablen @, aus. den 
Functionen w,v,...w und aus beliebig gewihlten Ableitungen dieser 
Functionen nach den @; es handele sich darum, die innere Variation 
zu ermitteln, welche das Integral 


(m) 
(16) | Gda, da,... de, 


erleidet durch gleichzeitige Aenderungen von u,v,...w. Wie leicht 
zu tibersehen, wird man in diesem Fall zu dem Resultat gelangen: 
n) 


( 
(17) 0) J Gda, da, ... da, 


(n) 
-| (adu + bdv+ ---+ cdw) da, da,.+-day, 


wo a,b,...e die Werthe besitzen: 


0G 0G oG 

Qq= — } Ey’ Dy: ra + Ey" Dy Bur +. sey 
OG OG oG 

9) get ee De Sep tte Dor Foe ton 
0G oG eG 

‘= eS 4 Ew’ Dy Fur oe Ey" Dw ar -{- ae ee 


Mathematische Annalen. XVII. 28 
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Dabei sind unter 


diejenigen Ableitungen von wu, v,...w zu verstehen, welche in G ent- 
halten sind. 

Es erscheint angemessen , die Gréssen a, b,...¢, vermittelst deren 
die Variation des Integrales von G sich darstellt, die Variations- 
coefficienten von G nach u,v,...w zu nennen (vergl. p. 407), und die- 
selben in analoger Weise wie die Differentialcoefficienten zu bezeichnen, 
nur mit dem Unterschiede, dass ein schriiges 4 an Stelle des runden 
é in Anwendung gebracht wird*). Die Bezeichnung wird dann diese 


sein: 
re 
~ ie? 
ba 4G 
(19) aes 
4G 
c= —_ - 


Das gewdhnliche kleine 0 bleibt dabei reservirt zur Bezeichnung 
der Variationen selber. 

Diese Variationscoefficienten von G nach w,v,...w verwandeln 
sich, wie man aus (18) erkennt, in die entsprechenden Differential- 


Aa . a 9.2 ce , sobald der Ausdruck G nur die 


Functionen u,v,...w selber, nicht aber deren Ableitungen enthilt. 


coefficienten 


Ein Satz iiber die Variationscoefficienten. 


Mit Riicksicht auf die Bediirfnisse der folgenden Untersuchungen 
ist es schliesslich noch erforderlich, einen Satz abzuleiten, durch 
welchen die Rechnung mit Variationscoefficienten oft wesentlich er- 
leichtert wird, auf den ich tibrigens schon bei einer friiheren Gelegenheit 
(Untersuchungen iiber Elasticitiit. Crelle’s Journal Bd. 57, pag. 299) 
aufmerksam gemacht habe. 


*) Das Wort Differentialcoefficient wird allerdings nur selten gebraucht, so 
weit mir aber bekannt immer als synonym gebraucht mit Ableitwng oder Diffe- 
rentialquotient. Diesem Worte Differeniialcoefficient entsprechend ist hier die Be- 
zeichnung Variationscoefficient eingefiihrt. (In der Originalschrift von 1868 war 
an Stelle des schriigen 4 ein umgedrehtes @ gebraucht worden). 
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Zu den Variablen «,, @,, ...@, und zu den m unbestimmten 
Functionen w,v,...w mégen noch hinzutreten M neve Functionen 
U, V,... W, die ebenfalls nur von «@,, @,,...@, abhangen, eben- 
falls unbestimmt sind, an jene friiheren Functionen u,v,...w aber 
gekettet sind durch bestimmt festgesetzte Relationen: 


U = 9(a,, @,,... Gn, U,V,... 0), 
(20) V = W(a,, @,,... On, U,V,...W), 

W = 71(a,, @,... On, U,0,... 0). 
Ob M grésser oder kleiner als m ist, oder ob beide Zahlen gleich 
gross sind, bleibt dahingestellt. 

Es sei nun G ein gegebener Ausdruck, zusammengesetzt aus den 
Variablen «@,,@,...@,, aus den Functionen U, V,...W und aus 
irgend welchen (beliebig hohen) Ableitungen dieser Functionen nach 
jenen Variablen; es handle sich um die Ermittelung derjenigen inneren 
Variation, welche das Integral 

(n) 
(21) J Gade, day... day 


erleidet durch Aenderungen von u,v,...w. Diese Aufgabe kann in 
doppelter Weise gelést werden. 

Erster Weg. Sobald sich uw, v,...w um beliebig gegebene 
Gréssen du,dv,...0w indern, werden sich gleichzeitig die in G 
enthaltenen U, V,... W um gewisse andere Gréssen 0 U, 0 V,...0W 
iindern, welche sich auf Grund der Relationen (20) ausdriicken lassen 
durch 


aU i aU 
oU= at du “2 bo... 4 Ow, 


ou 


OV 5 eV av . 
(22) = Cu oe+ Ov dt na iw 9) 


. ow . OW OW . 
iW= du + % dv---+ <— dw. 
In Folge dieser Aenderungen 0U,0V,...0W = wird aber das 
Integral (21) eine Aenderung erleiden, dargestellt durch 
(n) 
(23) n) { Gda, da,... dey 
(n) i 


= f (AdU + BOV--- 4+ CdW) dada, -- + dey 


wo A, B,...C die Variationscoefficienten von G nach U, V,... W sind. 
Zweiter Weg. Man kann die in G enthaltenen Functionen 
U, V,... W und die darin enthaltenen Ableitungen von U, V,... W 


28* 
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eliminiren, nimlich vermittelst der Relationen (20) ersetzen durch die 
Functionen u,v, ...w und durch deren Ableitungen. Denkt man 
sich solches ausgefiihrt, so wird die auf Grund der gegebenen Aende- 
rungen du, dv,...@w entstehende Aenderung des Integrales (21) 
repriasentirt sein durch die Formel: 


(n) 


(24) of Gda, day... dep 


(n) 
-f (adu+ bdv +--+ cdw) da, da, +--+ day, 


wo a,b,...c die Variationscoefficienten von G nach wu, v,...w sind. 

Vergleichung der Resultate. Die in (23) und (24) erhaltenen 
Resultate miissen unter einander iibereinstimmen fiir beliebige Werthe 
von du, dv,...0w, vorausgesetzt, dass man unter 0U,0V,...d0W 
die in (22) gefundenen Ausdriicke versteht. Der Coefficient von du 
z. B. muss in (24) derselbe sein wie in (23); daraus folgt: 

aU » OV , OW 
a=A— +a 2. + 0-- 

Analoge Formeln ergeben sich durch Gleichsetzung der Coefficienten 
von dv,... dw. 

Bedient man sich fiir die Variationscoefficienten der vor einigen 
Augenblicken eingefiihrten Bezeichnung, so nehmen diese Formeln 
folgende Gestalt an: 


4G 4G 6U 4G @V 4G @é6w 
na) ae > AV ou ates aW ou? 
4G _ 4G OU | 4G av 4 4G ew 
(25) 4o J4U ov 4aV Go 4W dv’ 
4G 4G eU JIG av IG ow 
4w 4U oOw * av jw 4W ow 


Und diese Formeln enthalten den Satz, um dessen Ableitung es sich 
hier handelte, einen Satz, welcher angesehen werden kann als die Ver- 
allgemeinerung eines bekannten Satzes der Differentialrechnung. Ist 
nimlich der gegebene Ausdruck G nur von U, V,... W selber, nicht 
aber von deren Ableitungen abhingig, so wird derselbe nach der durch 
die Relationen (20) zu bewirkenden Elimination ebenfalls nur von 
u,v,...w selber abhiingig werden, nicht aber von den Ableitungen 
dieser Functionen. In solehem Falle werden daher die in den Formeln 
(25) enthaltenen Variationscoefficienten tibergehen in die entsprechenden 
Differentialcoefficienten, die Formeln selber also iibergehen in wohl- 
bekannte Formeln der Differentialrechnung. 

Um den in den Gleichungen (25) enthaltenen allgemeinen Satz 
dentlich vor Augen zu haben, wollen wir bemerken, dass derselbe, 











n 


n 
In 
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wenn die Anzahl der Functionen w,v,...w gleich 1, und die der 
Functionen U, V,... W ebenfalls gleich 1 ist, folgendermassen aus- 
gesprochen werden kann: 

Ist G in gegebener Weise gekettet an eine unbestimmte Function U 
und deren Ableitungen, und ist die Function U ihrerseits in gegebener 
Weise gekettet an eine andere unbestimmte Function u, so wird der 
Variationscoefficient von G nach u immer dadurch erhalten werden 
kinnen, dass man den Variationscoefficienten von G nach U bildet und 
diesen multiplicirt mit dem Differentialcoefficienten von U nach u. Es 
wird nimlich die Formel stattfinden 

AG 4G 0 
(26) ae a0 oe 
Dabei sind unter wu und U Funetionen zu verstehen von beliebig 
vielen Variablen a, @,... Gn, und unter den Ableitungen dieser 
Functionen diejenigen zu verstehen, welche nach o,,... Gy, Gn gebildet 
sind durch beliebig gewdhlte und beliebig oft wiederholte Differentiationen. 


§ 3. 
Das emissive und das receptive Potential.*) 

Wir betrachten zwei Punkte m und m,, die sich bewegen unter 
ihrer gegenseitigen Einwirkung, und bezeichnen ihre Entfernung fir 
einen gegebenen Zeitaugenblick ¢ mit r, andererseits ihre Entfernung 
fiir irgend einen friiheren Zeitaugenblick ¢ —Aé mit r—Ar. Setzen wir 
(1) r=), 
so wird unter f eine Function zu verstehen sein, die ebenso wnbekannt 
uns ist, wie iiberhaupt die Bewegung der Punkte. Jedenfalls wird 
dann aber auch zu setzen sein: 

2) r— Ar=f(t— Ad), 

oder was dasselbe ist: 

‘ . At A® wy —P 
(3) r— br=f()— —fO+ 7 O—-:- in inf 


Diese letztere Formel nimmt mit Hilfe der aus (1) entspringenden 


Gleichungen 
” Ly wtf 
a =f), Sl=f'(b, ete. ete. 


folgende Gestalt an: 
: 2 qt , 
(4) r—Ar=r—“ of oe Se... im int. 
Bedienen wir uns nun der friiher (pag. 404, 405) eingefthrten 
Benennungen, und bezeichnen wir demgemiiss mit @ das emissive 
Potential der beiden Punkte zur Zeit ¢, so wird: 





*) Genaueres iiber den Inhalt dieses (wohl etwas zu kurz gefassten) Para- 
graphen findet man in diesen Annalen, Bd. I, Seite 317 — 324. 
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(5) T= mm, g(r), 
wo g(r) irgend welche gegebene Function vorstellt, welche bei Zu- 
grundelegung des Newton’schen Gesetzes iibergehen wiirde in - 


Andererseits mag das receptive Potential der beiden Punkte zur 
Zeit ¢ bezeichnet werden mit @; und zwar mag, um die Vorstellung 
zu fixiren, m als Empiiinger, m, als Aussender gedacht, unter @ also 
dasjenige Potential verstanden werden, welches m zur Zeit ¢ empfingt, 
und welches demgemiss bereits zu einer friiheren Zeit t — At von m, 
ausgesendet worden ist. Alsdann wird @ identisch sein mit dem dieser 
friiheren Zeit entsprechenden emissiven Potential, folglich den Werth 
besitzen : 


(6) °: ao = mm, p(r — Ar). 
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Durch Benutzung von (4) geht dieser Werth iiber in 


At dr At @r 


(4) o = mmo (r — 1 dt + 1.2 ae — 


-- in inf.). 

Das hier vorhandene A? repriisentirt diejenige Zeit, welche das Potential 
braucht zur Durchlaufung des Weges r. Da wir nun die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Potentiales mit ¢ bezeichnet haben (pag. 404), 
unter ¢ also denjenigen Weg verstehen, welchen das Potential in der 
Zeit 1 durchschreitet, so wird At:r=—1:¢, d. i. 


(8) At=-. 


Wir werden nun fortan die Geschwindigkeit c als eine iiberaus grosse, 
und demgemiiss den Bruch r. als so klein betrachten, dass seine dritte 
Potenz vernachliissigt werden darf. Durch Substitution des Werthes 
(8) in (7) ergiebt sich dann: 


r ar rr dr ) 
? 


(9) o = mm, 9 (r — ec at as 2ec dt® 


und hieraus durch weitere Entwicklung: 


¢ dr, rr adr , ry fdr\ _,, 
(10) o = mm, E — Sa? T tec ae 9 tT tax (Gz) P |. ' 


oder anders geordnet: 


zee dt Zee dt® ec at 


(11) o = mm, le + rr” AY EN rrp @r rq 48 


wo zur Abkiirzung 9 (r) =, = 4 = q, ae a _— g’ gesetzt ist. 


Nun gelten, wenn ® eine beliebige Function von r vorstellt, ganz 
allgemein die Formeln: 
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® oe —¥ rT 7 (OS 7)— “in 


ee 
dt ~adt 


a 


Ay ({ dr); 

und der fiir @ gefundene Ausdruck (11) verwandelt sich, wenn man 
seine beiden letzten Glieder nach Maassgabe dieser beiden lormelu 
umgestaltet, in folgenden: 


ft (rr@) (dr ‘| 
9 as ¢ = 
(12) @ mm, [o+ "79 2ce 2) 2ce ae) 
d | rrq dr Sry r 
+ mm, Fi; | 2ee dt c . 


dirrg’) 


wo (rrg’) fiir ——7— gesetat ist, also = rrg” + 2rq ist. Sub- 


stituirt man diesen Werth, und bemerkt man ausserdem, dass 


Jry dr=rgo— {dr ist, so gewinnt der Ausdruck fiir @ schliesslich 


folgende Gestalt: 


712 Waele 8 dr\* 
(13) o= mm, [© -- o_( x) | 


+ mm, ar At Suan) —ro wn aa oT: 

Wir haben bisher m, als Aussender und m als Empfanger des 
Potentiales uns gedacht. Schritt fiir Schritt dieselbe Betrachtung, be- 
gleitel von genau denselben Formeln, wird aber, wie leicht zu _iiber- 
sehen, durchgefiihrt werden kénnen, wenn wir umgekehrt m als Aus- 
sender und m, als Empfinger des Potentiales ansehen. 

Daraus folgt, dass der in (13) gefundene Potentialwerth @ nicht 
nur derjenige ist, welcher in dem gegebenen Zeitaugenblick ¢ in m 
anlangt, gesendet von m,, sondern gleichzeitig auch derjenige, welcher 
in jenem Augenblick anlangt in m,, gesendet von m. 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Bewegen sich zwei Punkte m und m, unter ihrer gegenseitigen Ein- 
wirkung, und bezeichnet r ihre Entfernung zur Zeit t, ferner w das 
derselben Zeit entsprechende receptive Potential der beiden Punkte , so ist 
(14a) o= wt - ; 


wo w und w folgende Ausdriicke reprdsentiren: 


r d l 
w= mm, le ame = gog = ) ‘|, 


(Spdr)—rq rr dg -| 
ati 2 te) 


2cece dr dt 


(14) 


w= mm, 
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Hier ist zur Abkiirzung fiir (r) gesetet, und ferner unter c¢ die 
iiberaus grosse und constante Geschwindigkeit zu verstehen, mit welcher 
das Potential durch den Raum sich fortpflanzt. 

Zu bemerken ist noch, dass der Werth des Ausdruckes w sich ein- 
facher so darstellen ldsst: 


2 
(14e) w= mm, E +(9 |, 


wo alsdann unter w folgende Function zu verstehen ist: 


3 he ay 
(144) v= fy—-%.4 


Das receptive Potential @ besteht nach (14a) aus den beiden Be- 


. dw ° oe 
standtheilen w und —7 Von diesen mag der erstere, nimlich w das 


effective Potential, und der_andere, nédmlich cd das ineffective Potential 
genannt werden. 


Die hier eingefiihrten Namen scheinen mir durchaus nothwendig, 
falls bei den weiteren Untersuchungen die Auseinandersetzung nicht 
eine zu schleppende werden soll. Und die Art und Weise, wie die 
Namen gewiahlt sind, diirfte ihre Berechtigung von selber finden im 
Laufe der folgenden Expositionen. 

Fiir den Fall des Newton’schen Emissionsgesetzes, nimlich fiir 


p=- wird oath. Fiir diesen Fall gestalten sich daher die 
Formeln (14a, b, c) folgendermaassen : 
ay om 4 AE, 
(15 b) w= mm, gE + = — )]. 
= [i+ 2G) 
(15¢) y= mm, [ er _ ree $| . 
§ 4. 


Das Weber’sche Gesetz. 
Ableitung desselben. 


Es handle sich darum, die Bewegung zweier Punkte m und m, 
za ermitteln, unter der von uns gemachten Voraussetzung, dass das 
von jedem der beiden Punkte in einem bestimmten Zeitaugenblick ab- 








iS 
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gesendete Potential immer erst in einem gewissen spiteren Zeitaugen- 
blick den andern Punkt erreicht. 

Fiir irgend einen Zeitaugenblick ¢ mégen die Coordinaten der 
Punkte mit 2, y, 2, 2%, y,, 2, und ihre Entfernung von einan- 
der mit r bezeichnet werden. Ferner mag fiir jenen Zeitaugenblick 
unter @ das in (14a, b,c) ermittelte receptive Potential der beiden 
Punkte: 


d 
(16) o=—w+ ae? 


und unter r ihre lebendige Kraft: 


— 3[(G)+(aY'+ (GY) 


dx,\2 dy,\2 , /dz,\2 
+3'[(at) + (at)'+ (ae) 
verstanden werden. Da wir nun das Hamilton’sche Princip als un- 
umschrinkt giiltig ansehen (pag. 404), so wird die Bewegung der Punkte 


m und m, in einer Weise stattfinden, welche charakterisirt ist durch 
die aus jenem Princip entspringende Formel: 


(18) 6 {(—o) dt=0. 


In dieser Formel ist (pag. 403) die Integration hinerstreckt zu denken 
tiber ein@ beliebig zu wihlenden Zeitraum, und andererseits unter 0 
die innere Variation, a. i. eine Variation zu verstehen, welche nicht 
die Grenzen, sondern nur das Innere jenes Zeitraumes betrifft. 

Durch Substitution von (16) nimmt die Formel (18) folgende Ge- 
stalt an: 


(19) 6 frat—o f (w + a) at, 


= 0 (w, — W, +f wdt), 


oder, weil 0 eine innere Variation andeutet, mithin dw,—= dw, = 0 
sind, folgende: 


(20) 6 frat —o fwat. 


a 


Beachtet man nun, dass die in t und w enthaltenen unbestimmten 
Functionen durch x,y, 2 und 2,, y,, 2, repriisentirt sind, so ergeben 
sich durch Ausfiihrung jener Variation und mit Riicksicht auf die 


von uns eingefiihrten Bezeichnungen (pag. 414) folgende sechs Glei- 
chungen: 
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dt dw dt dw 
4x dx’ 42, da,’ 
(21) At ai dw At nS dw 
dy dy’ dy dy,’ 
4t dw Ade dw 
as... a? Ai ah 


Fiihrt man die Variationscoefficienten linker Hand wirklich aus, 
mit Zugrundelegung des in (17) fiir r gegebenen Werthes, so gewinnen 
diese sechs Gleichungen folgende Gestalt: 


- ik dw - Cx, dw 
4¢ = = =s—=i‘(i‘ a? a Ax,? 

ox RP Aw 12 ) 
(22) oe SS, ae - SS, 
dt? Ay dt ay 

™ it dw os ae, dw 

deg z? a Ax’ 


Diese Gleichungen zeigen, dass die negativen Variationscoefficien- 
ten rechter Hand die Componenten derjenigen Kriifte reprdsentiren, 
welche auf die Punkte einwirken wiihrend ihrer Bewegung. Um jene 
Variationscoefficienten wirklich zu bilden, bemerken wir, dass das 
effective Potential w (14c) den Werth hat: 


(23) w= MM, le + (ar) | ; 


am dw dr 2 7 
— nm [e+ (42 4)] 


ae a dr - : : : 
also abhiingig ist von r und dt? wiihrend + seinerseits gebunden ist 
an die unbestimmten Functionen 2, y, 2, 2,, y,, 2, durch die Gleichung 
YA" on . - \2 2 2 g.\2 

(24) r? == (w7— ay) + (y—,)? + 2-4)’. 

Jene Variationscoefficienten werden daher berechnet werden kéunen 
vermittelst eines friiher (pag. 416, 417) besprochenen Satzes, niimlich 
berechnet werden kénnen vermittelst der Formeln: 


dw _ dw or dw i dw er 
4e dr dx’ 4%, dr ox,’ 
(25) dw dw or dw  ~4dw or 
. 4y 4r Ody’ 4y, dr Ody,’ 
dw 4 or 4w dw or 
re ae) Bh: 40. Bh 
Substituirt man diese Ausdriicke in (22), und setzt man dabei 
? 
. axe ~ or r ‘ ‘ ° 
gleichzeitig fiir an ae +++ die aus (24) sich ergebenden Werthe, 


so erhalt man die Gleichungen: 








el 
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in Ge «Jw x—2, a x, 4w 4—2x 
ae. ar ai ae Ar a4 
, ay dwy-m% ay, dw y¥—y 
(26) at er °* eo ae Oo ? 
Ac i dw 2—2, a i dw a4—2 

det ar "es ge o dr r 


Schliesslich bleibt noch iibrig die Berechnung des Variationscoefficien- 





dw ‘ os v dr ” ar 
ten —. Setzt man zur Abktirzung 1’ statt [> und r” statt 3 , so 
wird nach (23): 
(27) w= mm, [e -+- (FF ry] ‘ 
folglich : 
Oe ete dg 9 dy @y oo... 
ar = mm [oy +2 ae ** |) 
ee. .o f 297 
ay! mm, -2(——-) 9, 
oder, was dasselbe ist: 
i d ay 
. Ow dq 9 dw dr 
(«) je | a Ae ae |? 
ow » dy dy 
(B) ee ae ‘ 


Aus leizterer Formel ergiebt sich durch Differentiation: 


q oe ; dy 
re 9 dw dy g dy “dr ; 
(7) 4 i wT ae 


Nun wird, weil w (27) nur von r und +’ abhingt: 


dw 
o i. or 
(28) “Ar = or at” 


folglich, wenn man die Werthe (a), (y) substituirt: 
A d og ad a 
(29) = = mm, [ar —2 ane a | 
Aus (26) und (29) ergeben sich folgende Sitze: 
Zwischen zwei Punkten m und m, ist wiihrend ihrer Bewegung 


eine Kraft R thétig, welche in jedem Augenblick zusammenfallt mit 
ihrer Verbindungslinie r. 


Betrachtet man diese Kraft R als eine repulsive, und ist w das 
effective Potential der beiden Punkte auf einander, so wird R jederzeit 
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gleich sein dem negativen Variationscoefficienten von w nach r, also 
den Werth haben: 
> dw 


(30) Rae — ——- 


Ist das in Betreff des Potentiales zu Grunde gelegte Emissions- 
geselz ein beliebiges, das emissive Potential also = mm,q(r), wo 
eine beliebige Function bezeichnet, und setzt man zur Abkiirzung 


9(r) =, 
nf 
1 [rE arm onms. 


so sind die Werthe fiir das effective Potential w und fiir die Kraft R 


(31) 


folgende: 

a w= mm, ly + (ar )']; 

( ) ii dw nm. | —~ dq +2 dy dy» 
- dr wai 1 dr ad dr dt? 


Legt man insbesondere das Newton’sche Emissionsgesetz zu Grunde, 


so wird: 
1 
, = 
dla 
(31a) oVr 
ee: 
und demzufolge : 
1 4 dVr \* 
w= mm, | + + ce ( dt y |, 
32 a +. 
(32 a) R Qo mm, | oo + ccVe ate |? 
- _ mm, Mik eS my 2r oF 
di: Ro =f ce (ar) + %e dt | 


Ueberall veprisentirt hier c die constante und iiberaus grosse Geschwin- 
digkeit, mit welcher das Potential im Raume sich fortpflanzt*). 


*) Der Werth R (32) kann aus der Formel 


w= mm, [° + ( a) | 


auch folgendermassen abgeleitet werden. Nach dem Satz iiber die Variations- 
coefficienten (Pag. 416, 417) ist 
dw dw ep dw ow 
4r dg Or ' Sw Or’ 
2 ne 
=mm, o- — mm, +2 th oe ’ 
also 
ia ap ,, ov a@y 
R=mm, S Or +2 ar det | 
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Die allgemeinere Formel (32) stimmt vollstindig tiberein mit dem- 
jenigen Gesetze, welches ich in meiner Dissertation: ,, Explicare ten- 
tatur quomodo fiat, ut lucis planum polarisationis per vires electricas 
vel magneticas declinetur. Halis Saxonum 1858.“ supponirt habe in 
Bezug auf die gegenseitige Kinwirkung zwischen einem Elektrischen 
und einem Aethertheilchen. Denn jene Formel (32) lasst sich so dar- 
stellen: 


‘ call __ dg og dp dy (dr\? dy\? dr 
(33) Bm mm, [ de +72 ar ae (ar) +3 (ar) ae |) 
und nimmt also, wenn man 


: dp _ 9 (a¥\2_ 
o -ie-y, 2(d)~e 


setzt, die Gestalt an: 

(35) R=mm, [P+ : =. (a) + ® |: 

Dies aber ist das in jener Dissertation (pag. 3 derselben) supponirte 
Gesetz*). 


*) Die Formeln (34) kénnen, zufolge (31), auch so geschrieben werden: 


dp _»© 





F 2r 
(a) we Beeb. ~ ee ar 


Demnach findet zwischen J’ und ® die Relation statt: 


oF ® 
(B) oe 


In der erwihnten Dissertation habe ich die Beziehung zwischen F' und ® unbe- 
stimmt gelassen, so dass also zwischen jener Dissertation und der gegeuwirtig 
entwickelten Theorie nicht der geringste Widerspruch stattfindet. — Das in Rede 
stehende optische Phinomen habe ich spiter einer ausfiihrlicheren Bearbeitung 
unterworfen in meiner Schrift: ,,Ueber die Magnetische Drehung der Polarisations- 
ebene des Lichtes, Halle. 1863. Und hier habe ich leider (und zwar nur, um 
meiner Darstellung eine grissere Einfachheit und Uebersichtlichkeit zu verleihen) 
zwischen F' und ® eine gewisse Relation angenommen: 
oF d® 


) ce dr’ 


welche fiir den Specialfall o = L di. Fm identisch ist mit der Relation (8), 


(nimlich ebenso wie jene den Werth ® = a liefert), im Allgemeinen aber in 


Widerspruch steht mit (8). Ich muss mit Bezug hierauf bemerken, dass die An- 
nahme der Relation (y) in der eben genannten Schrift durch keinerlei innere 
Griinde geboten wurde, sondern nur geschah, um in der dusseren Form eine 
gréssere Einfachheit zu erzielen. In der That spielt die Function F' bei meiner 
Untersuchung tiber die Drehung der Polarisationsebene durchaus keine Rolle, Sie 















426 


C. Neumann. 


Wichtig vor allen Dingen aber ist, dass die speciellere Formel 
(32a) identisch (sogar bis auf die Buchstaben identisch) ist mit dem 
allgemein bekannten Weber’schen Gesetz. 


Zusitze. 
Bezeichnet man die, wihrend der Bewegung der beiden Punkte m 
und m,, auf m einwirkende Kraft R, was ihre Componenten anbelangt, 
mit X, Y, Z, so ist zufolge der Gleichungen (22): 


, dw 
i—— 42x’ 

‘ r dw 
(36) Y _— Ay ? 
pee dw 


*? 


Denkt man sich nun durch den Punkt m éine Linie gelegt in irgend 
welcher Richtung, bestimmt durch die Richtungscosinus «, 8, y, und 
bezeichnet man die Componente jener Kraft R nach dieser Richtung 
mit P, so wird 
(37) P—Xa+Yp+Zy, 
dw dw dw 

= i a Ay B+ az a 
Denkt man sich die Beweglichkeit des Punktes m oder a, y, z fiir den 
Augenblick auf jene Linie beschriinkt, setzt man also 


c=a+pae, y=b+pp, z=—c-+ py, 
wo a, b, c ein fester Punkt der Linie, und p die Entfernung ist zwischen 
diesem Punkte und dem Punkte z, y, 2; so wird 


_ 0# _ oy So: ic 
ni B= 55: v= Gp 
Und demgemiiss verwandelt sich alsdann die Formel (37) in folgende: 
‘ a dw 02 dw oy dw 02 
(38) eo ie Op 7 4y op + dz op |" 


Was die Abhiingigkeit zwischen w und p anbelangt, so ist w zu- 
2 er dx ad dz - : . 
niichst abhiingig von z, y, 2, qe “4 » qp? Wahrend «, y; 2 ihrerseits 
abhingig sind von p. Der in (38) befindliche Ausdruck [ | ist daher, 
wie aus einem friiheren Satze (p.416,417) hervorgeht, nichts Anderes 

als der Variationscoefficient von w nach p. Somit ergiebt sich: 


fallt gleich zu Anfang aus den Rechnungen heraus. Und die Resultate, zu welchen 
jene Untersuchung fiihrt, werden daher ein und dieselben bleiben, welche Be- 
schaffenheit die zwischen F’ und ® vorhandene Relation auch haben mag. 











on 
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4w 
(39) Pas, 
eine Formel, welche voéllig analog ist mit den Formeln (36), und die- 
selben als Specialfalle in sich fasst. 

Sind beliebig viele Punkte m, m,, m,, m,, +--+ vorhanden, und 
bezeichnen w,, W,, W,,--° - die effectiven Potentiale fiir jedes der 
Punktpaare (m, m,), (m, m,), (m, m3),++-+, so wird, wie sich aus (39) 
ergiebt, der Ausdrack 


‘dw dw dw, 
Q : 2 a re 
(4 ) Ap dp + Ap + ) 
diejenige Kraft repriisentiren, mit welcher der Punkt m von allen 
iibrigen Punkten zusammengenommen in der Richtung p fortgetrieben 
wird. Dieser Ausdruck aber kann, wenn man unter W das effective 


Potential des ganzen Punktsystemes versteht, kiirzer dargestellt wer- 
den durch: 


rates AW 
(41) se 
Somit folgt der Satz: 

Ist W das effective Potential eines beliebigen Punktsystemes, so 
wird die Kraft, mit welcher irgend einer dieser Punkte in einer ge- 
gebenen Richtung fortgetrieben wird, immer gleich sein dem negativen 
Variationscoefficienten von W nach jener Richtung. 


§ 5. 
Das Princip der Lebendigen Kraft. 
Betrachtung zweier Punkte. 

Wir beginnen mit einem mdglichst einfachen Fall, mit dem Fall, 
dass nur zwei Punkte m und m, vorhanden sind, und setzen iiberdies 
voraus, dass nur m beweglich, m, aber fest ist. 

Ks seien 2, y, 2 und 2, y,, 2, die Coordinaten der beiden Punkte, 
r ihre Entfernung, ferner sei @ das receptive Potential der beiden 
Punkte avf einander, und endlich sei t ihre lebendige Kraft: 

Das receptive Potential m besteht (pag. 419) aus zwei Theilen: 


d 
(1) a=w + ze 


von welchem der erstere das effective, der letztere das ineffective Po- 
tential genannt wurde. Ferner besitat das effective Potential w (pag. 
419, 420) den Werth: 


(2) w= mm, [or + (“3 r) |, 
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wo o(r) und ~(r) gegebene Functionen von r sind, welche im Falle 
des Newton’schen Emissionsgesetzes durch = und 2 * - reprisentirt 


sein wiirden, wo ¢ die mehrfach genannte Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit vorstellt. Wir bezeichnen die beiden Bestandtheile von w mit u 
und v, setzen nimlich: 


(3) w=u+n, 


u=mm,p(r) = mm,g, 


2 2 
v= mm, (Hr) = mm, (3 ) . 


Im Zustande der Ruhe, d. i. bei sich gleichbleibendem Werthe von r 
verschwindet v, reducirt sich also w auf uw. Von den beiden Bestand- 
theilen des effectiven Potentiales w mag demnach der erstere u das 
statische Potential, der andere v aber das motorische Potential genannt 
werden. 


Was die lebendige Kraft t der beiden Punkte anbelangt, so wird, 
weil m, fest gedacht ist: 


' iit dx \? dy\? dz\? 
© aS [(GY+C+ (8) 
Bezeichnen wir die Differentiationen nach der Zeit durch Accente und 


beachten wiederum, dass 2,, y,, 2, constant sind, so kéunen wir die 
Formeln (3) und (4) auch so darstellen: 


(5) w=u+r, 


u= mn, 


: ov oy .. oy \? 
v= mm, (je? 4. Oy y +S “), 


Cz 


(6) t= —(e a tyy+e2). 


Fiir die Bewegung der Punkte gilt nun nach dem Hamilton’schen 
Princip die Formel: 


(7) 6 fc —~@) dt=0 
d. i. nach (1): 


(8) 6 frdt— 6 f (w + ae) as 


= dw, — dw, +8 fwat, 


oder weil die Grenzen der Integrale als unverinderlich zu betrachten 
sind in Bezug auf Ort und Geschwindigkeit: 
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(9) 6 frat— 6 f wat. 


Da 2,, y,;, #, constant, und nur 2, y, 2 veriinderlich sind, so ergeben 
sich bei Ausfiibrung der Variation ¢ nur drei Gleichungen. Diese 
lauten : 


wv _ Ow d ow 

— ~~ gar ae eae 
” ow d ow 

(10) — OY =F — a ay" 
” aw d ow 

—™ T.ge ee 


wo die Accente Differentiationen nach der Zeit andeuten. Multi- 
plicirt man diese Gleichungen (10) mit — 2’, — y’, -- 2’, und addirt 
dieselben sodann, so erhilt man mit Riicksicht auf (6): 


(11a) oH -—(*j ty , Ow + 52) 


oy 02 
, ad Ow , a Ow , a Ow 
14 (« at te TY atoy +? a a) 


oder in abgekiirzter Schreibart: 


(11b) To —(¢ t+ J+(2 4 mJ ). 


Von anderer Seite her ergiebt sich nun, wenn man das effective 
Potential! w (5) nach der Zeit differenzirt, und beachtet, dass dieses 
w nicht nur von 2, y, 2, sondern auch von 2’, y’, 2 abhingt, die Formel : 


dw y Ow , Ow 
(my aH )H(e RE), 
oder was dasselbe ist: 

dw » Ow ad (+ Ow 
(12b) ~ =(2 oe of \ee (« ony. ..) 


, ad Ow 
—(« aoe t*'): 
Durch Addition von (11b) und (12b) folgt: 


‘ d(tt+w) _ d + Ow , Ow , Ow 
(3) SO ME + a+ eG): 
Non ist nach (5): w=u-+tov, ferner u unabhiingig von 2’, y, 2, 
andererseits v ein homogener Ausdruck zweiten Grades von 2’, y, 
Daher ist: 


, Ow , Ow , Ow , Ow oS = Qe 
uae +9 G7 +42 oF = Oa +9 S42 = 20 


Mathematische Annalen, XVII. 29 
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Demnach geht die Gleichung (13) iiber in: 





(14) te el pa Sor) ; 
Hieraus aber folgt: 

(15) t+ w — 2v = Const., 
oder weil w =u + » ist: 

(16) t+ u— v = Const., 


d. h. Die lebendige Kraft, vermehrt um das statische, und vermindert 
um das motorische Potential bleibt wihrend der Bewegung constant. 


Betrachtung eines beliebigen Punktsystemes. 


Vdllig Analoges lisst sich nun durchfiihren fiir ein System von 
beliebig vielen, etwa » Punkten, und zwar ganz gleichgiiltig, ob die 
Beweglichkeit des Systems eine freie ist, oder beschriinkt ist durch 
irgend welche gegebenen Bedingungen. In Bezug auf diese letzteren 
mag jedoch vorausgesetzt werden, dass sie ausdriickbar sind durch 
eine Anzahl von Gleichungen, in welchen nur die Coordinaten der 
Punkte (nicht aber deren Geschwindigkeiten) sich vorfinden. Diese 
Gleichungen mégen bezeichnet werden mit 


(17) B,=0, B,=0, B, =0, ete. etc. 


Die lebendige Kraft des Systemes mag T, und das receptive Potential 
des Systemes Q genannt werden. Es wird dann T eine Summe von 
nm Gliedern sein, deren jedes die Form hat: 


8s) += 3 ((G) +2) — (Gat) Jae ty +8) 


n(n — 


P ° . . 1) ° . 
und andererseits wird Q eine Summe von Gliedern sein, deren 


jedes, je zweien Punkten zugehérig, die Form hat: 

F dw dw 

(19) omw +a =etet+ a: 

Eine analoge Form wird demnach auch Q selber besitzen, nimlich: 


(20) Q=wW+*B—u+ ¥+2 


wo W das effective und hd das ineffective Potential des Systemes 


repriisentirt, und wo andererseits, was die beiden Bestandtheile von W 
anbelangt, (/ das statische und V das motorische Potential des Systemes 
bezeichnet. 
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Das effective Potential W— U+ V des Systemes besteht aus 
an — ') Gliedern von der Form w =u + v. Sind m und m, irgend 


zwei unter den Punkten des Systemes, r ihre Entfernung, ferner 

x,y, 2 und x, ¥,, 2, ihre Coordinaten, so wird das diesen beiden Punkten 

zugehérige Glied w = u + v den Werth haben [vergl. die Formel (3)|: 
w=u+u, 

(21a) u= mm, P(r) = mm, gq, 


v= Mmm, (“i) = mn, (ar ); 


oder ausfiihrlicher geschrieben : 
w=u+u, 
(21b) u=mm,Q, 


ow J vl ow , , ow U ’ 
v= mm, (FE a’ —ay)-+ Fy Wn) +-Ge @— A) 


Fiir die Bewegung des Systemes wiirde, wenn seine Beweglichkeit 
eine vollig freie wire, die Formel gelten: 


. 6 Tdt=9 f Qat. 


Da seine Beweglichkeit aber beschriinkt ist durch die gegebenen Be- 
dingungsgleichungen (17), so wird die genannte Formel zu ersetzen 
sein durch folgende: 


rf + 
(22) b fTat—9 f(Q+ A,B, + AB, +++ at, 
in welcher 4,, 4,, -++ anzusehen sind als unbekannte Functionen der 
Zeit. Setzt man nach (20): Q= W + S., so reducirt sich diese 
Formel auf: 


(23) - bf Tats f[(W+ AB, + a,By ++ -)dt. 


Und hieraus ergeben sich nun, wenn man die Variation 0 ausfiihrt, 
3n Differentialgleichungen, niimlich ebenso viele Gleichungen als ver- 
iinderliche Gréssen x, y,z vorhanden sind, Diejenigen dieser Gleichungen, 
welche dem Punkte m mit den Coordinaten x, y, 2 zugehéren, lauten: 


2 
° 


»_0W da aw OB, Sa 
— mr = da dt oa +4, Ox + A, Ox rs ? 
» _ @W_ @ aw aB, Ba 
Oh -et-F + a wt ei ee 
Pi sees ow d ow OB, OB, ay tet 
Pe ety meee le +, be 4, Tt . 

Durch Multiplication mit — 2’, — y, — 2 und Addition, und mit 


Riicksicht auf die Bezeichnung (18) ergiebt sich hieraus die Gleichung: 


29° 
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or dt » OW Ww ’ ow ’ ow 
(25) dt -—(*5, ee ey 
» @ aw » ad ow » d ow 
+(# dae TY at oy +? ae o¢ ) 


— a, (2 +---)—% (#5 om +. 2 


Solcher Gleichungen kénnen ebenso viele gebildet werden als Punkte 
vorhanden sind. Denkt man sich alle diese Gleichungen addirt, so 
erhailt man mit Riicksicht auf die Bedingungen (17) folgende Formel: 
‘4 dT (OW ,d aw 

) Ba +2e50 ++) + 2a wt): 

Von anderer Seite her ergiebt sich, wenn man das von den Coordi- 
naten und Geschwindigkeiten abhingende effective Potential W nach 
der Zeit differenzirt: 


aw -oW V 

dt =2(2¢% +-+-)+2(2" 5 Ou ee), 
oder was dasselbe ist: 
on dw sili 0 = »f 7 é Ww 
QQ) GH 2(# 55+: +H 2(" et) 

y , d é Ww 
—2 (2% wr +t): 

Durch Addition von (26) und (27) folgt: 


iT+W) @ »//eaw / OW OW 
2 : aise Se ; Cr -\. 
(28) aa 7 2 (a aa + Y By +. = ) 


Nun ist W = U + V, und wie aus (21b) erhellt, U unabhingig von 
den 3n Grodssen x, y, 2, andererseits V ein homogener Ausdruck 
zweiten Grades dieser 3n Gréssen. Demnach wird: 


2(# 7 ag 2 a ) Or. 


Cx ey Oe 





Die Gleichung (28) geht daher iiber in: 
a(T+W) _ a2V) 


(29) oo UTS oe 
und hieraus folgt: 

(30) T+ W — 2V = Const., 
oder weil W = U + VD ist: 

(31) T+ U— V == Const, 


eine Formel, welche fiir ¢ =o d. i. fiir et Fall einer momentanen 
Fortpflanzung des Potentiales sich vedhieie auf die wohl bekannte Formel 
T+ U = Const. (Vergl. pag. 403.) Die allgemeine Formel (31) ent- 
halt den Satz: 








wl hw Tr A 


aan Ge Gude 4. 
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Bei der Bewegung eines beliebigen Punktsystemes wird die Lebendige 
Kraft, vermehrt um das statische und vermindert wm das motorische 
Potential bestindig ein und denselben Werth behalten. Dabei ist es 
gleichgiiltig, ob die Beweglichkeit des Systemes eine freie ist, oder ob sie 
beschrénkt ist durch irgend welche (die Coordinaten der Punkte betreffende) 
Bedingungen. 

Bei der Ableitung dieses Satzes ist stillschweigend vorausgesetzt 
worden, dass in dem Punktsystem nur innere Kriafte thitig sind. 
Sollte ein aus den Punkten m,, m,,---m, bestehendes System ausser 
seinen inneren Kraften auch noch gegebenen dusseren Kraften unter- 
worfen sein, so werden sich immer irgend welche feste Punkte 
M,, M,, --- My, auffinden lassen, welche als die Ausgangspunkte 
jener letzteren Krifte angesehen werden kénnen. Das aus all’ diesen 
n+p Punkten bestehende System wird dann aber nur noch inneren 
Kriiften unterworfen sein, und daher beherrscht werden von dem soeben 
aufgestellten Satz. Denn dass einige von jenen »-+ p Punkten von 
gegebenen Bedingungen bis zur absoluten Unbeweglichkeit beschrinkt 
sind, ist fir die Anwendbarkeit des Satzes véllig gleichgiiltig. 


Nachschrift. 


Wenn man (wie das seit Newton fast allgemein geschieht) an- 
nimmt, dass rdumlich getrennte Gegenstiinde unmittelbar auf einander 
wirken, so wird es ebenso gut auch zulassig sein, eine unmittelbare 
gegenseitige Wirkung zwischen Gegenstinden anzunehmen, die zeitlich 
von einander getrennt sind; vorausgesetzt natiirlich, dass eine solche 
Annahme zu ebenso gliicklichen Consequenzen fiihrt wie die erstere. 
Demgemiiss bemerkt Herr Professer Weber, dem ich fir seine giitige 
Mittheilung zu grésstem Dank verpflichtet bin, dass die von mir auf- 


gestellte Hypothese (fiir den Fall g = ~) sich so formuliren lasse: 


,,Die von einem Massentheilchen herriihrenden Potentialwerthe sind den 
Entfernungen umgekehrt proportional, und gelten fiir spdtere Zeitmomente 
nach Proportion der Entfernung. Der Grund, warum sie fiir spiitere Zeit- 
momente gelten, kann in einer Fortpflanzung liegen, von der sich aber 
nur sprechen liesse unter Voraussetzung einer héheren Mechanik (wie z. B. 
von der Fortpflanzung der Luftwellen nur auf Grund der Mechanik der 
Luft), und woraus dann folgen wiirde, dass die Fortpflanzung in jedem 
Punkt des Mediums gestért und unterbrochen werden kann.“ 

Miisste die hier angeregte Frage, ob die zwischen zeitlich ge- 
trennten Gegenstiinden zu supponirende Einwirkung als etwas Primiires 
(nicht weiter Erklirbares) oder als etwas Secundires (auf einfachere 
Vorgiinge Zuriickfiihrbares) angesehen werden solle, augenblicklich 
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entschieden werden, so wiirde ich in der That der erstern Auffassung 
unbedenklich den Vorzug geben. Aber auch in diesem Fall diirfte die 
von mir gewihlte Ausdrucksweise wenigstens als eine bildliche nicht 
ungeeignet, und somit berechtigt sein. 


Tubingen, im Mai 1868. 


Nachtragliche Bemerkungen des Verfassers im Jahre 1880. 


Die letzten Worte der vorliegenden Schrift (pag. 433, 434) diirften an wnd 
fiir sich schon deutlich erkennen lassen, wie wenig zutreffend diejenigen LKin- 
wendungen waren, welche von Clausius im Jahre 1869 (in Poggend. Annal., Bd. 135, 
pag. 606) gegen den Inhalt der vorliegenden Schrift erhoben sind. Man vergleiche 
iibrigens hieriiber meinen Aufsatz in den Math. Annal., Bd. I, pag. 317—324. 

Ferner zeigt ein fliichtiger Blick auf die ersten Seiten der vorliegenden Schrift 
(pag. 400— 402), dass ich damals, im Jahre 1868, bei Verfassung dieser Schrift 
unbekannt war mit zwei in dieses Gebiet einschlagenden Betrachtungen von 
Weber und Riemann. 

Die Weber’sche Betrachtung (eine kurze Notiz in Poggend. Annal., Bd. 73, 
pag. 229, vom Jahre 1848) zeigt in einfacher Weise, dass bei Annahme des 
Weber’schen Grundgesetzes das Princip der lebendigen Kraft fortbesteht. — Ich 
kann nur bedauern, dass mir diese Notiz damals unbekannt war; und habe iibrigens 
in meinen spiiteren Publicationen (z. B. in den Abhandlungen der Kgl. Siichs. Ges, 
d. Wiss. Bd. 11, 1874, pag. 115) nachtriiglich jene Weber’sche Betrachtung in 
das gehérige Licht zu stellen, mich angelegentlichst bemiiht. 

Andererseits enthalten die Riemann’schen Betrachtwngen (vergl. das Hatten- 
dorff'sche Werk iiber Schwere, Elektricitit und Magnetismus, Hannover bei 
Riimpler, 1876, pag. 316—336) den Gedanken, ein elektrodynamisches Potential 
einzufiihren, und aus diesem die elektrischen Krdfte durch Variation abzu- 
leiten, also einen Gedanken, der in der vorliegenden Schrift besonders betont, 
und in ansehnlichem Umfange entwickelt ist. Dass diese Riemann’schen Betrach- 
tungen mir damals, im Jahre 1868, bei Verfassung der vorliegenden Schrift wn- 
bekannt waren, bedarf offenbar keiner Entschuldigung. Denn dieselben bilden 
allerdings (wie Hattendorff angiebt) einen Theil einer schon 1861 von Riemann 
in Géttingen gehaltenen Vorlesung, sind aber erst im Jahre 1876 gedruckt worden 
(in dem schon genannten Hattendorff’schen Werk). 

Ob es unter sobewandten Umstiinden erlaubt ist, schlechtweg Riemann als 
Urheber dieses Gedankens zu bezeichnen, oder ob es nicht vielmehr gerecht sei, 
daneben auch denjenigen zu nennen, der unabhiingig von Riemann auf denselben 
Gedanken kam, und denselben guerst (und zwar in sorgfiltiger Ausarbeitung) 
publicirte, — dariiber mégen Andere entscheiden. Ich meinerseits glaube aller- 
dings, dass wenn z. B, Herr Clausius in einem seiner letzten Aufsiitze diesen Ge- 
danken der Einfiihrung eines elektrodynamischen Potentials und der Ableitung der 
Kriifte aus demselben durch Variation reproducirt, ohne dabei meiner Arbeiten 
auch nur mit einer Silbe zu gedenken, — diess namentlich bei denjenigen, welche 
in der betreffenden Literatur nur oberfliichlich bewandert sind, leicht zu einer sehr 
falschen Auffassungsweise Veranlassung geben kénnte. 


Leipzig, im November 1880. 


N. 
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Ueber die lineare Transformation der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung . 
Von 


Martin Krause in Rostock. 


Die Grundziige einer linearen Transformation der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung sind durch die Arbeiten von Hermite, 
Weber, Rohn und anderer Mathematiker als gegeben zu betrachten, in- 
dessen sind diese Theorien noch nicht zu derselben Ausbildung gelangt, 
wie die entsprechenden bei den elliptischen Functionen. Es tritt dieses 
besonders bei Anwendungen stérend auf. Diese Liicke soll durch die 
vorliegende Arbeit nach bestimmter Richtung hin ausgefiillt werden. 

Die Untersuchungen basiren auf der Zusammensetzung der allge- 
meinen linearen aus Transformationen einfachster Art, fiir welche 
das Problem als gelést angenommen werden soll, Der Gedanke 
einer derartigen Zusammensetzung von Determinanten riihrt von 
Kronecker her und ist speciell fiir die hyperelliptischen Functionen 
in dem Lehrbuche von Clebsch und Gordan verwerthet worden. 
Hier ist die Untersuchung noch etwas weiter gefiihrt, abnlich wie es 
Schlafli (Crelle 72, pag. 360 sequ.) fiir die elliptischen Functionen 
gemacht hat. 


&. t. 
Es sei eine lineare Transformation vorgelegt, 
| % & Uy ay 
i& 6 & & 
1G, €, Cy Cy 
‘a oe @ 


bei welcher zwischen den Coefficienten die Relationen bestehen: 


ay d, + bye, — eb, — da, = 9, 
Ay dy + byCy,— Cyb, — da, = 0, 
ttyds + boc, — eyb, — da, = 1, 
a,d, + b,c, —¢,b, —dja, = 1, 
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ad, + b,c, — ¢,b, — dja, = 9, 

a,d, + be, — e,b, — d,a, = 0. 
Wir nehmen an, dass die Diagonalglieder ungerade, die iibrigen simmt- 
lich gerade seien, ferner dass a, und a, keinen gemeinsamen Theiler 
. ’ , a, 
besitzen, endlich dass a, == 1 mod 4 ist. Dann kann der Bruch: —" 


3 
in einen Kettenbruch mit lauter geraden Theilnennern verwandelt 


werden, deren Anzahl eine gerade ist: 
2 
ay = a;l, + a”, 


aan 2 3 
(ls = al, + a,, 


a,2*-2 = a,?*-! lox—1 1 
0 0 ? 


a,?*—! a= l,. 
Hieraus folgt: 
Gy @, Ay Gy 1 aja, OO; | OO1] {4001 
lb, b, b, d4| [db Bb) 10 010} |0 010 
Cy C C ¢,| eo ¢, & «| | 0 1:0 0 | "19 10 0} 
dy d, a, dy) dd, dd, |1 000) |1 000 


Die Gréssen b,"b,, ee, dd, sind durch einen kettenbruch- 
artigen Algorithmus aus den Groéssen 0, b,, ¢,c,, dd, entstanden, 
ferner bestehen zwischen den Elementen der reducirten Determinante 
Relationen analog den friiheren. 

Ferner folgt: 


1 a, a, O |} 1 0 0 Oj |1 0 a O Ll a, 0 ay a, | 
bo b, bg bs) |B 1 6,0; 0 10 a4) O10 0 | 
| == lees 
jeg cy ey ey) Jeg 6 60!) 10 0 1 OF 0 0 1 —a,)’ 
AM ddd) [dM GM aM1) |0 0 0 1 00 0 1 


und es ist: 

be, c,) 6, am . # 

by + b,%d,O — 6,%d, = 0 

ch) + 6, Md, —6,MOd) = 0, 
Ferner folgt, dass b,“) und c¢, ungerade sind. 
b, = 1 mod 4 ist. 


Der Bruch 


Wir nehmen an, dass 


b . ' . : : 
5.0 kann dann in einen Kettenbruch mit einer ge- 
2 


raden Anzahl von Theilnennern entwickelt werden, die saimmtlich 


erade sind. Wir bezeichnen sie mit* m,m,- --m2,. Den letzten 
1 My 


annehmen. 


(1) 
- . . Cc 
Niherungswerth kénnen und wollen wir gleich —*;- 
C 











Hyperelliptische Functionen. 


Somit wird: 


;1 0 0 
bo) BO bm 
ee 6, 
dy) dy do 


Kerner ist: 


: © 

e 4 
eo 0 
| 1 «@ 


Da iiberdies: 


ik, 0 O 
0 01 
0 10 
100 

und 
|0 0 0 
(0 mes 1 
0 10 
100 


oH 11 ¢. 8 Oj fee 
0 1b 1 ae, O my, 1 
0; lg O 1-0) 10 1 0 
1} jd q® —1) |1 0 0 
11 0 0 0 
no 1 0 0] 
qe O 1 O| 
dQ) og —b,O 
00) |10 0 0O| 1 
| 
00) |” 1 0 0 0 
10; |00 1 O | 0 
0 1) 


1| oo 00 1 1 0 O h,! 
0) | 0 0 1 0} |0 1 0 0 | 
0} ;0 10 0) |0 0 1 0; 
0; | 1 000) 000 1) 
jae a ee oe 10 0 0| 
0} |0O m1 1 0) 10 1 mys O| 
0} 10 1 00F 1001 0 
Oo; j1 0 090) 10 0 0 1] 











100 bs} | 1 0 0 0} (10 0 0 
10100} | 0 10 0} \0 1 m, 0 

) 0010 /0 010) 001 0 
0001) |b. 001 \O 0 0 1 

lr OO} |1 00 0] |1 OF O 

: J9. 10 0} js 10.0) foros 
001-r| [001 0) 0010) 

1000 1} 0 O—si| 0001) 
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1 0001 
0) Um, 1 0 
0} |0 100] 
0} 10 0 0! 
00 0 

10 0, 

01 0° 


0 0-B 1) [de —G% 400 0 1 


11 000) 
(0 100 
0010 
lei 001) 
1 0 00) 
10 1 00) 
(O mys, 1 0! 
\0 O OO 1 


ist, so folgt, dass eine jede lineare Transformation der angegebenen 
Art sich zusammensetzen liisst aus den Transformationen: 


1 0 00 
O 1 0 0 
O my-1 1 0 
0 0 01 


1000) 
0100) 
u 0 LO} 
Ou 0 1) 
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Hierbei wollen und kénnen wir aunehmen, dass die Zahlen / mr stu 
ganze beliebige Zahlen bedeuten. 


Von den beiden letzten Transformationen kénnen wir absehen, da 
sie sich aus den ersten sechs ableiten lassen. Weitere Vereinfachungen, 
die thatsiichlich méglich sind, sollen nicht vorgenommen werden. 


Wire die allgemeinste lineare Transformation zu Grunde gelegt 
worden, so hitten sich ahnliche Resultate ergeben. 


§ 2. 
Die allgemeinste Thetafunction von zwei Verinderlichen werde 
definirt durch: 
B(V,, Vp, Tir» Tie» Tor Ire 


. (uq+vp) x 1 ay mi ((2m+ «) 0+ (22+ ¥) oo] + x [(2m+ By? ty + 2 (2m-+ 4) (2n-+v) (Cy2+ (22 + ¥) Ty] 


Auf diese wenden wir die vorhin definirten einfachen Transformationen 
an und nehmen das Resultat derselben bekannt an. Hierbei mégen 
in den einzelnen Fillen nur die Coefficienten hingeschrieben werden, 
welche von Null verschieden sind. Die Congruenzen sind nach dem 
Modul 2 zu nehmen. 


(1) a,=1, =1, q=1, &ml, & = by; 


in 
, ’ , ’ ’ ir a 
B (YY), Vr FT yyy Tre Toe Jurpy = Al BV, , Vay Tiy> T129 To )m mya, ° 


M=2——M,nH—vV*=HHn, p—=p—=yp, IK qthiwtahai=. 
A ist ein Factor, welcher fiir alle Thetafunctionen derselbe ist. 
(2) a@=1, bb=1, gG=1l, dd=1, a—hs. 
B(U,', Vay Ty > Ty > Toe mrpy 
img 


in 
sz fm -m) — fF Paes + 2aggl 
_ . « 
= Be é PO), Vy, Ty Tre» Te)mimpwars 


m=e+h.qg+h,—m, u—=v =n, p—p—yp,I—@Cd—=4,- 
(3) G@g=1, b= 1, cl, djl, c, = m,-1, 


= : v MQ5_1 
se , beat va. 
BO), Vy'y Ty's Tia» Try upg Cle BV, Vz5 Tips Tres Tr2)mimpars 


M=#=Mm, N—V=wy, Pept ms1V+M,1=),, I=—C@=4,- 
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(4) m=1, b.—1, g=—1, dd=1, b= m,, 
H(Vy', Uys Ty > Tio» Toe Jura 


“pL — mn) — SF [p?mgs + 2p me] 
= De € BO, Vy, Tip > Tie» To2mymv ar 


n=L=—=mMm, N— V+ mM ptm, =n, Pp=p=—=yYy, I—q—4- 


(6) a=1, b=—1, g=1, d&=—1, aa=r, g—=—r, 


, ’ , , ’ 
BY), V5 Ty s Tier Tre uvpg 
. aa a{m, - m) + > ((ueq+pyr) — Cm, qi+YP, 1,)) 
= Ee (Oy) Vor Tiyy Tier To2)mimpiar 
m=e+rv=Mm, t= Vv—nH, p—=p—rq—=yYy 1 —@=—4- 
(6) a, = 1, b=1, c¢ =), d,=1, b = 8, d, = — §. 
BO), Vy, T yyy Tha Tee’ )urpg 
: “ptm —n) > (leg-+pr) — (mi a +P 0,)) 
=Fe é 5 Vr, Ty) Toy T22)m mPa» 
r=4= Mm, UHv+seH—Hn, YPH=p—=Pp, I—H—q@—sp—=4- 
Hieraus folgt, dass es lediglich auf das Verhalten der Transformations- 
coefficienten in Bezug auf den Modul 8 ankommt. Dieses wollen wir 
untersuchen, bemerken indessen, dass die Untersuchungen fiir den 
Modul 16 analog bleiben. 


rT ° r a 
Wir bezeichnen den letzten Naiherungswerth des Kettenbruchs = 
3 
. a . 
mit —, so wird: @,@, — @)a, = 1, @, = 1 mod, 4. 
3 


Ferner lehrt ein Blick auf den angewandten Alygorithmus, dass 
die Relationen stattfinden: 
L +l, +--+ + bin = a mod. 8, 
L+l,+--+-+h.e =a, mod. 8, 
1+ 1,1, + 1, (1, +15) tees the (+4+-+- +h) = a mod 8, 
1+ bl, + U(Q +4) +++ + brah th +++: + hia) = a, mod 8. 


Genau so ergiebt sich: 


by° = boas — bya, 53° = bay — bya, 
Gq” Cy My — CyMy, Cy = Cay — Cyay, 
dy” == dya,— dyay, ds” == dyad) — dya,, ¢ mod. 8. 
bO=b —ba, b%=b — boa, 
Mc, —a,, «2 =C, — CM, 


Endlich wird: 


m, + ms, + ++ + + Meri = C, ——- Cy, 
m, +m, +--+ Mm, =b, — boa, 


mod. 8. 





= Ae 
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Hiermit sind alle Daten fiir die Rechnung gegeben, indessen wollen 
wir dieselbe nicht durchfiihren , sondern einfach das Resultat, welches 
sich mit leichter Miihe finden lisst, angeben. Fiihrt man die Operationen 
zunichst mechanisch aus, so ergiebt sich ein wenig iibersichtliches 
Resultat. Gewisse Symmetrien miissen aber stattfinden. Unter Zuhiilfe- 
nahme der gemachten Annahmen und der bestehenden Bedingungs- 
gleichungen lassen sich solche mit leichter Miihe herstellen. 
Setzen wir: 


a= Aa; + 4,a,; b= bod; + b,b;, 
@ = pt (tty dy dg Cy) + ¥? (a, d, +, ¢,) +p? (4, d, +b, 6.) + 9? (a3 dy + b3c,) 
+ 2uv (eb, + ya.) +2 up (Cyd, + dy ay) +2 6g (Cyd; + dys) 
+ 2up(c,b, +d, a) +2q(c,b, +d, a3) +2pq(c,b; —d,u5) 
+ 2u(e,d+ d,a)+2v(c,b+d,a)+2p(c,b+d,a)+2q(c,b+d,a), 
so wird fiir die angegebene Transformation: 
B04), Vy Tryp They Tor urs 


yam, —m) + p(m—n] + —* (49+ pr) — (mM, G+ Pim)! — To 


m= au+av+ ap+ aq + aa; + aa, =m. 

u=bu+bv+ bp + b,¢ + bod; + O,b,=n,, 

P= cou + cyt Cpt C9 + Ges + 4 =P, 

y= dutdvt+ dp+ dq + ddz + d,d,— q,. 
Diese Formel ist nur unter gewissen Beschrinkungen abgeleitet. Be- 
trachtungen einfacher Natur, auf welche hier um so weniger einge- 
gangen zu werden braucht, als die hauptsachlichsten Schwierigkeiten 
iiberwunden sind, lehren, dass sie fiir die allgemeinste lineare Trans- 
formation richtig bleibt. — 

Die lineare Transformation lasst eine grosse Reihe von Anwen- 
dungen zu. Wir wollen uns darauf beschrinken eine solche kurz an- 
zudeuten , indem wir uns vorbehalten auf andere bei anderer Gelegenheit 
niher einzugehen. 

Zwischen den Thetafunctionen besteht eine Anzahl von Relationen, 
welche in drei Kategorien getheilt werden kénnen. Die erste enthalt 
biquadratische Relationen, die zweite lineare Relationen zwischen den 
Quadraten von vier Thetafunctionen, die dritte Relationen zwischen drei 
Producten von je zwei Thetafunctionen. Siaimmtliche Gleichungen dieser 
drei Kategorien kénnen aus je einer einzigen beliebigen durch lineare 
Transformation und Substitution um halbe Perioden hergeleitet werden, 
so dass also alle Relationen zwischen Thetafunctionen zweier Ver- 
ainderlichen durch drei Formeln ersetzt werden kénnen. 





BV), Vy) Tip Toy Tor )mmpiar 9 








Pidi? 
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§ 3. 

Es sollen jetzt die Resultate specialisirt werden. Von der Exponen- 
tialgrésse, welche eine achte Einheitswurzel ist, sehen wir dabei giinz- 
lich ab. Wir wollen ferner Thetafunctionen mit anderen Indices ein- 
fiihren und zwar soll entsprechen den Indices: 

0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011, 
Ol11, 1011, 1101, 1110, 1111 
der jedesmalige Index: 

5, O1, 4, 34, 12, 23, 2, 02, 3, 03, 0, 04, 1, 13, 24, 14. 
Nach dem Modul zwei sind im Ganzen 720 Seenitiniaiinias zu unter- 
scheiden. Wir brauchen deren nur 90 wirklich zu betrachten. 

In der That, wie aus den angegebenen Gleichungen folgt, ent- 
sprechen der Transformation a 06 ¢ d die Transformationen: 


b ade, 
—c—dab, 
—d—cba, 

a—cbdbd, 

b—dae, 
—c adb, 
—d bea. 


Fiir diese Transformationen gehen iiber die Thetafunctionen mit den 
Indices: 


5 | 01! 4 | 34] 12 23| 2 |02| 3|03|0 04. 1 | 13| 24| 14 
in die Thetafunctionen mit den Indices: 





54 01 | 12; 34! 23)03| 3 |o2 2! 0/1 |04) 24) 13) 14 
5 34/12/0114 10/2/13 02/03 23 | 3/24 04/1 | 14 
5 | 12/34) 4 OL 0 | 03. 02'3 2 23 | 24/13 1 | 04! 14 
5 01) 34 4 bs 12) 3 Nal 02/3 0 (03/04) 13 1/24 14 
5 34/01/12 2 [0 3 | 02 23 03) 13 | 04) 24) 1 14 
5 4/12/01) 34 23/3 (02/0 | 2/1 | 24) 04) 13, 14 





>i 


(12) 4 | 34) 01 03} 0 02 3/23 2 24) 1 (13/04) 14 


Weitere Vereinfachungen sollen nicht eingefahrt werden. 

Die 90 iibrig beibenden Transformationen sind so gewahlt, dass 
fiir die ersten 24, a, = 0, b, =0, c = 0, d, = 1 ist, fiir die zweiten 
24, a, =0, b, =0, & =1, d =1, fiir die nachsten 12, a, =0, 
b, =1, « = 1, d, =, fiir die nichsten 24, a, =0, b =1,¢,—1, 
d, —= 1, fiir die letzten sechs: a, = 1, b) = 1, cy =1,d,—1. Ferner 
sind die Zahlen so gewiihlt, dass durch sie eine lineare Transformation 
definirt wird, 
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silo 03 
12/5 |34| 4 
12 5 | 34/08 
5 12\0/ 4 
12,5 |0)|4 
5 | 12| 34/038 
125 0 08 
5 12 | 34| 4 





14 B4| 4 | 
14| 0 08 | 
23 o|4 
ie 
34 | 03 
2\0\4 
01 | 34 | 


23 | 34 
2 | 34 
01| 0 | 03 


5 O14 34 | [12] 28) 2 Is 


- 
| 13 


i 


1 
1 
02 
02 


3 (08 0 ‘04 


3 | 23 | 2 | 02 


04 | 23) 2 ni 


3 14/01) 

04 14,01) 1 
3 01) 14/13 
04 01/14, 13 | 
04 2 | 23 | 24 | 
3 | 2 | (23 | 24 | 


—_ 


1 | 02) 24/04) 2 
|02|24| 3 | 2 
24 02 | 04 | 23 
24|02| 3 23 
1311 |38 |14 
13 Bethea 





34/0 12) 08 
0 |34/5)/ 4 
0 | 34| 5 | 08 
34/0 | 12) 4 
0 84/12) 4 
34/015 | 08 
0 | 34) 12! 03 


3410/5 | 4 
of | | 


14,5 4 
14) 12 03 
23/12 4 


2 
| 2 | 12/03 


uy 


24 
24 
13 


3 13 
3 | 02 
| 02 


3 23/01 1 
04 | 23/01) 1 
3 14 2 | 02 | 
04 ry 2 02, 
3 |2 fet 13 | 
04 2 138 
m1 01) 24 | 

3 jor siete 


(02/13 04 | 

(oa) 13! 8 | 2 
1 | 24/04/01 
1 | 24 3 | 01 
24 | 1 | 04, 23 
la4/1 | 8 i= 
13 | 02} 3 | 

(13 | 02 | 04 | “ 





34 0 | 03/12! 
0 |34' 4) 5 | 
0 34 4 | 12 
340 08 | 5 
0 34/03) 5 
34/0 | 4 | 12 
0 34/03! 12 
84/0] 4 | 5 








| 


14 | 03 | 12 | 
01 | 03 | 


14 4/8 | 


23\4 12) 
23/03 | 5 | 
2/4/15 


| 2 | 03 | 12 


24 
24 


5 | 02 
OL! 4 | 12 


13 
13 


3 (01/23 1 
04 | 01/23) 1 
3 14| 2 13 


04 | 14} 2 | 13, 
3 | 2 |14 02) 
04 | 2 | 14 02 | 


04 | 23 | O1 | 24 


3 23 | 01 | 24 





13 |02 | 04 | 2 
13; 02| 3}2 
1 | 24/04 | 23 
1 |24! 3 | 23 
24/1 04/01 
24/113 /01 
102/13) 3 | 14 


02 184 














14 23 0 | 34 
0,5 14! 34| 
23/14, 5 | 12 
5 | 0 23/12 
14 | 23 5) 
0|5 23) 12 
23|14\ 0 | 34 
5 | 0 | 14| 34 





01 | 5 12 
4/23 12 
01; 0 34, 
4 |14| 34) 
2 | 0 | 34| 
2 | 14| 34) 
2) 5 | 12| 


2 23 [12 





02 
02 
02 





244/03 02 





24 | 01! 03 02! 
13 | 4 03 02 | 
13 01 03 02 


24 | 08 | 4 1 
24 | 03 | 01 | 04 
13 103 | 4 


13 | 03 | 01 04 


3 | 04, 13/2 
3 | 1! 13 | 2 
3 | 04 24| 2 
311 \24/2 
04) 3 |13| 01 
1 (13 4 








3 
1/04) 3 | 24/01 
(24\ 4 





1/3 
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23 | 2 | 02 





| 
| 


3 (03 | 0 ‘04 | 


— 
ies) 


24 | 14 





LB | 








5 | 23] 3 
34/23] 3 
12 14! 3 
0/14] 3 
12 23| 04 
0 28 
5 | 14! 04 
34 14| 04 








24 
24 
13 
13 


24 | 
24 | 
13 | 
13 | 





01 | 02 
2/1 
2\1 
O1 | 02 
OL | 02 
2\1 
2/1 
01 | 02 


| 13 | 2 
13 | O1 
24 | OL 


13 | 2 
13 | 01 
24 | O1 
24 | 2 


eevee eee 





34 
23 
12 
14 
14 


121; 


34 


03 
03 


03 | 


03 
01 
01 
01 
01 


23) 5 
| 34) 5 
14] 0 
12| 0 
| 12| 5 

34 | 0 
114] 5 
23) 0 


24 
13 
13 
24 
13 
24 
13 


24 | 


03 





do - bl > 


02 


04 
02 
02 
(04 
04 


o> > 


bo 


04 | 
02 














02 

04 
02 
04 
04 
' 02 
| 02 


13 | 2 
13| 4 
24| 2 
24| 4 
13| 2 
24| 2 
1314 
24) 4 





Go 09 ©O 09 et et 











03 


4 


34 
34 


4/01) 23] 34| 24 


34 
23 
2 


23 
2 


r 
i 


| 12 


| 12 


12 
5 





2 4|3 
123 4 | 02 
1/231 4 | 04 
14/213 
| 4 123] 04 
|03| 2 | 04 


(03 | 23 3 
| 








13 
13 
13 
1 
13 
l 
13 
1 


12 


/12| 24 


O1 | 04 
14| 3 
5 | 02 





14/24 02 | 


O1 | 02 
14 | 24 
01 | 02 


04 
24 
| 02 
13 





24 
02 








24/135) 14 
04) 1 | O1 
3 | 13) 14 
3 {1 /01 
04 | 13 | 14 











03 | 


34 | 
34 


0 


| 4 | 
| 


03 


4 


0) 


03 








0 


34 | 


34 
0) 


4 | 03 
03 | 0 


34 


34) 4 


03 





14 
14 


01 
14 
14 


5 


5 





O1 | 
12/03/14] 3 


12 | 34 


34 | 23 | 24 
4 | 23| 02 
03 | 23 | 02 
| 0 | 23} 24 
| 4 | 14} 04 


10 | 01} 04 
O1| 3 
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13 
13 
13 
13 
02 
02 
24 
24 








14, 














02/1 
24/1 | 19 
24°1/\5 


or 


02} 1 | 12 


8 | 24/93 
04 | 24 | 23 
3 | 02 | 23 





304 02 | 23 
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Rostock im September 1880. 
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5 O14 34 12) 23/2 02] 3 | 03) 0 | 04 1/13 24) 14 
34/03 4 | OL) 2 0 |14| 13 | 24 | 23 5/3 04 1 | 02/12 
03/34) 0 14/2 4 | 01) 13] 02/23) 5 3 )04) 1 24 12 
O 4/03/01) 2 34 14] 13 | 24 | 23/12) 04) 3 1 | 02) 5 
4 0 (34/14) 2/03/01] 13 | 02 |23/12'04/3 | 1 (24) 5 
34/03/0105 (14 4 | 04 02 | 2 12/1/38 13/24} 23 
03/34/14) 4 5 01,0 | 04] 24) 2 21/3 13 | 02 | 23 
o1/ 14/340 2 03/4! 13] 02 | 5 12,1) 3 04 24 23 
14,01 03/4 | 2/34, 0 13.) 24) 5 | 12) 1) 3 | 04) 02 23 
OL) 14/34) 4/5 03/0 04] 24 2 23/3 1/13/02 12 
14) 01) 03/0 | 5 (34) 4 04] 02 2 (23)3 1 1324 12 
34/03)01 4/2 /14/0 13] 24) 5 23) 3) 1 04) 02) 12 
03} 34/14'0/2 01} 4 13]02) 5 23/3 | 1 | 04/24! 12 
01/14; 0 34/2 4/03 13] 02 12 5 1 |04 3 | 24) 23 
14/01) 4 032 0 | 34 13] 24 12) 5 | 1/04) 3 [02 23 
0} 4 01,34/12 14/03 3 | 02'2)5)1 04 13) 24 | 23 
4 0 14/03 12 01/34) 3] 24 2 5 1 04) 13/02) 23 
4/0 |14|34 2 |01/ 03! 13 | 02 | 12/23 04/1 53 |24 5 
0} 4 /01)03 2 | 14/34 13 | 24 | 12/23 04/1 3 02 5 
14:01) 4 34 12)0 (03 3 | 02) 2 | 23 04 1° 13824 5 
OY 14:0 03 12) 4 | 34 3 | 24/2 | 23)04) 1 | 13/02, 5 
2 03/0 5/01/23) 14, 04] 02 12/34 1 13/24) 3.4 
03/2/23 14/01,0 |) 5 O04] 3 | 12/34 1 13/24/02 4 
2103/5 0 |o1} 14/23) 04 | 02 | 34/12) 1 24/13) 3 | 4 
03} 2 | 14/23/01)5 |) 0 | O4] 3 | 34) 120 1 2413 | 02 4 
5 14 2 0 34/03/23) 13 | o2 OL) 12) 1 24/04/34 
14| 5 |03| 23/34) 2 | 0 | 13] 3 | ol} 12) 1 as aa tos 4 

| | | 


30* 





Ueber die Multiplication der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung. 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


Aehnlich wie bei den elliptischen Functionen kann die Multiph- 
cation der hyperelliptischen Functionen einen doppelten Ausgangspunkt 
haben, die Transformationstheorie und das Additionstheorem. In der 
folgenden Arbeit soll das letztere zu Grunde gelegt werden. Zu gleicher 
Zeit sollen dabei mit Hiilfe der linearen Transformation und der Sub- 
stitution von halben Perioden eine Reihe von Coefficientenbeziehungen 
entwickelt werden. 


§ 1. 

Es sollen zunichst einige Sitze aufgestellt werden, welche 
mit leichter Miihe aus der Theorie der linearen ‘Transformation 
und den mit derselben verbundenen Tabellen ersehen werden kénnen. 
(Siehe die vorangehende Arbeit des Verfassers). Es mag die Theta- 
function #(v;, %,)u.», 9.9, der Hinfachheit halber bezeichnet werden 
bald mit #,(v,, v.) bald mit (@), dann sollen den folgenden Betrach- 
tungen Quadrupel von Thetafunctionen («) (8) (y) (0) zu Grunde gelegt 
werden, zwischen denen die Relationen bestehen: 

Ha + Ms + My + ws = 9, 

Ve + Vp + Vy + V5 0, 

Da + Dp + Py + pa =0, ¢ mod. 2 

dat +a t+ g=9, 

Sa + 8p + Sy + 85 = 9. 1 (Smit Di) 


Es giebt im Ganzen 60 solcher Systeme, welche in zwei Kategorien 
zerfallen. Die eine enthalt Quadrupel aus lauter geraden Thetafunc- 
tionen — an Zahl 15 — die andere Quadrupel aus zwei geraden und 
zwei ungeraden Thetafunctionen — an Zahl 45. 

Ist (a) (8) (vy) (6) ein beliebiges System der einen oder der anderen 








(a) 


Da 
un 
zie 


be 


vie 
les 


Dz 


x 
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Art, so kénnen alle Systeme derselben Art gesehrieben werden: 
(a) (b) (e) (d), wenn die Relationen bestehen : 

ie = Ay My HY; + yD; + O59; + Ay +A, 4, , 

vj = Doms + br; + bpp; + dyq; +.lod, + byby, 

Di = Coty A YM + OD) + Gi + Gls + YO, 

Gi = Ay py + dv; + dp; + A395 + dydy + ad. 
Dabei ist zu setven an Stelle von 7: a, b, c,d an Stelle von j: a, B, y, o 
und es bestehen zwischen den Gréssen a,a,---d, die bekannten He- 
ziehungen. 

1. Seien («) (6) (y) (6) vier Functionen der definirten Art, (¢) eine 
beliebige andere, so kénnen immer zwei derselben z. B. (a) und (f) 
derart bestimmt werden, dass (a) (8) (¢) und (y) (0) () mit einer 
vierten eindeutig bestimmten Function () je ein System der vorge- 
legten Art bildet. 

Beispiel. 

Wir greifen das System heraus; 

(2) (34) (Ol) (6). 
Daun sind ebenfalls Systeme der definirten Art: 

(2)(34) (4)(23)5 (2) B4)(24) (3); (2) (O1Y(0)(12)5 (2)(01) (1) 2); 

(2) (5) (08) (14); (2) (5)(13) (04); 

(01) (5) (4)(23);. (OL) (5) (24)(3)5 (34) (6) (0) (12); (34) (G)(1) (02); 

(34) (01)(03)(14); (34)(01) (13) (04); 

ll. Sei ein Quadrupel aus lauter geraden Thetafunectionen vorge- 
legt, (a) (B) (vy) (8), so giebt es 48 von einander verschiedene lineare 
Transformationen, welche, von achten Einheitswurzeln und der Reihen- 
folge abgesehen, dieses Quadrupel in sich selbst iiberfiihren. Dieselben 
bringen zweimal alle méglichen Combinationen hervor. 

Beispiel. 

Die Transformationen : 


a by & & mH 


b, & Gd, Gy by Cy d, Gy by Cy dy 
nt eé¢eeeiss6s es 4.9 6 eee 4 
mm» te 608 1144 8 + 2 ee ees SG 
> § @42HA1 8 Bal @ So Soe oe ST 
@it@6¢ 6 6 08°t 8 4060 Ot 8° O.78) Sig 
5) 0 O—1 0 1 0 O0O—1 100 0 0 1-1 0 


fihren das Quadrupel (2) (34) (01) (5) von achten Kinheitswurzeln ab- 
gesehen der Reihe nach iiber in: 


(2) (34) (01) (5); (2) (4) (01) (5); (34) (2) (O1) (5); (01) (B4) (2) (8); 
(5) (34) (01) (2). 
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lI. Unter: den definirten 48 Transformationen giebt es je acht, 
welche eine beliebige der 12 iibrigen Thetafunctionen (¢) in eine be- 
liebige andere derselben Art (gerade oder ungerade) iiberfiihren. Sind 
(a) (8) und (y) (0) aus dem vorgelegten Quadrupel die beiden Paare, 
welche mit (¢) und (§) ein System der definirten Art bilden, so fiihren 
die Transformationen, die (¢) in () tiberfiihren, das Quadrupel («)(f) 
(y)(8) ber in (B)(«)(y)(6); (a)(B)(8)(y); (7) (8)(a)(B) und den daraus 
entspringenden Combinationen. Hierbei ist von achten Einheitswurzeln 
abgesehen. 


Beispiel. 

Die Transformationen 2, 3, 4, 5 und 

e% & &@ & G4 5  @ @ FF Gg & a, BF & a 
S...8 - £8 & 2.9 2 E &:..1:).% 0 E. Bie 
70010000 1 1 0 0 0 Ont .0)/9 


fiihren der Reihe nach die Function (0) von achten Kinheitswurzeln 
abgesehen iiber in: (12) (03) (0) (4) (14) (23). 
Die Transformation 4 und die Transformationen: 


& by & a @ 0 & a @ Bb, o d, ag bs cg a, 
ew Se ae ot ee eS ee 6 8 8 ti 
9) , © .-O .@ 0-1 0 0 0 0-—1 0 1 0 0 l 
fiihren (0) in (O) tiber und das Quadrupel (2) (34) (01) (5) in: 

(01) (34) (2) (5); (2) (5) (Ol) (34); (4) (2) (5) (01). 

IV. Es sei ein Quadrupel von zwei geraden und zwei ungeraden 
Thetafunctionen (a) (8) (y) (0) vorgelegt, dann giebt es 16 von einan- 
der verschiedene lineare Transformationen, welche, von achten Ein- 
heitswurzeln und der Reihenfolge abgesehen, dieses Quadrupel in sich 
selbst tiberfiihren. Es werden unter Riicksichtuahme darauf, dass 
gerade Thetafunctionen in gerade und ungerade in ungerade iibergefiihri 
werden, viermal die méglichen Combinationen hervorgebracht. 

Beispiel. 

Die Transformationen 


a b & d a, b, o ad a b, & d a bs Cg a, 
190600 0 Os 0 0 O ot 8 8 @ O84 
2:0°0 0 ad 4g 0 0 1 010 0 t-r—t 1 
1000 00-1 0 0 4 0.,.0,00 6... B..1 
mm SF er. L O:nk roe Or Oiiol! «1 i323 
0110.0 005.1 00 1 O)25)0:(O TD MG 
120:8 @ 0 1 00 1 Si Geerg.-b BX 
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fiihren das Quadrupel (01) (5) (3) (24) der Reihe nach iiber in: 


(01) (5)(3)(24); (01) )(3)(24) (01) (6)(B)(24); (01) 6)(B) (24); 

(01) (5) (24) (3); (5)(01) (3) (24). 

V. Seien (e)(€) und (e,)(€,) die beiden Paare, welche mit dem 
geraden Paare des vorgelegten Quadrupels: (a) (6) ausser (y) (8) je ein 
System der definirten Art bilden, dann geht eine jede der vier Func- 
tionen (e) (§) (€,) (§,) durch vier Transformationen unter den definirten 
16 in eine beliebige andere iiber. Dasselbe gilt von den vier iibrig- 
bleibenden geraden Thetafunctionen und von den ungeraden. Hierbei 
ist wiederum von achten Einheitswurzely abgesehen. 

Ein Beispiel fiir diesen Fall ist nach dem letzten leicht zu bilden. 

In allen diesen Siatzen ist von dem allen Thetafunctionen gemein- 
samen Factor, welcher bei der linearen Transformation auftritt, ab- 
gesehen. 


§ 2. 
Seien vier Thetafunctionen der definirten Art vorgelegt, so lassen 
sich bekanntlich die Quadrate aller Thetafunctionen linear durch die 


Quadrate derselben ausdriicken. Nehmen wir z. B. das Quadrupel 
(2) (34) (01) (5), so wird: 


$2 (v,, v.)(O$—B84) = 82928,2(v,, 0.) —32629,2 (0,, v2) 
— BDZ IT (1, Ve) +O { 929.7 (0, , 2), 

#2 (v,, v,)(0,f — 9,4) = — 9,29,29,2(0,, 0.) +9292 0,2 (0,, 0) 
+ 038,29,2(0,, v.) —82024,7(0,, v2), 

2(v,, 0.) (5 —B4) == — 6,20,29,2(0,, 0.) +03 5,78,2(0,, v2) 
+ 335,793 (01, 02) — 0292 8,7(0,, v,). 


Die iibrigen Ausdriicke sind aus diesen durch Substitution von halben 
Perioden abzuleiten. 
Ferner folgt aus dem Additionstheorem der Satz, dass das Product 


By (0, + Uy, Ve + Uy) F,(Y, — Uy, Vp — Uy) 
sich als homogene Function zweiter Ordnung der Groéssen 
BF 2(U,, Vg), Bs?(y, Vp), By? (Vy, Va), Ba? (M4, V2); 
Da? (Uy, Up), By? (Uy, Uy), By? (Uy, Uy), Ba? (ty, Me) 


ausdriicken lisst. 


Nehmen wir wiederum das Quadrupel (2) (34) (01) (5) und setzen: 


a = 2029292 + 9,2[9,¢ — 9,4 — 9,4 — 9,4], 


34 01 


b= 20.1 a2 6? + os [P54 oT at vy ,! xT? ,"), 
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C= 2020288 + 9,2[0,¢ — 9,4 — 0, — 0,8, 


d= 292019, + 92104 — 0! — 94 — 2,4 


1)? 


so wird: 





9, (v, +4, v,+u,) 3,(v,—U, v,—w) | | (a2+eazte, Site €, 3,7) 


=6(9,7(0,, 0.) B2(U, Hy) + FF (0, , Vy) D2 (u, Hy) + F,2(0, 0.) B,2(4, , Me) 
+9,2(01,0,) 9,2(t ,%)} 
+ b(8,?(v,, 0,)O,3(u,, M) + 6,2 (0, , vy) B,2(u, , U,) + 3,2 (v1, 0_) #2 (u,, Uy) 
+ 962 (01 2) Boi (My » Me) | 
$6 [8,7 (0, , Op) Buy, Uy) + B2(Y, , Vy) F,? (M,, My) + B,2 (0, , Vy) B,? (u, , Uy) 
43,2 (0,, V2) D5 (m, , M)] 
+ d[F,? (v, , 0.) 7 (U, , Uy) + B,2 (v, , Vp) B,? (Uy My) + B23 (v, , Vp) H,2(e4, , 0) 


+47 (0, 1U_)%,? (t,, M9). 


etl 
ctl. 


By (V, + Hy, Vo + 4,) By (V, — Uy, Vy — Uy) (Go — O13) 
2 (— BF (0) 02)P,? (Uy My) Ff (0) 02) PyF (Uy My) — By? (04,0) B,? (444,44) 
+3,? (0 09) B,? (tty) | 
FBS BPO, ) OF (thy tly) — Dyk 0p )B,? (4, Uy) +-F,F (0,,Vq) BL? (Wty) 
— 92 (01,02) F5h (Hy Me) |, 
Bos (0, +H), Vy +H My) Dog (DV, —H, » Vp — Uy) (80s — #14) 
- 93 [— #2 (0, »,)%, (U6; ,ty)-+-9,2(v,,0,)0,2 (u, jy) +37 (4 Vg) B,? (64,4, ) 
—5,7 (04,02) 8,2 (u, 2) | 
+35 Fo, V9) 9? (U4,%,) — 8, (0,,0,)9,7 (Uy,%,) —,2(0,,02) 3.3 (Uy,My) 
+4,2(0,, Vy) B,?(y,%y)], 
F5(0, + Uy, Vp My) By5 (0, —U,, 0, — Uy) (923 — 6’) 
D3 [—B,? (04502) BP (1, My) —ByF(04 Vp) Byt( Uy My) FOF (04,02) Bot(My Ma) 
+4, (01,02) 3,2 (uy, U2)] 
FOAL B2(0, 0p) ByF (Uy My) OGf( 04,0) F,7(U, Uo) — 8,9 (0, 0p) B,? (m4, ,t4>) 
— FF (04,02) Dot (Uy ,tHa)] « 
Aus diesen Formeln sind die iibrigen zwélf durch Substitution von 
halben Perioden abzuleiten. 


Zu dem Multiplicationsproblem gelangt man, wenn an Stelle von 
‘a, Vy, Uy, U, resp. gesetzt wird: mv,, Mv,, NY,, NV. 
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Wie aus den angestellten Betrachtungen ersichtlich ist, reducirt 
sich dasselbe wesentlich auf die Betrachtung von © 


Fa(MV,, MV_) Fe (Mv, , MV_) By (mv,, Mv.) Fy(mv,, Me). 


Als speciellen Fall wihlen wir wiederum das Quadrupel: 


(2) (34) (01) 6). 
Fiir denselben ergiebt sich: 


$, 8, (2v,, 2v,) TT (O2" + eOsi + &, Sot + ee, 95°) 
= A(8,4(0, Uy) + Fei (M%, V2) + Bot (%, Me) + HA, V»)) 
42d (8,7 (04, Vy) Bei(M» V2) + Boy (Y , Ve) HF (v,, v»)) 
$2 (B,2(0,, Vp) Bo (Y% , V2) + 7 (01, My) B5(%, v2)) 
+2d(8,?(0,, v.) 97(0, V2) + Fei (M%, %) BF (e, v,)). 


Kine interessante andere Gestalt nimmt diese Formel unter Beriick- 
sichtigung der Gépel’schen biquadratischen Relationen an. (Siehe 
Crelle 83, pag. 239). Im speciellen Falle lautet dieselbe: 


O = B,4(Y,, V2) + L(Y, M) + FiO, M%) + 54(%, v,) 


29,95, F,, | | (Bere Ds, Pe, Popes, F,*%) Hy V,. Vy) FH 4'U}, Ue) For(Up,7e) 5 (0, V2) 


£8, 
Wyre ie — PoP Ds") (Ty? Poy? — Dgy? V5") (Dy? H,? — Fg4°-Doy*) 
__ Be! +54! — Fos ~ 
8,79, — =e * (0. (Wy > V2) Bye (ry 2) FF Dor (0152) Bs? (0, v2)) 
e+ Po1'— 85! — as! 
a 8.2% 2 Oe (92° (Y 5 2) a (Oy) V2) + B;? (0, V2) 20, V.)) 
o'+4; ‘ —#;.' ame 


ae 24, 7... FL ae ~ (3,7 ( (Y;, V,) o;? (M1) v,) + a (v, ? V2) a (4, v,)). 
Mit ihrer Hiilfe wird: ° 
(2, 2v,) = #, ‘ By? (Vy, Ve) Bye? (4, Ve) + Bor? (V4, Vp) B,?( (U4, Ug) 


G2 O,2 — oe 9? 
. B2° (100) Fort (M1 M2) + F3! (Me) Fae (Or 09) _ 
O29, 2— 3, 9,,* 
+ Ba? (U4, Vg) Por? (Wp Vg) + Hq? (Op, Ve) For? (Y4, U2) 
B29? — Fy? Boy? 
+ 29 — 2 Ag, 95 Fo1 Fo (0), Vg) Byq (V,, Ve) Poy (Vy, Vg) Bs, (4, Ve) : 
(Bg? gq? — Bo 1? D,*) (G2 Foy? — F,? yy?) (F_? H,? — Fy? Fo,*) 








Die Formeln fiir ,,(2v, 2v,) (20, 2v,) @,(2v,2v,) sind hieraus 
durch lineare Transformation abzuleiten. 

Die Formeln fir die Multiplication mit 3 gestalten sich complicirter. 
Kine der einfachsten Formen ist folgende. 

Wir setzen: 
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B,7(v,, V2) F3(Y,, v,) — Bi, v,) 4,7 (v,, v,) = B; 
&,4(0,, 0.) + 8,1 (v,, v.) —B A (0, v2) —8,'(, v2) = B’. 
8,7 (v, , Vy) O7(%, V,) — 8,7(v,, V9) BA(%,, 0 v,) = C; 
B,4(v,, 02) +4, on(U 4, Vp) —B,! (¥,, Y) — Ff (M%, V2) = C’. 

8,7(0,, V2) B5?(v,, V2) — 83 (v, V2) 82 (v,, v,) =D; 
B,! (0, U2) +45 4(%, v,)— B,t (V4, V2) — ot (v4, ¥.) = D 


Fiir die Nullwerthe der Argumente mag an Stelle von B,C, D, B’, C’, D’ 
gesetzt werden. B,,C,, D,, By, C,, D,. Dann wird: 


#,(3v,,30,) %(v,, [To + 292+ 6,92 + 28, 9,2) 


= F,' (0), 0 [TI (04,0) + ay, (V1, Va) Fe, Bot (Y,, Vp) + €&, B;” (v,, v,)) 
— 4(9,5 (0, v,) B’ + O,t(%, ¥,)C’ + 4,4 (0, v.) D’) 
+ 169,? (v1, 02) Bsi(V,, Vp) Bot (4, V2) 9,2(04,0.)| 
5:7 (04,02) BP B, Bo Peemc Cy 4,2 (04,02) D? Dy 
so. WGK. Aaa, Smead aaah 
— 49,3(0,, 02) iY, V2) B57 (04, Vp) [Py* (v4, V2) + 9,5 (%, %)) + BF (0, V2) 
+ 9,4(v,, v2) |. 

Unter Zuhiilfenahme der vorhin gebrauchten Gépel’schen Relation 
zeigt sich das Resultat, dass auch die rechte Seite den Factor #,(v,,v,) 
besitzt, so dass #,(3v,, 3v,) eine ganze homogene Function 9ter Ord- 
nung der Grossen ,(v,, 0.) By4 (01, V2) Do, (M%, M2) 5 (0, v2) ist. 

Durch Substitution von halben Perioden oder durch lineare Trans- 
formation kénnen hieraus die Formeln fiir #,,(3v,, 3v,), #,(3v,, 3v,) 
#,(3v,, 3v,) entwickelt werden. 

Hieraus folgt mit Hiilfe weniger Schliisse ganz allgemein der 
Lehrsatz: 

Bilden die geraden Thetafunctionen («), (B), (vy), (8) ein Quadrupel 
der urspriinglich vorgelegten Art, so sind die Functionen %.(mv,, mv,), 
F3(mv,, Mv), F,(mv,,mv,), Fy (mv,, MV.) ganze Si ygney Functionen 
m*r Ordnung der Grossen %.(v,, V2), B3(V,, Pz), Fy (Y,, Vo), Be (LY, Vo), 
deren Coefficienten rationale Functionen der Functionen 3,, 33, 3,, Os sind. 

Bilden die beiden geraden Functionen («), (8) mit den ungeraden 
Functionen (y), (8) ein Quadrupel der vorgelegten Art und sind (s), (§), 
(n), (%) die vier geraden Thetafunctionen, welche aus ihnen durch Sub- 
stitution von halben Perioden hervorgehen, so sind die Functionen 
F,.(mv,, Mv,), Fz (mMv,, Mv,), Fy(mv,,mMv,), Fy(mv,,mv,) homogene ganze 
Functionen m? Ordnung der Gréssen Pa(v,, V2), Fp(V,, V2), Fy (v4, V2), 
%5(v,, v.), deren Coefficienten rationale Functionen von #, , t:, 3, , sind. 
Hieraus wiederum folgt der Lehrsatz: 












in. 


or 
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Ist («), (B), (v), (8) eim beliebiges Quadrupel der vorgelegten Art, 
(€) eine beliebige Thetafunction, so ist das Product 
B.((m + n)v,, (m+ n)v,), O((m — n)v,, (m — n)v,) 
eine ganze homogene Function 2(m? + n*)'*" Ordnung der Grissen 
Da(V,, V2), Be (V, %), B,(%, v,), Fa(%, 4). 
Auch in diesem Falle lassen sich fiir die Coefficienten specielle 
Siitze angeben, indessen sehen wir von ihrer Aufstellung ab. 


g 3. 

Aus den Siitzen des ersten Paragraphen und durch Substitution 
von halben Perioden kann eine grosse Reihe von Coetficientenbeziehungen 
unmittelbar hergestellt werden. In jedem speciellén Falle sind die- 
selben mit Hiilfe der in der citirten Arbeit angegebenen Tabelle mit 
leichter Miihe zu verificiren. Es sollen diese Beziehungen nicht aus- 
fiihrlich aufgestellt werden. Wir beschrinken uns darauf, die Inter- 
pretation der angefiihrten Sitze an einem Beispiele klar zu machen. 


Mégen die vier geraden Functionen (a), (8), (vy), (0) ein Quadrupel 
der definirten Art bilden, so kénnen wir setzen: 


Fe[(m + m)v,, (m + n) vy] Fe(m — n), v(m — n) vy] 


= >free, /2,°, V9,5, VF5°)arcaPa? (Vy, Vv») B,° (Wy) Vy) By? (Y, Vy) B94 (v,, Vy). 


Die achten Wurzeln sind in jedem speciellen Falle eindeutig be- 
stimmt, sollen aber aus Griinden, die aus dem Friiheren hervorgehen, 
unbestimmt gelassen werden. 


Sind dann m und v einander congruent nach dem Modul 2, so ist: 
f (V/s, V/s, 93°; VPs )arca=jif (V8, Vs", V/*,, VFS )acva 
f (V/9.*, V/s, /2,’, 93> asca = jaf VA, Vos; V/s, V98 )aacos 
f (V8.8, VIs, WO, VP )avca=IsfVRS, VO, VO, VF8)saac - 
f (V8, V88, VO", VP avca= iil VHP, VIS, V8, V9 )eaar. 
Sind dagegen m und n einander nicht congruent nach dem Modul 2, 
so folgen die Beziehungen: 


f (Vas, V9, VO, VO )avca=i'f (VPs, VO8, V8, VP )acsa- 
f (jV'@.5, V9, V2, VPP )avoa = jr f (VA, /9s°; V/3,’, VF acco 
f(V9e, PIs, VIP, VPP )arca=is f (VIS, VI2, WIS, VI, )avca- 
( (Vac, VIP, VIN, VP )arca=ii f VIP, Ve, VIS, VO )arca 

Die Gréssen j sind achte Kinheitswurzeln. Die achten Wurzeln 
links und rechts kénnen von einander verschieden sein. 


Rostock im October 1880. 
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Auszug aus einem Brief an die Redaction der Annalen. 
Von 


von GALL in Mainz. 


In dem von mir p. 149 des 17. Annalenbandes verdffentlichten 
System der biniren Form 8. Ordnung sind drei von Herrn Sylvester 
als irreducibel erklirte Formen in Folge eines Versehens als iiber- 
fliissig bezeichnet worden. Pag. 37 ist niimlich bei der Entwickelung 


der Covariante HZ die unerlaubte Entwickelung f fa k unterlaufen. 
G\1 13 


Obgleich das hieraus gefolgerte Ausfallen derselben aus allgemeinen 
pag. 144 entwickelten Griinden erhalten bleibt, so sind die Folgerungen, 
die durch Verwerthung dieser Entwickelung auf pag. 45 und pag. 151 
gezogen wurden, und die gerade zur Ausscheidung der drei genannten 
Formen fiihrten, hinfallig. Die drei von Herrn Sylvester geforderten 
Formen sind die beizubehaltenden Covarianten 


CS = Orn; C,? —Onaz; C,,? — Onan. 


Mainz, October 1880. 














Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen 
Grundgebilden. 
Von 


H. Scuusertr in Hamburg. 


Die Methode der neueren synthetischen Geometrie erfihrt eine 
fruchtbare Erweiterung, wenn ausser der projectiven oder bilinearen 
Verwandtschaft auch die trilineare Verwandtschaft*) als Forschungs- 
instrument benutzt wird. Die Theorie dieser Verwandtschaft ist in 
der vorliegenden Abhandlung, zuniichst fiir drei einstufige Grund- 
gebilde**), kurz skizzirt. Von dem neu gewonnenen Gesichtspunkte 
aus erkennt man sofort einige Resultate fiir die Geometrie der all- 
gemeinen Fliiche dritten Grades. 


§ 1. 
Definition. 


Drei einstufige Grundgebilde g, g’, g” sollen zu einander trilinear 
heissen, wenn ihre Elemente einen derartigen Zusammenhang haben, 
dass man erst auf zweien von den drei Grundgebilden je ein Element 
willkirlich annehmen muss, um dadurch auf dem dritten Grundgebilde 
ein einziges entsprechendes Element hervorzurufen, und wenn ausser- 
dem dieser Zusammenhang algebraisch ist, d. h. durch eine Gleichung 
von der Form: 


cea’ +a-ve’ +a’ x’ata’- ax . 
+b-#4+0-7+0'.2’=C 
dargestellt werden kann, wo a, a’, a’,b, vb’, b’, C 7 Constante sind, 
und wo 2, «, x” 3 Veriinderliche sind, welche beziehungsweise auf 


*) Ich erwiihnte dieselbe schon in Crelle’s Journal, Bd. 88, p. 342 unter 
dem Namen Ein- ein - ein- Deutigkeit. 

**) Zu der trilinearen Beziehung zwischen drei zweistufigen Grundgebilden 
steigt man dann in derselben Weise auf, wie von der projectiven Beziehung zur 
Collineation oder Correlation. 
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den drei Grundgebilden g, g’, g” die Lage der veriinderlichen Elemente 
bestimmen. 

Aus dieser Definition und der analogen Definition fir die pro- 
jective Verwandtschaft ergiebt sich unmittelbar, dass drei Grund- 
gebilde h, h’, h” trilinear sind, wenn sie beziehungsweise dreien trili- 
nearen Grundgebilden g, g’, g’ projectiv sind. 

Der einfachste Fall einer trilinearen Beziehung entsteht auf drei 
geraden Punktreihen dadurch, dass man ausserhalb derselben einen 
festen Punkt annimmt, und als zusammengehorig immer solche 3 Punkte 
betrachtet, deren Verbindungsebene durch diesen festen Punkt geht. 
Liegen specieller die drei geraden Punktreihen in einer und derselben 
Ebene, so wird die trilineare Beziehung von der Lage des festen 
Punktes x unabhiingig, indem immer die Verbindungsgerade zweier 
beliebiger Punkte auf zweien von den drei Geraden die dritte Gerade 
in dem entsprechenden Punkte schneidet. Wir nennen dann die drei 
geraden Punktreihen geradlinigt auf einander bezogen. Die gerad- 
linigte Beziehung, welche unter den trilinearen Beziehungen dieselbe 
fundamentale Rolle spielt, wie die perspective Verwandtschaft unter 
den projectiven Verwandtschaften, giebt das bequemste Mittel an die 
Hand, um allgemeinere, trilineare Beziehungen auf drei gegebenen 
Grundgebilden festzustellen. Man hat zu diesem Zwecke nur zu jedem 
Grundgebilde eine projective gerade Punktreihe irgendwie zu construiren, 
und die erhaltenen drei Geraden geradlinigt auf einander zu beziehen. 

Wihrend die projectiven Beziehungen im allgemeinen Gebilde 
zweiten Grades erzeugen, so fiihren die trilinearen Beziehungen zu 
Gebilden dritten Grades. Wiihrend z. B. zwei projective Ebenenbiischel 
durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen eine Fliche zweiten 
Grades erzeugen, so liefern drei trilineare Ebenenbiischel durch die 
Schnittpunkte aller méglichen Tripel entsprechender Ebenen die simmt- 
lichen Punkte einer Fiche dritten Grades. Denn das Correspondenz- 
princip ergiebt, dass jede Gerade des Raumes dreimal einen Punkt 
enthalten muss, in welchem entsprechende Ebenen sich schneiden. 


§ 2. 
Die sechs singuliren Elemente jeder trilinearen Beziehung. 


Auf den drei Geraden g, g’, g” sei irgendwie eine trilineare Be- 
ziehung zwischen ihren Punkten festgestellt. Dadurch gehdren co? mal 
drei Punkte auf den drei Geraden einander zu. Je drei so einander 
zugehérige Punkte mégen immer X, X’, X” heissen. Wenn man 
dann auf jeder der drei Geraden zwei Fundamentalpunkte annimmt, 
und beziehungsweise mit z, a’, 2 das Verhiltniss bezeichnet, in 
welchem immer auf g, g’ oder g” der Punkt X, X’ oder X” die Strecke 
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zwischen den Fundamentalpunkten, auch dem Vorzeichen nach, theilt, 

so muss zwischen wz, 2, x” eine trilineare Gleichung bestehen. Die- 

selbe heisse: 

(1) eee tata’ +a - a’ ata’ - ax 
+b-x2+vU-7+0"-2’=C. 

Rechnet man eine der drei Variabeln 2, x’, 2” aus dieser Gleichung 
aus, und setzt man dann von dem erhaltenen Bruche sowohl den Ziahler 
wie den Nenner gleich null, so bekommt man zwei Gleichungen zwischen 
zwei Variabeln, welche durch zwei Werthepaare befriedigt werden. 
Es kommt demnach immer zweimal vor, dass einem Punkte auf einer 
von den drei Geraden und einem zugeordneten Punkte auf einer zweiten 
Geraden jeder Punkt auf der dritten Geraden entspricht. Zwei so zu- 
geordnete Punkte zweier Geraden, denen auf der dritten Geraden jeder 
Punkt entspricht, wollen wir ein singuldres Paar und jeden einzeln 
singulér nennen. Ks existiren also im ganzen auf den drei Geraden 
6 singulire Paare. Dieselben bestehen jedoch nicht aus 12, sondern 


nur aus 6 singuliren Punkten, wie die folgende Rechnung ergiebt. 
Man erhiilt aus Gleichung (1): 


a pee a’ ax +ba+b'2’—C 
va +aax+ax' +b" 
Setzt man Ziahler und Nenner dieses Bruches gleich null und elimi- 
nirt 2’, so kommt: 
(2 (7 + a)- (ba — C) —(da+0") ("a+ 0) =0. 

Auf ganz dieselbe Gleichung kommt man aber auch, wenn man 
erst x ausrechnet, von dem erhaltenen Bruche Zihler und Nenner 
gleich null setzt, und dann 2” eliminirt. Daraus ergiebt sich, dass 
jede der drei Geraden nur zwei singuliire Punkte enthilt, indem jeder 
singulire Punkt zweien singuliiren Paaren angehdrt. Ferner findet 
man bei Ausfiihrung der Rechnung, dass immer diejenigen beiden 
Punkte, welche mit einem und demselben Punkte ein singulires Paar 
bilden, unter sich kein singuliires Paar constituiren. Ks ist desshalb 
zweckmiissig, fiir die singuliiren Punkte die folgende Bezeichnung ein- 
zufiihren. Man nenne p und gq die beiden auf g liegenden, singuliren 
Punkte, gq und q” diejenigen , welche mit p ein singuliires Paar bilden, 
dagegen p' und p” diejenigen, welche mit q ein singuliires Paar bilden, 
natiirlich so, dass p’ und q’ auf g’, p” und q” auf g” liegen. Durch 
diese Bezeichnung erreicht man, dass immer ein singuliires Paar con- 
stituirt wird durch je zwei auf verschiedenen Geraden liegende Punkte, 
welche mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet sind, und dass immer 
zwei mit denselben Buchstaben bezeichnete Punkte kein singulires 
Paar bilden. Ein singuliires Paar bilden also: 
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p und q, p und gq’, p” und q, 
q und p’, q und p”, gq” und p; 
dagegen bilden kein singuliires Paar: 

p und p’, p und p”, p” und p, 
q und q, q und q’, q’ und q. 


Da die eben besprochenen Vorkommnisse durch projective Trans- 
formation erhalten bleiben, so kénnen wir alles, was wir eben bei 
drei geraden Punktreihen hinsichtlich der singuliiren Elemente fest- 
gestellt haben, ohne Weiteres auf irgend welche drei trilinear be- 
zogene Grundgebilde iibertragen. 

Beispielsweise suchen wir noch die sechs singuliiren Punkte bei 
den oben erwihnten, specielleren, trilinearen Beziehungen auf. Ent- 
sprechen sich auf drei Geraden immer je drei Punkte, deren Ver- 
bindungsebene durch einen festen Punkt geht, so erhiilt man die sechs 
singuliren Punkte dadurch, dass man jede der drei Geraden mit dem 
festen Punkte durch eine Ebene verbindet, und dann die Schnittpunkte 
dieser Ebene mit den beiden andern Geraden aufsucht. Wenn ferner 
drei in derselben Ebene befindliche Geraden gy, g’, g” geradlinigt auf 
einander bezogen sind, so fallen die singuliiren Punkte in die drei 
Ecken des von g, g, g’ gebildeten Dreiecks, und zwar entweder p’ 
und g” beide in die Gegenecke von g, p” und q beide in die Gegenecke 
von g, p und q beide in die Gegenecke von g”, oder auch p” und q’ 
in die Gegenecke von gy, p und q” in die Gegenecke von g’, p’ und q 
in die Gegenecke von g”. In beiden Fiillen wird die Unbestimmtheit 
des Punktes, welcher einem singuliiren Paare entspricht, dreimal da- 
durch hervorgerufen, dass die beiden, das Paar constituirenden Punkte 
zusammenfallen, und dreimal dadurch, dass sie beide in diejenige 
Gerade fallen, auf welcher der entsprechende Punkt liegen soll. 


§ 3. 
Die Doppelverhaltnissrelationen bei der trilinearen Beziehung. 


Die Gleichung (1), bei deren Aufstellung iiber die Lage der beiden 
Fundamentalpunkte jeder Geraden noch keine Disposition getroffen 
wurde, vereinfacht sich sehr, wenn man die singuliiren Punkte zu 
Fundamentalpunkten wiihlt. Dabei sollen dann 2, 2’, x” beziehungs- 


weise fiir die Punkte X, X’, X” die Streckenverhiiltnisse : 

Xp Xp Xp” 

. tae wae lg 
bedeuten. Fillt nun X in den Punkt p, X’ in q’, so muss der 
Ponkt X” unbestimmt werden, d. h. es muss fiir =O und a’ = oo, 
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zx” vieldeutig werden. Hieraus folgt aber, dass a = 0 und b’ = O sein 
muss. Ebenso erkennt man, dass a = (0 und b” — 0 sein muss, indem 
man X mit p und X” mit q” zusammenfallen lisst. Analog ergiebt 
sich, dass auch die Constanten a’, a’, 6b den Werth null haben. 
Daraus folgt: 
(2) 2-2-2 eC, 

Ist Y, Y’, Y” ein zweites Tripel entsprechender Punkte, fiir 
welches y, y, y” die x, «’, x” analogen Briiche sind, so ist auch: 


y-y¥y-y =C. 
Also kommt: 


oder, was dasselbe ist: 

Xp . Yp X* p’ ‘py x” p” "py 
(4) e- : vy): Get : +t): ( xe : yo) 1. 
Dieses Resultat lisst sich ausdriicken, wie folgt: 

Bei einer trilinearen Beziehung zwischen drei geraden Punktreihen 
sind die sechs singuliren Punkte und zwei Tripel entsprechender Punkte 
a, a, a’, b, 0, b” in ihrer Lage zu einander derartig von einander 
abhiingig, dass das Product der drei Doppelverhiltnisse, welche auf 
den drei Geraden durch die dreimal vier Punkte hervorgerufen werden, 
gleich 1 ist; und zwar ist bei Festhaltung der oben fir die singuliren 
Punkte eingefiihrten Bezeichnung und der iiblichen Bezeichnung des 
Doppelverhiltnisses von vier Elementen: 


‘ 


(d) (pqab)-(pqav) -(p"¢q' ab") =1. 
Fallt speciell « mit b zusammen, so ist (pgab) = 1, also 

(pgad) =(q'p’a'd’), 
eine Relation, welche auch daraus folgt, dass dann der Coincidenz- 
punkt von @ und b mit p’ und q”, mit g und p”, mit a und a’, mit 
b’ und b” je ein Tripel entsprechender Punkte constituirt, dass also 
die Punkte p’, q, a, b’ den Punkten g’, p”, a’, b” projectiv ent- 
sprechen. 

Da in der Formel (5) nur Doppelverhiiltnisse auftreten, und diese 
bei projectiver Transformation ihren Werth behalten, so gilt die ge- 
fundene Relation auch fiir drei beliebige, eimander trilineare Grund- 
gebilde. 

Der durch die Gleichung (5) ausgesprochene Sata bildet im Verein 
mit mehreren anderen Siitzen das Analogon zu dem Satze, welcher die 
Gleichheit der Doppelverhiiltnisse bei vier Paaren von Punkten aus- 
spricht, die in einer projectiven Beziehung sich entsprechen. So wie 
man aus jenem Satze schliessen kann, dass die projective Beziehung 
durch drei Paare entsprechender Elemente eindeutig bestimmt ist, so 
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kénnen wir hier analog schliessen, dass die trilineare Beziehung durch 
die sechs singuliiren Elemente und ein Tripel entsprechender Elemente 
eindeutig bestimmt ist. Ueberhaupt miissen zur Bestimmung einer 
trilinearen Verwandtschaft, da dieselbe die Constantenzahl 7 hat, immer 
nm Tripel entsprechender Elemente und 7 — » singuliire Elemente ge- 
geben sein. Doch ist nicht in allen diesen Fillen die Bestimmung 
eine eindeutige. Sind z. B. vier Tripel entsprechender Elemente und 
ausserdem in jedem Grundgebilde ein singulires Element gegeben, aber 
derartig, dass nie zwei von den drei gegebenen singuliiren Elementen 
ein singuliires Paar bilden, so sind dadurch fiinf verschiedene, trilineare 
Beziehungen bestimmt. Wenn dagegen » Tripel entsprechender Ele- 
mente und 8 —  singuliire Elemente einer trilinearen Beziehung an- 
gehéren, so miissen dieselbeu immer durch eine algebraische Relation 
in ihrer Lage von einander abhiingen. Von solchen Relationen giebt 
es ausser der oben abgeleiteten noch zwélf wesentlich verschiedene. 
Wir leiten jedoch hier nur noch diejenige ab, welche sich bei drei 
Geraden auf vier Tripel entsprechender Punkte und solche vier singu- 
lire Punkte bezieht, die simmtlich auf zwei Geraden liegen. 

Die singuliiren Punkte mégen, wie oben, mit p, q, p’, q’; p’, ¢” 
bezeichnet sein. Ferner seien 


, ia , ” , ” , ”” 
6, 6, @3 6,36, 0; ¢, d, &; d, @’, a 
vier Tripel entsprechender Punkte. Der Kiirze wegen bezeichnen wir 
fiir die Gerade g die vier Briiche 
pa pb pe pd 
qa’ qb’ qe’ qa 
beziehungsweise mit 4,, 4,, 4., 4a, und fiir die beiden anderen Geraden 
die analogen Briiche mit 
Ae, As; Acy ha} da ’ Ay’; Ae, ha * 
Zuniichst ist, wie eine leichte Umformung ergiebt, 
ac ad 4q—4,  4g—hg 
‘Wks i-—& 
In dieser Gleichung ersetzen wir die nichtgestrichelten 4 durch die 
gestrichelten gemiiss den aus Gleichung (3) folgenden Gleichungen: 
Cc C C C 


Se Se Soe. Se ee. Se eee. ae 
. ha aa , 4, a, ' c “co ha ha 





Dann hebt sich die Constante C heraus, und es ergiebt sich die ge- 
suchte Relation : 


WR a ha? 


ce 


(6) ac. ad Ay Aa” a a, a,” ay i,” ae ay ay” 
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fiir welche man auch, indem man nur Doppelverhiltnisse einfiihrt, 
schreiben kann: 
(wv daec’)-(p’q’a"e")—1 , (pqga'd)-(p"q'a’d") —1 | 
conekp = (pq b'c)- (p'q’b'e’)— 1° (pq bd): (p’q'b"a") —1 
In dem speciellen Falle, wo zwei von den vier Punkten a, b,c, d 


in die singuliren Punkte p und gq fallen, entsteht aus der Relation 
(6) wieder die Relation (5). 


g§ 4. 
Kennzeichen, ob eine trilineare Beziehung geradlinigt sei. 


Wenn bei zwei projectiven geraden Punktreihen, die in derselben 
Ebene liegen, irgendwelche drei Paare entsprechender Punkte so liegen, 
dass die drei Verbindungsgeraden von dreimal zwei sich entsprechenden 
Punkten durch einen und denselben Punkt gehen, so ist dies ein Kenn- 
zeichen dafiir, dass die geraden Punktreihen perspectivisch liegen. Bei 
der trilinearen Beziehung dreier gerader Punktreihen suchen wir nach 
einem analogen Kennzeichen, welches dariiber entscheiden soll, ob die 
Beziehung geradlinigt ist. Wir setzen voraus, erstens dass bei einer 
trilinearen Beziehung, die auf den drei Seiten g, g’, g” eines Dreiecks 
liegt, die sechs singuliren Punkte p,q, p’, q', p,q” in die drei Ecken 
fallen, und zwar immer in jede Ecke ein singulires Paar, zweitens, 
dass ein Tripel entsprechender Elemente a, a’, a” in gerader Linie 
liegt. Dann ist nach dem Lehrsatze des Menelaos: 

ge ae ae | 
n..0¢@ .a@¢ 

Ist nun b, b’, b” ein beliebiges zweites Tripel von Punkten, welche 
durch die trilineare Beziehung zusammengehéren, so ist zufolge der 
Gleichung (5): 


(22:42). (S8-: 58). (Si peat h 


Aus beiden Gleichungen ergiebt sich: 


“ bp” 
(5 P). (+ Gee) =t+ 1. 

Folglich miissen nach der Umkehrung des Satzes von Menelaos 
auch b, b’, b” in gerader Linie liegen. Also ist folgender Satz be- 
wiesen: 

Wenn auf den drei Seiten eines Dreiecks eine trilineare Beziehung 
ihrer Punkte so liegt, dass in jede Ecke des Dreiecks ein singulires 
Paar fillt, und dass-ausserdem ein einziges Tripel entsprechender Punkte 
in gerader Linie liegt, so liegen alle Tripel entsprechender Punkte in 


464 H. Scuuserr. 


gerader Linie, oder, was dasselbe ist, so ist die trilineare Beziehung 
eine geradlinigte. 

Durch duale Transformation resultirt hieraus ein analoger Satz 
fiir drei trilineare Ebenenbiischel, deren Axen sich in einem und dem- 
selben Punkte schneiden. Ausserdem aber kann man auch noch durch 
leicht ersichtliche Projectionen die folgende Verallgemeinerung auf drei 
windschiefe Geraden ableiten. 

Wenn auf drei Geraden im Raume eine trilineare Beziehung so 
liegt, dass ein Punkt existirt, durch welchen die Verbindungsebene eines 
einzigen Tripels entsprechender Punkte und ausserdem die drei Ver- 
bindungsgeraden pq’, pq’, pq oder pq’, pq, pg gehen, so miissen 
sich in jenem Punkte die Verbindungsebenen aller miglichen Tripel ent- 
sprechender Punkte schneiden. 

Wie man das eben besprochene Kennzeichen mit Hilfe der Formel 
(5) erhielt, so kann man ein zweites Kennzeichen mit Hilfe der Formel 
(6) erhalten. Dasselbe lisst sich aussprechen, wie folgt: 

Wenn auf den drei Seiten g, g', g’ eines Dreiecks eine trilineare 
Beziehung so liegt, dass die vier auf zwei Seiten liegenden singuliren 
Punkte in die drei Ecken fallen, und zwar in die eine Ecke das eine 
singulire Paar, und dass ausserdem dreimal ein Tripel entsprechender 
Punkte in gerader Linie liegt, so ist die trilineare Bezichung cine 
geradlinigte. 


§ 5. 
Lineare Construction eines neuen Tripels entsprechender Elemente. 


Die eben abgeleiteten Sitze liefern die besten Mittel, um bei 
einer eindeutig bestimmten, trilinearen Beziehung dreier Grundgebilde, 
zu zwei Elementen , welche in zweien von den drei Grundgebilden ge- 
geben sind, das entsprechende Element des dritten Grundgebildes linear 
zu construiren. 

Es seien bei drei trilimear zu beziehenden geraden Punktreihen 
9,9, 9 Mie singuliren Punkte p, q, p, q, p’, q” und ein Tripel ent- 
sprechender Punkte a, a’, a” gegeben. Dann construirt man denjenigen 
Punkt b” aut g’, welcher zweien beliebigen Punkten b auf g’ und b 
auf g vermége der trilinearen Beziehung entspricht, mit Benutzung 
des ersten der beiden oben gefundenen Kennzeichen, nach folgender 
Vorschrift. Man nehme in beliebiger Ebene ein beliebiges Dreieck 
an, dessen Seiten h, h’, h” und dessen Ecken entsprechend P, P’, P” 
heissen mégen, ferner nehme man eine beliebige Gerade an, welche 
h, h’, hk” in A, A’, A” schneiden mége. Darauf ziehe man die Ver- 
bindungsgeraden P’p, Pq, Aa, und construire eine Gerade 1, welche 
diese drei Geraden schneidet, was auf unendlich viele Arten linear méglich 
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ist. Ebenso construire man eine P”p’, Pq’, A’a’ schneidende Gerade 
U, und eine Pp’, P’q’, A’ a’ schneidende Gerade 7’. Wenn man dann 
durch J und b eine Ebene legt, ihren Schnittpunkt B mit h bestimmt, 
ebenso durch / und 0’ eine Ebene legt, ihren Schnittpunkt B’ mit h’ 
bestimmt, darauf den Schnittpunkt B’ der Verbindungsgeraden BB’ 
mit i” aufsucht, und endlich B”’ mit l” durch eine Ebene verbindet, so 
schneidet diese Ebene die Gerade g” in dem gesuchten Punkte 0”, 
welcher 6 und 0’ trilinear entspricht. 

In ahnlicher Weise kann man das zweite der oben angegebenen 
Kennzeichen zu der folgenden linearen Construction verwerthen. 

Es seien bei drei trilinear auf einander zu beziehenden geraden 
Punktreihen g, g’, g” die singuliren Punkte auf g und g’, also p, q, p’, q 
und drei ‘T'ripel entsprechender Punkte a, a’, a”, b, b’', b’, ¢, c’, ¢’ gegeben. 
Um dann alle méglichen Tripel entsprechender Punkte, sowie auch 
die simguliren Punkte p” und q” linear zu construiren, verfahre man, 
wie folgt. Man nehme wieder in beliebiger Ebene ein beliebiges 
Dreieck an, dessen Seiten h, h’, kh’, und dessen Ecken entsprechend 
P, P’, P” heissen mogen, dann ziehe man die Verbindungsgeraden 
P’p wid Pq, construire eine beliebige Gerade 1, welche beide 
schneidet, und projicire von / aus die Punkte a, b, ¢ auf h, die Pro- 
jectionen mégen A, B, C heissen. Ebenso construire man eine P’ p’ 
und Pq’ schneidende Gerade /’, von welcher aus man durch a’,b’,c’ Ebenen 
legt, welche h’ in A’, BY, C’ schneiden. Darauf suche man auf h” die 
drei Punkte A”, B’, C”, in welchen h” beziehungsweise von den Ver- 
bindungsgeraden AA’, BB’, CC’ geschnitten wird. Endlich ziehe 
man eine Gerade 1”, welche die Verbindungsgeraden A’ a’, B’b", Cc” 
schneidet. Dann entsprechen sich immer drei Punkte d, d’, d” auf 
9, 9,9. trilinear, wenn ihre Projectionen D, D’, D” von 1, IU, 0’ aus 
auf die Geraden fh, h’, h” in gerader Linie liegen. Ist z. B. auf g ein 
Punkt d, auf g” ein Punkt d” gegeben, so sucht man auf h und h” 
die Punkte D und D” auf, wo die Verbindungsebenen von d mit | 
und von d” mit 1” schneiden, zieht dann DD” und bestimmt den 
Punkt D’, wo h’ von DD” geschnitten wird. Dann schneidet die 
Verbindungsebene von D’ mit 1’ die Gerade g’ in demjenigen Punkte 
d', welcher den Punkten d und d” entspricht. Die nicht gegebenen, 
singuliren Punkte p” und q” liegen auf g” da, wo die Verbindungs- 
ebenen von 1” mit P resp. mit P’ schneiden. 

Besteht die trilineare Verwandtschaft zwischen andern drei Grund- 
gebilden als drei geraden Punktreihen, so kann man immer die beiden 
eben angegebenen Constructionen benutzen, um in den beiden analogen 
Fallen ein neues Tripel entsprechender Elemente linear zu construiren. 
Man hat dann nur die drei Grundgebilde zuvor auf drei gerade Punkt- 
reihen zu projiciren. Freilich kommt man in solchen Fiillen oft auch 
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kiirzer zum Ziele. Beispielsweise wird man bei drei trilinear zu be- 
ziehenden Ebenenbiischeln diejenigen Constructionen anwenden, welche 
den obigen dual entsprechen. 


§ 6. 
Eigenschaften und lineare Construction der allgemeinen Flache dritten 
Grades. 


Wie ich schon einleitend bemerkte, hingt die trilineare Beziehung 
in ahnlicher Weise mit den Gebilden dritten Grades zusammen,. wie 
die projective Beziehung mit den Kegelschnitten, Kegeln und Flaichen 
zweiten Grades zusammenhingt. Hat man z. B. eine trilineare Be- 
ziehung zwischen den Punkten der drei Seiten eines Dreiecks, so 
kommt es, wenn die Beziehung keine geradlinigte ist, co' mal vor, dass 
drei einander entsprechende Punkte in gerader Linie liegen, und die 
so entstehenden geraden Linien hiillen eine Curve dritten Ranges ein, 
welche auch von den drei Dreiecksseiten beriihrt wird. Wenn ferner 
zwei Strahlbiischel und eine gerade Punktreihe in allgemeiner Lage 
sich trilinear entsprechen, so bilden alle diejenigen Geraden, welche 
zwei Strahlen der beiden Strahlbiischel und den ihnen entsprechenden 
Punkt der geraden Punktreihe treffen, eine Congruenz, deren Strahlen 
simmtlich den Triiger der geraden Punktreihe so schneiden, dass sie 
auf jeder Ebene, die durch denselben geht, eine Curve dritten Ranges 
einhillen, und in jedem auf der geraden Punktreihe liegenden Punkte 
einen Kegel zweiten Grades bilden. 

Am ergiebigsten ist die Theorie der trilinearen Beziehung jedoch 
in ihrer Anwendung auf allgemeine und specielle F'ldchen dritten 
Grades. Wir betrachten zuniichst eine allgemeine Fliche dritten 
Grades, und irgend welche drei auf ihr liegende, zu einander wind- 
schiefe Geraden g, g',g". Wir legen durch zwei von diesen Geraden, 
etwa durch g und g’, zwei beliebige Ebenen, dann trifft deren Schnitt- 
gerade die Fliche ausser auf g und g’ noch in einem einzigen dritten 
Punkte, dessen Verbindungsebene mit g” also den beiden angenom- 
menen Ebenen eindeutig zugeordnet ist. Da diese Zuordnung auch 
eine algebraische ist, so kénnen wir schliessen, dass die Fiche in je 
drei auf ihr liegenden, windschiefen Geraden drei trilinear bezogene 
Ebenenbiischel erzeugt. Es liegt nun nahe, zu untersuchen, welche 
Rolle die sechs singuliiren Ebenen dieser drei Ebenenbiischel auf der 
Fliche spielen. Sie mégen 2, x, 2’, x’, x”, x” heissen, so dass x und 
* sich in g, 2 und x’ sich in g, x” und x” sich in g” schneiden, 
und dass a mit x, 2’ mit x", x” mit x, ferner x mit 2’, x mit 2”, 
x” mit a je ein singulires Paar bilden. Da jedem solchen singuliren 
Paare unendlich viele Ebenen entsprechen, so muss jeder Punkt, 
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welcher den beiden Ebenen eines singuliren Paares zugleich angehdrt, 
auf der Flache liegen, d. h. es miissen auch die sechs Schnittgeraden 
un, wx, we; un’, xx", x2 

ganz auf der Fliche liegen. Man erkennt ferner, dass, wenn man aus den 
neun Geraden statt des Tripels g, g’, g” das Tripel xx’, 2’x”, 2x oder 
“an, xx", x a oder g, ax", xx” oder g', xx, x’ a oder g’, xx’, x2 
als Trager der trilinearen Beziehung herausgreift, dass dann immer 
die tibrigen sechs Geraden als Schnittlinien der singuliiren Paare von 
Ebenen auftreten. Von solchen sechs Geraden schneidet immer jede 
nur zwei von den urspriinglich angenommenen drei Geraden*). Es 
giebt aber bekanntlich auch noch drei Gerade, deren jede alle drei 
urspriinglichen Geraden schneidet. Auf diese wird man gefiihrt, wenn 
man danach fragt, wie oft es bei einer trilinearen Beziehung dreier 
KEbenenbiischel vorkommen muss, dass drei einander entsprechende 
Ebenen sich in einer Geraden schneiden. Das Correspondenzprincip 
ergiebt, dass die gesuchte Zahl drei sein muss. 

Die in § 3. abgeleiteten Relationen kénnen jetzt als Eigenschaften 
der Flache dritten Grades folgendermassen ausgesprochen werden. Man 
wihle auf einer Fliiche dritten Grades ein beliebiges Tripel windschiefer 
Geraden g, g',g" aus, bezeichne mit x und x diejenigen beiden, durch 
g gehenden Ebenen, deren jede sowohl eine g’ aber nicht g” schnei- 
dende Gerade, wie auch eine g” aber nicht g’ schneidende Gerade ent- 
hilt, ferner mit z und x die analogen Ebenen durch g’, mit 2” und 
x” die analogen Ebenen durch g’, und zwar so, dass immer nur zwei 
mit verschiedenen Buchstaben bezeichnete Ebenen sich in einer auf 
der Fliaiche liegenden Geraden schneiden. Endlich bezeichne man fiir 
zwei beliebige Punkte A und B der Fliche mit 


a, a’, a”, B, B, Bp’ 
diejenigen Ebenen, welche A und B beziehungsweise mit g, g’, g” 
verbinden. Dann behilt das Doppelverhiltnissproduct: 

(axa B) + (x x’ cr’ B’) - (x x” a” B’) 

stets den Werth 1, wo auch die Punkte A und B auf der Fliche 
liegen mégen. Wenn noch zwei andere beliebige Flichenpunkte C 
und D mit g, g’, g” durch die Ebenen 

% > 7, 9, 8, 0” 
verbunden werden, so gilt auch die folgende Doppelverhiltnissrelation : 





Pe Pe ade 1 (z' x’ ce’ 3”) ¢ (x0 #” oe" 3") — 1 
i) =— {8 Sea) oe se 7 : 7-77 ip yh, 
(©8798) = Gey) We Ry al * @aPe) ae ee) HI 


Wir betrachten umgekehrt eine trilineare Beziehung dreier Ebenen- 


*) Cf. Sturm’s ,,Flichen dritter Ordnung“, pag. 48. 
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biischel mit den Axen g, g’, g” als gegeben, und suchen den Ort der 
Schnittpunkte entsprechender Ebenen. Zunichst erkennen wir, dass 
dieser Ort auf einer beliebigen Geraden k des Raumes drei Punkte 
besitzt. Verbindet man niimlich einen beliebigen Punkt A auf k mit 
g und g’, so entspricht den beiden Verbindungsebenen trilinear eine 
Ebene durch g”, welche k in B schneidet. Umgekehrt entsprechen 
einer solchen Ebene Bg” co' Paare von Ebenen durch g und g’. Diese 
bilden zwei projective Ebenenbischel, deren Erzeugniss eine Fliiche 
zweiten Grades ist, und deshalb die Gerade k in zwei Punkten A schneidet. 
Demnach giebt es nach dem Correspondenzprincip auf k drei Stellen, 
wo ein Punkt A mit einem Punkte B zusammenfallt. Das gesuchte 
Erzeugniss ist also eine Fliche dritter Ordnung*). Man erkennt ferner, 
dass jeder auf einer der drei Geraden g, g’, g” liegende Punkt der 
Fliche angehért, weil’seinen Verbindungsebenen mit den beiden andern 
Geraden eine Ebene entspricht, welche sich mit den beiden Verbin- 
dungsebenen in dem angenommenen Punkte selbst schneidet. Indem 
aber die Fliche dritten Grades durch eine gegebene Gerade ganz hin- 
durchgeht, erfillt sie eine vierfache Bedingung. Folglich erfiillt die 
Flache dadurch, dass sie Erzeugniss von drei gegebenen trilinearen 
Ebenenbiischeln ist, eine 
(4+4-+4- 7)-fache oder 19-fache 

Bedingung, vorausgesetzt, dass die trilineare Beziehung so allgemein 
wie moglich ist, also die Constantenzahl 7 hat. Die erzeugte’Fliiche 
dritter Ordnung hat also die Constantenzahl 19, das heisst, sie ist 
punktallgemein. Auf ihr liegen ausser g, g', g” noch die sechs Schnitt- 
geraden der sechs singuliiren Ebenenpaare, welche die trilineare Beziehung 
liefert, weil wieder jeder Punkt einer solchen Schnittgeraden als Schnitt- 
punkt eines Tripels entsprechender Ebenen betrachtet werden darf. 

Die in § 5. auseinandergesetzten linearen Constructionen liefern 

bei dualer Transformation die lineare Construction der allgemeinen 
Fliche dritter Ordnung in folgenden beiden Fallen: 

1) wenn sie durch einen gegebenen Punkt, durch drei windschiefe 
Gerade und durch diejenigen sechs Geraden gehen soll, von 
denen jede nur zwei von den drei windschiefen Geraden 
schneidet; 

2) wenn sie durch drei gegebene Punkte, durch drei windschiefe 
Gerade und diejenigen beiden Geraden gehen soll, deren jede 
gewisse zwei von den drei windschiefen Geraden schneidet, die 
dritte aber nicht. 

*) August in Berlin erzeugte in seiner Dissertationsschrift (Berlin 1862) die 

Fliche dritter Ordnung durch drei Ebenenbiischel, welche, nach unserer Ter- 
minologie, trilinear auf einander bezogen waren, ohne jedoch dieses Beziehen als 
ein neues Forschungsmittel der synthetischen Geometrie zu betr&chten. 
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In beiden Fallen kann man séimmitliche Punkte der Fliche finden, 
weil man auf jeder beliebigen Geraden, welche zwei der drei gegebenen, 
windschiefen Geraden schneidet, den dritten, der Fliaiche angehérigen 
Punkt linear construiren kann. Wir geben beispielsweise die Vor- 
schrift fiir die Construction der Fliche im zweiten Falle. 

Von den drei gegebenen windschiefen Geraden g, g’, gy” mégen g 
und g’ diejenigen sein, welche von den beiden sonst noch gegebenen 
Geraden J” und h” geschnitten werden, ferner mégen die drei gegebenen 
Punkte a, b, ¢ heissen. Man lege durch g und l” eine Ebene 2, 
durch g und h” eine Ebene x, ebenso durch g und 1” eine Ebene x’, 
durch g und h’ eine Ebene a’, ausserdem durch g, g’, g” einerseits 
und a, b, ¢ andererseits die Ebenen 


a, a, a’, B, BB’, 7, 7,7". 
Dann nehme man drei beliebige Ebenen «, é, «” an, welche sich zu 
je zweien in den drei Strahlen h, h’, h” schneiden miégen, suche die 
beiden Geraden, in denen sich « mit x und é” mit x schneidet, con- 
struire eine Gerade 1, welche diese beiden Geraden schneidet, und ver- 
binde die drei Punkte, wo / von a, 8, y geschnitten wird, mit h durch 
die Ebenen A, B, C. Ebenso construire man eine Gerade I’, welche 
die beiden Schnittgeraden von &” mit a und von é mit x schneidet, 
und verbinde die drei Punkte, wo l’ von a’, 6, y' geschnitten wird, 
mit hk’ durch die Ebenen A’, BY, C’. Darauf suche man die drei 
Schnittgeraden der Ebenen A und 4’, B und B, C und C’, und ver- 
binde dieselben mit hk” durch die Ebenen A”, B’, C”. Endlich ziehe 
man eine Gerade 1”, welche die drei Geraden trifft, in denen sich A” 
und @&”, B’ und 6", C” und y” schneiden. Wihlt man dann eine be- 
liebige Gerade, welche zwei der drei Geraden g, g’, g’, etwa g und g” 
schneidet, so findet man den auf dieser beliebigen Geraden k’ liegen- 
den, dritten Flichenpunkt d auf folgende Weise. Man lege durch g 
und k’, sowie durch g” und k’ je eine Ebene, 0 und 0”, suche die 
Schnittpunkte von d mit / und von 60” mit 1”, verbinde diese Punkte 
mit h resp. h” durch die Ebenen D und D”, lege eine Ebene D’ durch 
h’ und die Schnittlinie von D und D”, und verbinde den Punkt, wo 
sich D’ und l’ schneiden, mit der Geraden g’ durch eine Ebene 0’, 
Dann ist schliesslich der Schnittpunkt von hk’ und 0 der gesuchte 
Flichenpunkt d. Man kann so auch immer diejenigen vier Geraden 
der Fliche erhalten, welche, noch ausser 7” und h”, nur zwei von 
den drei Geraden g, g’,g” schneiden. Man verbinde zu diesem Zweck 
g’ mit den beiden Punkten, wo /” von ¢ und von & geschnitten wird, 
durch die beiden Ebenen x” und x”. Dann sind die Schnittlinien 


, 


ax’, a %’, xx”, x x” die gesuchten vier Geraden. 
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§ 7. 
Ausgeartete trilineare Beziehungen. 


Ausgeartete trilineare Beziehungen auf drei Grundgebilden kann 
man bei Festhaltung der allgemeinen Lage der Grundgebilde zu einan- 
der namentlich dadurch erhalten, dass man den drei Trigern einer 
geradlinigten Beziehung specielle Lagen zu einander ertheilt, und dann 
die entstaudenen geradlinigt bezogenen Punktreihen auf die gegebenen 
Grundgebilde projicirt. Geht man z. B. von drei Geraden aus, welche 
sowohl in einer Ebene liegen, wie auch durch einen und denselben 
Punkt gehen, und dabei geradlinigt auf einander bezogen sind, so 
gelangt man zu einer specielleren trilinearen Beziehung, welche als 
Ausartung der allgemeinen aufgefasst werden kann, und folgende 
Definition hat. 


1) Die Ausartung y ist eine trilineare Beziehung, bei welcher auf 
jedem der drei Grundgebilde die singuliren Elemente zusammenfallen. 
Sie hat die Constantenzahl sechs, ist also z. B. durch die drei singu- 
laren Elemente und drei Tripel entsprechender Elemente oder durch 
sechs Tripel entsprechender Elemente bestimmt, und zwar im ersten 
Falle eindeutig, im letzten Falle aber vierdeutig. Man kann y noch 
auf manche andere Weise erhalten, z. B. wenn man von drei geraden 
Punktreihen und einem festen Punkte ausgeht, der auf der durch die 
drei geraden Punktreihen erzeugten Regelfliche liegt, und wenn man 
dann als zusammengehorig je drei Punkte bezeichnet, deren Verbin- 
dungsebene durch den festen Punkt geht. Je drei, den so erzeugten 
geraden Punktreihen projective Grundgebilde bilden eine Ausartung 7. 

Zu einer zweiten Ausartung der trilinearen Beziehung gelangt 
man, wenn man von einer geradliuigten Beziehung auf drei Geraden 
ausgeht, von denen zwei zusammenfallen und die dritte schneiden, und 
wenn man dann die erhaltenen Punktreihen auf den drei trilinear auf 
einander zu beziehenden Grundgebilden projectiv abbildet. Eine so 
entstehende, ausgeartete trilineare Beziehung hat folgende Definition. 

2) Die Ausartung @ besteht aus drei Grundgebilden g, g’, g”, von 
denen das eine, es sei g, ein ausgezeichnetes Element enthilt, welches 
nicht bloss die beiden singuliiren Elemente in sich vereinigt, sondern 
auch immer irgend welchen zwei Elementen der beiden andern Grund- 
gebilde g und g” entspricht. Dagegen sind die Elemente in g’ und 
in g” einander projectiv zugeordnet, so dass zwei zugeordneten Ele- 
menten jedes beliebige Element auf g entspricht. Die singuliiren Paare 
auf g und g” liegen so, dass immer die beiden Elemente eines Paares 
sich projectiv entsprechen. Die Ausartung hat die Constantenzahl 
sechs, ist aber nur dann vollstiindig bestimmt, wenn ausser T'ripeln 
entsprechender Elemente ein singuliires Element auf g’, und das nicht 
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zugehérige singulire Element auf g” gegeben ist. Dieselbe trilineare 


‘Beziebung erhilt man auch, wenn man von drei geraden Punktreihen 


und einem festen Punkte ausgeht, der auf einer dieser Punktreihen 
liegt, und wenn man dann als zusammengehirig je drei Punkte definirt, 
deren Verbindungsebene durch den festen Punkt geht. Indem man 
nicht, wie eben geschehen ist, das Grundgebilde g, sondern g’ oder 
g’ bevorzugt, erhilt man zwei analoge Ausartungen @' und o”. 

Eine dritte Ausartung der trilinearen Beziehung entsteht in drei 
Grundgebilden dadurch, dass man von drei Geraden ausgeht, die sich 
in einem und demselben Punkt S schneiden, aber nicht in derselben 
Ebene liegen,- und wenn man dann als einander entsprechend je drei 
Punkte definirt, deren Verbindungsebene durch den gemeinsamen Punkt 
S geht. Bezieht man die so entstehenden, trilinearen Punktreihen 
projectiv auf die drei Grundgebilde, so kommt man zu folgender 
Definition. 

3) Die Ausartung @ besitzt in jedem der drei Grundgebilde ein 
ausgezeichnetes Element, welches immer irgend zwei Elementen der 
beiden andern Grundgebilde entspricht. Was die sechs singuliren 
Elemente anbetrifft, so liegen dieselben so, dass immer das eine Ele- 
ment eines singuliren Paares eins der drei ausgezeichneten Elemente 
ist, das andere aber nicht. Es liegen also, gemiss unserer friiher 
eingefiihrten Bezeichnung (§ 2.), entweder p, p’, p” in den ausgezeich- 
neten Elementen, aber gq, q’, q nicht, oder gerade umgekehrt. Auch 
diese Ausartung hat die Constantenzahl 6, ist aber nur dann voll- 
stiindig bestimmt, wenn die nicht in die ausgezeichneten Elemente 
fallenden drei singuliren Elemente gegeben sind. Ausserdem kénnen 
n Tripel entsprechender Elemente und 3 — m singuliire Punkte ge- 
geben sein, wo » gleich 0, 1,2 oder 3 ist. 

Die gefundenen Ausartungen der trilinearen Beziehung liefern zu- 
gleich fiir die allgemeine Fldche dritter Ordnung gewisse Ausartungen 
von der Constantenzahl 18, welche méglich sind, wenn drei wind- 
schiefe Gerade gegeben sind, die auf der flache liegen sollen. Man 
hat immer nur das Erzeugniss von drei Ebenenbiischeln zu unter- 
suchen, welche, den obigen Definitionen gemiiss, trilinear auf einander 
bezogen sind. Demgemiiss fiihrt die oben mit y bezeichnete Ausartung 
zu einer Fliiche, welche sich von der allgemeinen dadurch unterscheidet, 
dass dreimal zwei von den sechs Geraden, die nur zwei von ‘den drei 
windschiefen schneiden, zusammengefallen sind. Dagegen fiihrt die 
Definition von @ zu einer ausgearteten Fliiche, welche aus einer Ebene 
und einer Regelfliiche zweiten Grades besteht, so dass die eine von 
den drei windschiefen Geraden auf der Ebene, die beiden andern auf 
der Regelfliiche liegen. Endlich liefert die oben mit g bezeichnete 
Ausartung eine in drei Ebenen zerfallene Fliche dritter Ordnung, so 
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dass jede der drei Ebenen durch eine von den drei windschiefen 
Geraden geht. 

Zn weiteren Specialisirungen der Fiche dritter Ordnung gelangt 
man, wenn man den drei Triigern der drei trilinear auf einander zu 
beziehenden Ebenenbiischel specielle Lagen zu einander ertheilt. Wenn 
man z. B. zwei von den drei Geraden zusammenfallen lisst, ohne aber 
die Allgemeinheit der trilinearen Beziehung zu stéren, so erhiilt man 
die bekannte Regeljliche dritter Ordnung. Es kommt nimlich dann 
fiir jede durch die dritte Gerade gelegte Ebene zweimal vor, dass die 
ihr entsprechenden Ebenen zusammenfallen. 

Mit Hilfe der oben beschriebenen Ausartungen konnte der Ver- 
fasser fiir die trilineare Beziehung alle Anzahlprobleme lésen, und fiir 
die Flache dritter Ordnung einen grossen Theil derjenigen Anzahlen 
berechnen , welche sich auf gegebene Punkte und Bedingungen fiir die 
27 Geraden beziehen. Diese Resultate beabsichtigt der Verfasser, 
spiiter in einer besonderen Abhandlung mitzutheilen.*) 


Hamburg, im September 1880. 


*) In einer mir wiihrend des Druckes zugegangenen Abhandlung aus den 
Mémoires de l’Académie de Belgique behandeln die Herren Folie und Le Paige 
die trilineare Form vom Standpunkte der Invariantentheorie. Diese Arbeit hat 
jedoch, so viel ich sehen kann, mit: der meinigen auch riicksichtlich der ange- 
strebten Ziele sonst keine Beriihrungspunkte. (Nov. 1880.) 
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Ueber Aufstellung und Untersuchung von Gruppe und 
Irrationalitat regularer Riemann’scher Flachen. 


Von 


Warner Dyck in Leipzig. 
(Hierbei 2 lithographirte Tafeln.) 


Man hat noch kein allgemeines Princip, welches fir eine geo- 
metrisch vollstiindig gegebene Riemaun’sche Fliche die Frage nach 
der zugehérigen Irrationalitat beantworten lisst. Die vorliegende Ab- 
handlung nimmt diese Fragestellung fiir die specielle Classe der regu- 
liren Riemann’ schen Flichenin Angriff. Eine regulire Riemann’ sche 
Flaiche ist dabei definirt als eine iiber der complexen Ebene oder iiber 
einer beliebigen Riemann’schen Fliche N-blittrig ausgebreitete 
Flache, welche durch eine Gruppe von N Transformationen, die Ver- 
tauschungen der Blatter, ungeindert in sich iibergeht. Die Gruppe 
dieser Vertauschungen liisst sich einer geometrischen Discussion unter- 
werfen; wir erschliessen namentlich ihre Zusammensetzung aus ein- 
fachen Gruppen durch gestaltliche Umformungen der Riemann’ schen 
Fliche. Jene einfachen Gruppen erscheinen uns bei dieser geometrischen 
Untersuchungsweise ebenfalls in Gestalt regulirer Riemann’scher 
Flichen. Setzen wir dann die einfachen Irrationalitiéten, welche diesen 
letazteren Flachen entsprechen, als bekannt voraus, so giebt die geometrische 
Deformation unserer urspriinglichen Fliche unmittelbar den Weg, wie 
wir jene einfachen Irrationalitiéten zu der Irrationalitét dieser Fliche 
von zusammengeseteter Gruppe zu verbinden haben; sie lasst unmittelbar 
die Gleichung dieser Fliche aufstellen. 


Der Ausgangspunkt vorliegender Untersuchung war die von Herrn 
Klein aufgeworfene Aufgabe, fiir die niedrigsten Geschlechter alle 
reguliren Riemann’ schen Flichen aufzustellen und algebraisch zu 
formuliren.*) Hiezu war zuniichst erforderlich, Methoden auszubilden, 


*) Klein ,Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen 
Functionen.“ Math, Ann. Bd. XIV, p. 460 Anm. 

Citate auf Klein’sche Abhandlungen sind im Folgenden einfach durch 
Annalenband und Seitenzahl bezeichnet. 


Mathematische Annalen. XVII. 32 
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alle reguliren Riemann’schen Flichen fiir ein gegebenes Geschlecht 
in einer geometrischen Definition zu erhalten, und hieran kniipften 
sich die Untersuchungen, welche die Gruppe jener Flichen betreffen. 
Die Flaichen vom Geschlechte p = 0, 1, 2,3 boten hiezu das Uebungs- 
material. 

In meiner Inauguraldissertation*), auf welche ich namentlich be- 
ziiglich einer weiteren Ausfiihrung der geometrischen und gruppen- 
theoretischen Seite unseres Problems verweisen michte, findet sich die 
Frage von diesen Gesichtspunkten aus behandelt. 

In vorliegender Arbeit sind, in Fortsetzung der dortigen Unter- 
suchungen, allgemeine Methoden dargelegt, Gruppe [Abschnitt 1.] 
und TIrrationalitét [Abschnitt 2.] einer reguliren Riemann’schen 
Flache aus der geometrischen Definition derselben zu erschliessen**). 
Neben den Beispielen, welche sich in beiden Abschnitten der Arbeit 
unmittelbar an die allgemeinen Erérterungen anfiigen, sind in einem 
besonderen 3. Abschnitte die reguldren Flichen vom Geschlechte eins 
im Anschluss an unsere gruppentheoretischen Untersuchungen be- 
handelt und dabei ihre Beziehung zu dem bekannten Transformations- 
probleme bez. Theilungsprobleme der elliptischen Functionen entwickelt. 


Was die Specialisirung der Fragestellungen auf reguldre Rie- 
mann’sche Flichen betrifft und die Beziehung zu den analogen all- 
gemeineren Fragen, so sei hieriiber das Folgende erwaihnt: 

Die Beschriinkung auf reguléire Riemann’ sche Flichen ist keine 
wesentliche, insofern man, was die Aufstellung der zugehdrigen Irra- 
tionalitat betrifft, jede Riemann’sche Flache durch eine reguldre er- 

*) Miinchen, Straub 1879. 

**) Die Frage nach allen reguldéren Riemann’ schen Flichen eines gegebenen 
Geschlechtes tritt damit hier zuriick; doch sei gestattet, das Resultat in Kiirze an- 
zufiihren, welches eine volistindige Aufzihlung der reguliren Riemann’schen 
Flichen vom Geschlechte p= 0, 1, 2, 3 ergiebt: 

Innerhalb der angefiihrten Geschlechter sind die cyklischen Gruppen von Prim- 
zahlordnung, die Gruppe des Ikosaeders und eine Gruppe von 168 Substitutionen 
[bet p = 3] die einzigen einfachen Gruppen. Die beiden letzteren definiren zwei 
von Herrn Klein ausfiihrlich untersuchte Irrationalititen*). 

Alle innerhalb unserer Geschlechter auftretenden engesetzten Grupp 
aber lassen sich in eine Reihenfolge bloss cyklischer Gruppen zerlegen. 

Saémmtliche Irrationalitdten also, welche durch diese Flichen definirt sind, 
lassen sich [mit Ausnahme jener beiden von Herrn Klein discutirten| durch die 
blosse Ueber- und Nebeneinanderstellung von Wurzelzeichen aufbauen. 








*) Man vergleiche hier die zugehdrigen Abhandlungen Herrn Klein’s in den Annalen- 
bauden IX bis XV. Beziiglich der Fille p=0 sehe man ferner: Schwarz, ,,Ueber diejenigen 
Fille, in denen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten 
Elementes darstellt.* Borchardt’s Journal, Bd. 75, p. 292 ff. und ,,Bestimmung einer specie llen 
Minimalfiiche.“ Preisschrift. Berlin 1871. 
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setzen kann, welche die Gruppe der Monodromie fir die urspriingliche 
Fliche charakterisirt. Der Uebergang von der nichtreguliren zur regu- 
liren Flache stellt sich dabei analog dem Uebergange von einer all- 
gemeinen algebraischen Gleichung zu ihrer Galois’schen Resolvente. 
Thatsdchlich sind ja auch die Gleichungen, zu denen wir durch unsere 
reguliren Riemann’ schen Flichen gefiihrt werden, Galois’ sche Re- 
solventen mit einem oder mehreren Parametern. Insofern nun gerade 
solche Irrationalitaten, die in Form gewisser Galois’scher Resolventen 
erscheinen, in bestimmtem Sinne als F'undamentalirrationalititen zu 
betrachten sind*), auf die wir alle anderen transformiren, wird man 
gegebenen Falles eine solche Zuriickfiihrung einer nichtreguliren Rie- 
mann’ schen Fliche auf eine regulire zweckmdssiger Weise jedesmal 
auch wirklich durchftihren, und damit die zugehérige Irrationalitat mit 
Hilfe jener Fundamentalirrationalititen darstellen. Ich denke auf die 
geometrische Ueberfiihrung einer nichtreguliren Riemann’ schen Fliche 
in eine regulire und den entsprechenden algebraischen Process bei 
einer anderen Gelegenheit eingehen zu kénuen. 


Kine analoge Beziehung, wie die eben betrachtete, welche gleich 
hier angeschlossen sein mag, besteht, rein gruppentheoretisch genommen, 
zwischen dem Studium einer Gruppe, sofern sie durch eine Galois’ sche 
Resolvente mit einem oder mehreren Parametern, also durch eine regu- 
live Riemann’ sche Fliche definirt ist und dem Studium der gleichen 
Gruppe, insofern sie uns durch eine allgemeine Resolvente, also durch 
eine Gleichung schlechthin, gegeben ist, sofern sie also als Gruppe 
der Monodromie fiir eine nichtreguldre Fliche erscheint. 

Denken wir uns im ersten Falle zur Darstellung der einzelnen 
Substitutionen der Gruppe eine Indexbezeichnung der Art eingefiihrt, 
dass wir jedes Blatt unserer reguliiren Fliche mit einem Index be- 
legen; es kommt dann die Gruppe durch bestimmte Vertauschungen 
dieser Indices zu Stande, wobei jeder Index einmal die Stelle jedes 
anderen vertritt**). Wir haben die Gruppe in einer Form dargestellt, 
in welcher sie einfach transitiv erscheint***). — Legen wir andererseits 
zum Studium der Gruppe eine beliebige Resolvente zu Grunde, lesen 
wir sie also aus einer nichtreguliren Fliche ab, so lisst sich auch 
hier wieder eine Indexbezeichnung durch Benennung der einzelnen 
Blitter dieser Flache einfiihren und die Gruppe der Flache driickt sich 
durch Vertauschungen dieser Indices aus. Aber dabei stellt sich die 


*) Man vergl. diese Annalen Bd. XIV. pag. 170. 
**) Fiir unsere rein geometrische Discussion der Gruppen vertreten gewisser- 
massen die Blatter der Fliche selbst jene Indexbezeichnung. 
***) Man sehe hiezu den Aufsatz von Cayley ,,On the Theory of Groups“ in 
den Proceedings of the London Math. Soc. Vol, IX. 1878, 


32* 
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Gruppe als mehrfach transitiv dar und besitzt neben ihren allgemeinen 
und wesentlichen Kigenschaften noch specielle, welche sich auf die 
Auszeichnung jener Resolvente, also auf die specielle Form ihrer Dar- 
stellung beziehen. Man kann vielleicht jene wesentlichen Kigenschaften, 
die fiir alle méglichen Darstellungen einer Gruppe unverindert bleiben, 
als die imvarianten LEigenschaften der Gruppe bezeichnen. Es sind 
gerade diejenigen , deren wir zum Studium der Zusammensetzung unserer 
Gruppen bediirfen. Insofern sie fiir sich, ohne ,,fremde“ Kigenschaften 
eben an jener ,,Galois’schen Form“ der Gruppe — wenn dieser Aus- 
druck gestattet ist — auftreten, werden wir allgemein dazu gefiihrt, 
Gruppenuntersuchungen , die sich auf ein Studiwm der zugehirigen Irra- 
tionalititen beziehen, stets eben an jener Form der Gruppe durcheufiihren, 
in welcher sie einfach transitiv erscheint. 

Ks sei schliesslich noch folgende Bemerkung gestattet. Wir gehen 
hier stets von einer reguliiren Riemann’schen Fliche aus und studiren 
die zugehérige Gruppe. Die umgekehrte Frage, wie: man zu jeder 
Gruppe eine regulire Riemann’ sche Fiche findet, ist zunichst aus- 
geschlossen. Ich denke gerade dieser Fragestellung in Fortsetzung 
dieser Untersuchungen niher treten zu kénnen. 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Felix Klein, 
bei dem ich Anregung und mannigfachste Unterstiitzung in vorliegender 
Arbeit fand, bin ich zu grossem Danke verpflichtet. 


I. Abschnitt. 
Geometrisch -gruppentheoretischer Theil des Problems. 


§ 1. 
Gestalten, welche wir einer reguliren Riemann’schen Fliche 
ertheilen kénnen. 


Wir betrachten regulire Riemann’sche Flichen F’, welche sich 
N-blattrig iiber der complexen Ebene z, oder iiber einer beliebigen 
Riemann’schen Fliache f ausbreiten. Ihre Regularitét spricht sich 
geometrisch zundchst dadurch aus, dass jedes Blatt genau so verzweigt 
ist wie jedes andere. Weiter aber, wenn die Riemann’sche Fliche f 
ein Geschlecht p > 0 besitzt, wenn also das ,,einzelne Blatt‘ der iiber 
ihr ausgebreiteten Fliche fir sich genommen ein Geschlecht p > 0 
hat*), so kénnen diese Blatter, ausser durch Verzweigungsschnitte 


*) Des kurzen Ausdrucks halber ist in der Folge unter dem ,,Geschlecht des 
einzelnen Blattes‘‘ einer Fliiche stets das Geschlecht verstanden, welches sich er- 
giebt, wenn wir ein Blatt der Fliche von den iibrigen losgetrennt und die dabei 
in demselben entstandenen Schnitte uns geschlossen denken. 
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ineinander iiberzugehen, auch lings geschlossener Curven ineinander ge- 
schlungen sein. Die Regularitit der Fiche fordert dann, dass jedes 
Blatt genau so verschlungen ist, wie jedes andere. Dabei haben wir 
auf f bekanntlich 2.p wesentlich verschiedene Durchschlingungscurven 
zu unterscheiden. 

Die Regularitat einer Fliiche J’ verlangt insbesondere, dass, wenn 
in einer gewissen Verzweigungsstelle, bez. lings einer gewissen ge- 
schlossenen Curve v Blatter im Cyklus zusammenhingen, dort dann 
die simmtlichen Bliitter zu je v verzweigt bez. verschlungen sind. 

Insofern unsere folgenden Untersuchungen wesentlich an der Rie- 
mann’schen Flache selbst gefiihrt werden, handelt es sich zuvérderst 
um deren anschauliche Darstellung. Wir werden hier vor allem die 
Darstellung verwenden, in welcher die Riemann’sche Flache als eine 
frei im Raume gelegene erscheint, indem wir ihre N Blatter uns nicht 
iibereinander sondern nebeneinander gelegt denken.*) 

Fiir den Fall einer iiber der z-Ebene N-blattrig ausgebreiteten 
reguliren Riemann’schen Fiche soll das Verfahren der Deformation 
zu einer frei im Raume gelegenen Fliche, die dann in N Gebiete 
vom Geschlechte Null reguldr eingetheilt erscheint, in Kiirze vorgefiihrt 
werden. Es ist diese Umformung von Herrn Klein, Ann. XIV, p. 458ff. 
ausfiihrlich entwickelt. Wir wiederholen sie hier aber namentlich dess- 
halb, weil wir in der Folge von ihnlichen Deformationen unserer 
Riemann’schen Flaichen ausgedehnten Gebrauch zu machen haben. 

Es seien 2,, 2)... %, die Verzweigungsstellen unserer N- blittrigen 
Fliche, so dass bei 2, die Blatter zu je v,, bei 2, zu je v, u. 8. Ww. 
zusammenhinugen. Dann legen wir in der z-Ebene durch die simmt- 
lichen Verzweigungsstellen eine geschlossene Curve, der Art, dass die 
z-Ebene und gleicher Weise jedes Blatt der Riemann’schen Fiche 
in zwei Gebiete getheilt wird — ein schraffirtes und ein nichtschraffirtes 
— die im Sinne der analysis situs symmetrisch sind. Die Fliche lings 
dieser Curve durchschneidend, erhalten wir 2.N getrennte Gebiete, 
die wir nach passender Deformation in der friiheren Anordnung zu- 
sammenfiigen, so zwar, dass die einzelnen Gebiete nicht mehr iiber, 
sondern nebencinander zu liegen kommen. Dadurch werden die Windungs- 
punkte der Fliche aufgehoben. Wo v Blatter im Cyklus tibereinander 
lagen, da liegen jetzt 2.v abwechselnd schraffirte und nichtschraffirte 
Gebietstheile, einen Cyklus bildend, nebeneinander. Die Fiiche ist 
somit verwandelt in eine frei im Raume gelegene, geschlossene Fliiche, - 
die in 2.N abwechselnd schraffirte und nichtschraffirte n-Ecke ein- 
getheilt ist, und zwar ist die so erzeugte EHintheilung zunichst eine 





*) Eine schon von Riemann gebrauchte Vorstellungsweise. Vergl. Aun. XIV, 
p. 134, 
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requlir -symmetrische , insofern wir jedes der N Blatter unserer urspriing- 
lichen Flache noch in zwei zu einander symmetrische Theile getrennt 
haben. Wenn auch diese Spaltung der einzelnen, uuseren Blattern 
entsprechenden Gebietstheile fir die folgenden Betrachtungen nicht 
wesentlich ist, so erméglicht sie uns doch eine gréssere Uebersicht- 
lichkeit in der geometrischen Darste!lung unserer Flaichen und zugleich 
eine freiere Beweglichkeit in ihrer Auffassung, indem wir bei Auf- 
hebung dieser Spaltung, also beim Uebergang von einer regular -sym- 
metrischen Eintheilung zu einer bloss reguliiren, noch die Wahl haben, 
welches der m an ein schraffirtes n-Eck der Eintheilung anstossenden 
nichtschraffirten -Ecke wir mit dem ersteren zusammen als ein Blatt 
unserer Flaiche betrachten wollen. 

Zu einer tibersichtlichen Zeichnung der durch unseren Process erhal- 
tenen Flaiche denken wir uns dieselbe in eine einfach zusammenhingende 
zerschnitten und breiten ein solches ,,Netz der Flaiche“ in die Zeichnungs- 
ebene aus. LDabei liasst sich dieses Netz beziiglich der verschiedenen 
Polygone der Eintheilung in bestimmter regulirer Weise anordnen. 
Nehmen wir etwa einen Eckpunkt v [um den sich 2.v abwechselnd 
schraffirte und nichtschraffirte n-Ecke lagern] in die Mitte, so breitet sich, 
falls wir nur die Zerschneidung unserer Fliche passend getroffen haben, 
um diesen Punkt das Netz in v-facher Regularitat und v-facher Symmetrie 
aus — die letzteren Begriffe dabei im Sinne der analysis situs genommen. 

Wir erleichtern uns die Uebersicht eines solchen Netzes durch 
Einfiihrung auch einer gestaltlichen Symmetrie, indem wir unsere 


Polygone als Kreisbogenpolygone mit den Winkeln = zeichnen*), wie 


dies bei den ersten Netzen, die man studirte, zufolge der funetionen- 
theoretischen Betrachtungen von selbst der Fall war**). 

Durch analoge Deformationen lisst sich nun jede regulire Rie- 
mann’sche Fliche in eine frei im Raume gelegene regulir eingetheilte 
Oberflache verwandeln; nur sehen wir im allgemeinen Falle davon ab, 
die einzelnen Gebiete dieser Eintheilung, die, fiir sich betrachtet, jetzt 
allgemein einen héheren Zusammenhang als 1 haben, weiter in einen 
schraffirten und einen nichtschraffirten Theil zu spalten, wie wir dies 
fiir den Fall der iiber der z-Ebene ausgebreiteten Riemann’schen 
Flichen soeben gethan haben. 


§ 2. 
Die Gruppe einer reguléren Riemann’schen Flache. 
Die Gruppe einer reguliren Riemarn’schen Fliiche ist dadurch 
gegeben, dass wir ein bestimmtes Blatt in jedes andere und in sich 


*) Man vergleiche hierzu Ann. XIV, p. 463. 
**) Schwarz a a. O, Borchardt'’s Journal, Bd. 75, p. 316. 
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selbst iiberfiihren. Bei diesen Zuordnungen sollen stets contigue Blitter 
wieder in contigue tibergehen. Dadurch wird dann jedesmal die Flache 
eindeutig in sich transformirt; die Punkte der Fliche werden dabei je zu 
N Punkten einander zugeordnet, welche in der reguliren Riemann’schen 
Fliche iibereinander, in der stellvertretenden regulir eingetheilten 
Oberfliche an ,homologen Stellen“ der Gebietseintheilung liegen. Die 
Verzweigungspunkte der Fliche, bez. die Polygon-Eckpunkte der 


Flaicheneintheilung bilden Punktgruppen von nur 2. =, - + Punkten. 
1 2 


Diese Punkte bleiben also .bei gewissen Transformationen fest, bei 
denjenigen nimlich, welche die Biitter des betreffenden Cyklus in 
einander iiberfiihren. Demgemiiss wollen wir Transformationen unserer 
Fliche in sich, bei denen ein Punkt der Fliche fest bleibt, als Drehungen 
um diesen Punkt bezeichnen, wihrend wir andererseits Transforma- 
tionen der Fliiche in sich, bei denen keiner ihrer Punkte fest bleibt, 
als Verschiebungen bezeichnen. 

Zur wirklichen Aufstellung der N Transformationen einer Flaiche 
in sich fragen wir zunichst nach der Periode der einzelnen Substitu- 
tionen und untersuchen dann das Verhalten der etwa vorhandenen aus- 
gezeichneten Punktgruppen bei diesen Transformationen. Hiernach 
trennen wir die einzelnen Substitutionen in unter sich gleichberechtigte. 
Kine Transformation bewirkt namlich eine bestimmte gegenseitige Zu- 
ordnung der Punkte unserer Fliiche. Jede analoge Zuordnung ent- 
spricht einer gleichberechtigten Transformation. Rein gruppentheore- 
tisch ausgedriickt sind mit einer Substitution S alle Substitutionen 
S’ = T-187, d. i. alle aus S ,,transformirten “ Substitutionen*) gleich- 
berechtigt [7 bezeichnet dabei irgend eine Substitution unserer Gruppe}. 
Handelt es sich speciell um ,, Drehungen“ der Fliche in sich, so fragen 
wir nach Anzahl und Art der dabei festbleibenden Punkte. Bleiben 
dann bei einer Drehung von der Periode uw [deren es um einen Punkt 
(uw) giebt, wo m die bekannte zahlentheoretische Function bezeichnet | 
gewisse a der Punkte v*) [uw ein Theiler von v] fest, wihrend die 
iibrigen Punkte v sich in Gruppen von je w Punkten cyklisch ver- 


tauschen , so giebt es im Ganzen - getrennte Punktgruppen von je 


a Punkten v, deren jede bei p(u) Drehungen von der Periode u fest 


*) Man vergleiche etwa C. Jordan, Traité des substitutions et des équa- 
tions algébriques, p. 23ff. Im Folgenden ist stets das Jordan’sche Werk citirt, 
weil dort die begrifflichen Definitionen der hier studirten grupp:.heoretischen 
Eigenschaften zusammengestellt sind. 


**) Wir verstehen dabei unter den ,,Punkten » nur die = zusammengehirigen 


Verzweigungspunkte, in welchen fiir eine gewisse Stelle der Riemann’schen 
Fliche die simmtlichen Blatter zu je » zusammenhingen. 
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bleibt. Diese &. Gruppen von g(u) Drehungen sind dann gleichbe- 
rechtigte. 

Kine hiernach angeordnete Uebersicht der N Transformationen 
lasst uns die Gruppe einer Fliche mit allen ihren Untergruppen er- 
kennen. Wir wenden uns jetzt zu deren rein geometrischem Studium. 


§ 3. 
Geometrisches Kennzeichen einer Untergruppe und speciell einer 
» ausgezeichneten Untergruppe“. 


Das Studium unserer Gruppen richtet sich — im Hinblick auf 
die spatere Aufstellung der durch unsere Flachen definirten Irrationali- 
tiiten — hauptsiichlich auf das Vorhandensein ,, ausgezeichneter Unter- 
gruppen“*), also auf die Frage, ob die Gruppe einfach oder zusammen- 
gesetzt ist. Im letzteren Falle haben wir die Factoren der Composition**) 
und ihre gegenseitige Anordnung, die uns unmittelbar den gruppen- 
theoretischen Aufbau unserer Irrationalitait versinnlicht, zu erschliessen. 
Indem wir diese Untersuchungen, im Anschluss an die geometrische 
Definition unserer Gruppen, in geometrische Form kleiden, haben wir 
vor allem die Frage nach einem geometrischen Charakteristikum einer 
Untergruppe iiberhaupt und speciell einer ausgezeichneten Untergruppe 
der gegebenen Gruppe zu beantworten. Zu dem Ende betrachten wir 
noch weitere Deformationen unserer Riemann’schen Fliachen. 

Wir haben in § 1. die iiber der z-Ebene oder iiber einer Rie- 
mann’schen Fliche / N-bliittrig ausgebreitete regulire Riemann’sche 
Fliche durch Nebeneinanderlegen der Blatter in eine regulir einge- 
theilte Oberfliche verwandelt. Wir fassen jetzt gewisse Uebergangs- 
stadien einer solchen Defo' mation ins Auge, bei denen noch nicht 
alle Blatter nebeneinander ausgebreitet sind, sondern dieselben theils 
iiber-, theils nebeneinander liegen. Eine solche ,, Uebergangsform“ be- 
steht also im Ailgemeinen aus M Blittern, deren jedes eine gewisse 
Gebietseintheilung triigt. Die einzelnen Bliitter, je vom Geschlechte p’, 
haingen dabei mit einander allgemein lings gewisser Verzweigungs- 
schnitte und lings geschlossener Curven zusammen, so dass die Ueber- 
gangsform erst als Totalitét aufgefasst die urspriingliche reguliire 
Flaiche darstellt. 

Wir richten unser Augenmerk speciell auf das Vorhandensein 
regulérer Uebergangsformen, welche wir folgendermassen definiren: 

N, Blatter vom Geschlechte p’ sind unter einander regular ver- 


*) Nach einer von Lie herriihrenden Bezeichnung sind darunter solche Unter- 
gruppen verstanden, die mit der Gesammtheit aller Transformationen vertausch- 
bar sind, 

**) Vgl. C. Jordan, a. a. O. pag. 41 ff. 
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bunden; jedes Blatt ist in gleicher Weise, wie jedes andere in N, 
Gebiete der Art eingetheilt, dass die Gesammtfliiche eine in N=N,-N, 
Gebiete regulir getheilte Fliiche darstellt. 

Die N Transformationen dieser Fliche lassen sich dann zusam- 
mensetzen aus: 

1. Den Substitutionen 7’, 7” . .-, welche ein gewisses Gebiet A in 
simmtliche unter bez. iiber ihm befindlichen iiberfiihren, Wir heissen 
diese N, Substitutionen die Verticalsubstitutionen. 

2. Den N, Substitutionen S, S’---, welche dasselbe Gebiet A 
in sammitliche mit ihm auf dem gleichen Blatte gelegenen iiberfiihren 
— den Horizontalsubstitutionen. 

Bei den Verticalsubstitutionen T, T’.+- werden simmtliche Ge- 
biete der Fliche in dariiber beziehungsweise darunter gelegene iiberge- 
fiihrt [ohne dass darum im Allgemeinen die Gesammtheit der Gebiete eines 
Blattes in die Gesammtheit der Gebiete eines anderen Blattes iibergeht]. 
Die Iteration und Combination der Substitutionen 7’, 7” ergiebt stets 
wieder ebeu solche Substitutionen. Die Verticalsubstitutionen bilden also 
eine geschlossene Gruppe von Operationen, eine Untergruppe der Gesammtheit. 

Fiir die Horizontalsubstitutionen gelten im Allgemeinen analoge 
Satze nicht. Es gehen bei ihnen iibereinanderliegende [und ebenso neben- 
einanderliegende] Gebiete im Aligemeinen nicht wieder in itibereinander 
liegende | bez. nebeneinanderliegende] tiber. Dass diese Substitutionen hier- 
nach im Aligemeinen keine Gruppe bilden, bedarf wohl kaum derErwaihnung. 

Wir specialisiren jetzt unsere Uebergangsformen: 

Die Gebietseintheilung, welche in jedem einzelnen Blatte vorliegt, 
soll fiir sich genommen eine reguliire und die Verzweigung bez. Durch- 
schlingung der einzelnen Blatter untereinander dabei fiir alle homologen 
Stellen dieser Hintheilung dieselbe sein, so dass wieder die regulire 
Gesammtfliche aus unserer Uebergangsform resultirt. Wir wollen solche 
specielle Uebergangsformen, die uns in der Folge hauptsichlich be- 
schiaftigen, als ,reguldr-regulidre* bezeichnen. 

Die N,, Horizontalsubstitutionen bilden auch jetzt noch nicht noth- 
wendig eine Gruppe; aber sie definiren indirect eine Gruppe in der jetet 
reguldren Eintheilung des einzelnen Blattes der Uebergangsform. 

Fiir die Kerticalsubstitutionen gilt jetzt der Satz: 

Die Untergruppe, welche wir in den N, Verticalsubstitutionen einer 
regulir-reguliren Uebergangsform abgeschieden haben, ist eine in der 
Gesammtheit ausgezeichnete.*) 


*) In meiner Dissertation sind nur die ,,ausgezeichneten Untergruppen“ in 
geometrische Betrachtung gezogen und so ist in der dortigen Terminologie [vgl. 
dort pag. 36 ff.] in der ,,reguliren Uebergangsform“ eine ,,ausgezeichnete Unter- 
gruppe“ gekennzeichnet, wihrend die ,,regulire Uebergangsform“ in ihrer jetzigen 
Definition Kennzeichen iiberhaupt einer Untergruppe der Gesammtheit ist. 
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Zum Beweise machen wir eine ganz allgemeine Substitution S, 
welche ein Gebiet A einer Verticalreihe R, tiberfiihrt in ein Gebiet 
B einer anderen Verticalschicht R,; hierauf eine Verticalsubstitution 
T, welche das Gebiet B in ein neues C derselben Schichte R, jber- 
gehen lisst. Wenden wir dann die Substitution S riickwirts an 
[fihren also B wieder nach A zuriick], so geht das Gebiet C in ein 
viertes D iiber, welches der urspriinglichen Verticalreihe R, angehért, 
denn jetzt gehen auch bei den Horizontalsubstitutionen iibereinander- 
liegende Gebiete wieder in iibereinanderliegende iiber. Also ist 
S-!TS = T’, d. h. die Gruppe der Verticalsubstitutionen eine in der 
Gesammtheit ausgezeichnete. 


Im folgenden Paragraphen wird uns ein specieller Fall dieser 
Uebergangsformen beschaftigen, dadurch charakterisirt, dass dabei 
nicht nur die Verticalsubstitutionen, sondern auch die Horizontalsub- 
stitutionen fiir sich genommen eine Gruppe bilden. 


§ 4, 
Zerfallende Gruppen. 


Bilden im speciellen Falle auch die Horizontalsubstitutionen einer 
regulir-reguliren Uebergangsform eine Gruppe, so ist diese ebenso, wie 
die Gruppe der Verticalsubstitutionen in der Gesammtheit ausgezeichnet 
und mit jener gleichgestellt. Wir heissen dann die Gruppe der Gesammt- 
fliche zerfallend. Thre Substitutionen setzen sich naimlich zusammen: 


1. Aus der Gruppe der Verticalsubstitutionen, bei welcher die ein- 
zelnen Blatter der Uebergangsform in ihrer Totalitét vertauscht werden. 


2. Aus der Gruppe der Horizontalsubstitutionen, bei denen die 
einzelnen Blatter der Uebergangsform je in gleicher Weise in sich 
transformirt werden. 


Dann ist es méglich, unserer Uebergangsform U, eine zweite U, 
an die Seite zu stellen, in der die Horizontalsubstitutionen dort als 
Verticalsubstitutionen hier erscheinen und umgekehrt. Die Gesammt- 
gruppe wird dann auch erzeugt, wenn wir die Gruppen der Horizontal- 
substitutionen beziiglich von U, und von U, mit eimander combiniren. 
Nehmen wir dem entsprechend ein Blatt der U, und ebenso ein Blatt 
der U, heraus, so sind dies fiir sich genommen zwei in N, bez. N, 
Gebiete regular eingetheilte Flichen F’, und F,, durch deren ,,Simul- 
tanstellung ‘‘ die N = N, - N, blattrige Fliche F’ sich erzeugen lisst. 
Zu dem Ende denken wir uns die F, und F, so ,,zuriick“ deformirt, 
dass die N, bez. N, Gebiete wieder iibereinander zu liegen kommen. 
Sie bilden dann zwei Flachen, die tiber der z-Ebene oder allgemeiner 
iiber einer Riemann’schen Flache /, in gleicher Weise wie die Ge- 
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sammtfliche F’, ausgebreitet sind. Durch diese Umformung liegen jetzt 
die homologen Stellen der lichen F,, F, und F tibereinander, und 
dadurch ist es méglich, die Combination der Transformationsgruppen 
von F, und F,, durch welche wir die Gruppe der F erhalten, auch 
geometrisch zu bewerkstelligen. Die N, Transformationen von Ff’, in 
sich stellen sich niaimlich durch ebensoviele ,, Transformationswege“ dar, 
welche von einem Ausgangsblatt in siimmtliche andere Blitter fiihren. 
Das Gleiche gilt fiir die N, Transformationen der Flaiche F,. Die 
Combination dieser Transformationswege ergiebt also die N, - N,—WN 
Substitutionen, durch welche die Fliche F in sich iibergeht. Wir 
kénnen unmittelbar sagen: 

Die Fliche F entsteht durch die Uebereinanderlagerung der beiden 
Fléchen F, und F,,. 

Insbesondere kénnen wir die Verzweigung von F' unmittelbar aus 
derjenigen von F, und F, ablesen. Hingen namlich an einer Stelle 
die Blatter von F, zu je v,, die von F, zu je v, zusammen, so sind 
dort die Blatter von F zu je v verzweigt, wo v das kleinste gemein- 
schaftliche Multiplum von v, und y, ist. Das Gleiche gilt beziiglich 
der Durchschlingungen der Blitter. 


Umgekehrt kénnen wir jetzt auch durch Uebereinanderlagerung 
zweier regulirer Riemann’scher Flichen F, und F, von N, bez. N, 
Blattern eine neue regulire Fliche F' erzeugen, welche dann eine zer- 
fallende Gruppe definirt. Die Verzweigung und Durchschlingung der 
Blatter setzt sich dabei in der eben geschilderten Weise zusammen 
aus Verzweigung und Durchschlingung der beiden erzeugenden Flachen. 
Diese Auffassung einer zerfallenden Gruppe ist jedoch eine allgemeinere 
als die soeben betrachtete. 

Die Blatterzahl der erzeugten Fliche F' wird namlich nur dann, 
wenn die beiden Flaichen von einander ,, unabhingig“ sind, N = N, 
- N, sein. ' 

Kénnen wir aber aus F, und F, je eine regulir-regulire Ueber- 
gangsform ableiten, fiir welche die regulire Eintheilung der Blatter in 
beiden Formen dieselbe ist und der Art, dass die in beiden Ein- 
theilungen homologen Stellen bei der Uebereinanderlagerung sich decken, 
so kommt, wenn wir hier durch Combination der Transformationswege 
beider Flichen unsere resultirende Flache bilden, nur eine Fliche von 


der Blitterzahl N = al , wenn P die Ordnung jener durch die 
regulare Gebietseintheilung definirten Flache ist; denn ersichtlich setzen 
sich die Wege, welche wir in den beiden regulir eingetheilten Flaichen 
unserer Uebergangsformen ziehen, immer nur zu’ Wegen einer eben- 
solchen Flache zusammen und so treten die zugehérigen Substitutionen 
nicht zweimal-, sondern nur einmalzihlend in der Gesammtheit auf. 
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Kine derartige Uebereinanderlageruug zweier Flichen mag als eine 
yUebereinanderlagerung mit Reduction“ bezeichnet sein. Wir nennen 
dabei die Gruppe der entstandenen Fiche ebenfalls eine zerfallende, 
und zwar ,,uneigentlich zerfallend“ in die Gruppen von F, und F,,. 


§ 5. 
Die successive Decomposition einer Gruppe, die durch eine regulire 
Riemann’sche Flache definirt ist. 


Die in den vorangehenden Paragraphen abgeleiteten Hiilfsmittel 
gestatten uns jetzt, alle Fragen, welche die Gruppe einer reguliren 
Riemann’schen Fliche betreffen, auf geometrischem Wege, durch 
eine endliche Anzahl von Versuchen, zu beantworten. 

Wir erhalten alle Untergruppen der gegebenen Gruppe durch die 
Bildung aller méglichen reguliren Uebergangsformen der zugehérigen 
Riemann’schen Fliche. Die gegenseitige Stellung dieser Unter- 
gruppen erhellt aus dem Verhalten jener Uebergangsformen zu 
einander, 

Fiir das Studium der Decomposition einer Gruppe fallt das Haupt- 
gewicht auf eine Aufsuchung der ausgezeichneten Untergruppen, also 
die Frage nach regulir-reguléren Uebergangsformen. 

Liegt uns nun in einer reguliren Riemann’schen Fliche eine 
Gruppe vor, deren Decomposition wir suchen, so haben wir der Reihe 
nach die folgenden Schritte auszufiihren :*) 

1. Wir untersuchen, ob die Gruppe einfach oder zusammengesetat 
ist. Eine Gruppe ist einfach, wenn sie [ausser der identischen Sub- 
stitution] keine ausgezeichnete Untergruppe besitzt, zusammengesetzt 
im entgegengesetzten Falle. Gelingt es also nicht, aus einer reguldren 
Riemann’schen Fliche eine regulir-regulire Uebergangsform abzuleiten, 
so ist die zugehirige Gruppe einfach, entgegengeseteten Falles ist sie 
zusammengesetzt. Die Untersuchung einer einfachen Gruppe ist damit, 
vom gruppentheoretischen Standpunkt, zuniichst abgeschlossen. Fiir 
die zusammengesetete Gruppe fragen wir weiter: 

2. Ist die Gruppe zerfallend oder nichtzerfallend? Gelingt uns die 
Erzeugung der unsere Gruppe definirenden Riemann’schen Fliche F 
in der § 4. gemeinten Weise durch Uebereinanderlagerung zweier 
-regularen Riemann’schen Flichen F” und F’”, so ist die Gruppe zer- 
fallend in die Gruppen dieser beiden Fliichen. An diese wendet sich 
dann gleicherweise die Untersuchung, und indem wir diesen Process 
soweit mdglich fortsetzen, erhalten wir eine Reihe von Flachen 
F,, F,, F;,---, welche jetzt nichtzerfallende Gruppen definiren und 


*) § 11. der Diss. inaug. 
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deren Uebereinanderlagerung die Fliiche F erzeugt. Wir heissen dann 
diese Fliichen die Componenten, in welche die vorgelegte Gruppe zerfillt. 
Die Blitterzahlen N,, N,, N,,--- derselben mégen als Factoren des 
Zerfallens bezeichnet sein, Dabei ist N,-N,-N,--- = N, sofern die 
Uebereinanderlagerung eine einfache ist, und wir heissen dann die 
Gesammtgruppe eigentlich zerfallend. Tritt jedoch [und dies ist die 
allgemeinere Art der Uebereinanderlagerung] eine ,,Reduction“ in dem in 
§ 4. gemeinten Sinne ein, so ist N= ac ae wenn P, Q--- 
die Ordnungen jener gemeinsamen Flicheneintheilungen, p, q--- die 
Anzahl bezeichnet, in welcher sie sich in den Componenten der Flaiche 
finden; wir bezeichnen dann die Gruppe als wneigentlich zerfallend in 
die Flichen F,, F,, F,--- 

Die Zerlegung einer Flaiche in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile 
kann nun entweder nur auf eime oder auf mehrere Arten méglich sein, 
und wir wollen darnach ein- und mehrdeutig zerfallende Gruppen unter- 
scheiden; dabei kann es auch vorkommen, dass gemiiss einer Zerlegung 
die Gruppe eigentlich zerfallend ist, wahrend sie sich gemiss einer 
anderen als uneigentlich zerfallend darstellt. 

Nach Zerlegung der Gruppe in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile 
haben wir 

3. die Frage nach der Einfachheit bez. der Zusammensetzung dieser 
letzteren zu beantworten. Ist eine Gruppe zusammengesetzt, so kénnen 
wir*) eine Reihenfolge von Untergruppen aufstelien, deren jede aus- 
gezeichnet in der unmittelbar vorhergehenden enthalten ist und dabei 
nicht gleichzeitig Theil einer dort enthaltenen umfassenderen ausge- 
zeichneten Untergruppe.**) 

Geometrisch suchen wir also zuniichst eine regulir-regulire Ueber- 
gangsform zu der reguliren Riemann’schen Flache der Art, dass die 
Gruppe ihrer Verticalsubstitutionen in keiner ,,wmfassenderen“: Ueber- 
gangsform dieser Fliche in Form von Verticalsubstitutionen enthalten 
ist. Die regulire Riemann’sche Fliche, welche diese Uebergangs- 
form, von der Gebietseintheilung des einzelnen Blattes abgesehen, 
bildet, mit anderen Worten, die in der Ausgangsfliche enthaltene aus- 
gezeichnete Untergruppe, untersuchen wir dann analog beziiglich 
etwaiger ausgezeichneter Untergruppen u. s. f. 

Dabei kann es vorkommen, dass in einer der so successive auf- 
tretenden Flichen mehrere Uebergangsformen .enthalten sind, deren 


*) C. Jordan, a. a. O. pag. 41 ff. 

**) Die Herstellung einer solchen Reihenfolge ausgezeichneter Untergruppen 
ist selbstverstiindlich auch fiir jede zerfallende Gruppe midglich; doch wird man, 
wenn es sich um die systematische Zerlegung der Gruppe handelt, diese zweck- 
miissiger Weise immer erst in ihre nicht zerfallenden Bestandtheile trennen. 
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keine die andere umfasst; dann greifen wir zuniichst irgend eine der- 
selben zu weiterer Decomposition heraus; ebenso mit den anderen ver- 
fahrend, erhalten wir dann mehrere Reihen von Zerlegungen, deren 
keine vor der anderen bevorzugt ist. Wir wollen dann (analog wie 
oben bei den zerfallenden Gruppen) sagen, die betr. Gruppe lasst eine 
mehrdeutige Decomposition zu. Ferner kann eintreten, dass gewisse 
Gruppen unserer Reihenfolge ihrerseits wieder zerfallende sind |ohne 
dass darum die Gesammtgruppe eine zerfallende zu sein braucht]. Wir 
zerlegen sie dann in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile, deren jeder 
fiir sich weiter zu discutiren ist. 


Die Zergliederung der Gruppe erreicht ihr Ende, wenn wir bei 
einfachen Gruppen angekommen sind, welche also nur die identische 
Substitution [1] ausgezeichnet enthalten. 

Die Blatterzahlen N,, N,, ---, Ni, 1 der successive gebildeten 
Uebergangsformen sind unmittelbar die Ordnungen der successive aus- 
gezeichneten Untergruppeu; die Zahlen w ‘ ” potty = geben dann 
die Zahl der Horizontalsubstitutionen jeder Uebergangsform an: Es 
sind die Factoren der Composition unserer Gruppe. Jene Gruppen aber, 
welche in unseren successiven Uebergangsformen durch die reguliren 
Kintheilungen je der einzelnen Blatter, diese fiir sich als reguliire Rie- 
mann’sche Fliichen betrachtet, definirt sind, bilden die einfachen 
Gruppen, aus deren Composition die Gesammtgruppe eutsteht. 

Die Reihenfolge der Factoren der Composition giebt uns die Reihen- 
folge der Zerlegung unserer Gruppe an. Die oben auch geometrisch 
erkannte Mehrdeutigkeit dieser Zerlegung spricht sich in der Vertausch- 
barkeit gewisser Factoren der Composition aus, Ergab eine der Ueber- 
gangsformen eine zerfallende Gruppe, so stellen sich die Factoren der 
Composition fiir die Zerlegung derselben in ihre nichtzerfallenden Be- 
standtheile als gleichmiassig berechtigte neben einander. Dabei ist noch 
eine mogliche Vieldeutigkeit dieser Zerlegung, sowie die Méglichkeit 
einer Reduction bei der Uebereinanderlagerung (pag. 483) zu beachten. 

In der auf der nebenstehenden Seite abgedruckten Tafel stellen 
wir in gedringten Definitionen die Gesichtspunkte zusammen, welche 
sich aus unseren geometrischen Betrachtungén fiir die Discussion einer 
Gruppe ergeben haben, die uns in Form einer reguliren Riemann’schen 
Fliche vorliegt. 

Um jetzt ein vollstindiges Bild der Composition einer zu unter- 
suchenden Gruppe G zu entwerfen, stellen wir fiir sie zwei Tabellen 
auf: die eine, Tabelle I., zihlt die reguliiren Flichen auf, welche 
in den successive auseinander abgeleiteten reguliir-reguliiren Ueber- 
gangsformen als Definitionen der ausgezeichneten Untergruppen auf- 
treten; Tabelle II. giebt jene einfachen Gruppen, denen das System 















D 
sil 
re 





ier 


uf- 











Reguliire Riemann’sche Flichen, 


Gruppe G, 


487 
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definirt durch eine regulire Riemann'sche Flache F. 





Einfache Gruppe. 
Die Fliche F' be- 
sitat keine regular- 
reguldre Ueber- 
gangsform, 


Zusammengesetzte Gruppe. 
Die Fliiche F' besitzt wenigstens eine reguldr-regu- 
lire Uebergangsform. 





Nichtzerfallende Gruppe. 
Die Fliche F' kann nicht 
durch ,,Uebereinanderlage- 
rung“ von Flachen F,, F,--- 
erzeugt werden. 


Zerfallende Gruppe. 
Die Flaiche F kann durch 
., Uebereinanderlagerung “ 
mehrerer Flichen F, ,F;-- - 


erzeugt 


werden. 


oa = 





Gruppe mit ein- 
deutiger Decom- 
position. 


Es existirt mur | 


eine umfas- 
sendste Ueber- 
gangsform.‘ 


Gruppe mit 

mehrdeut. De- 

composition. 
Es existiren meh- 
rere gleichge- 
stellte ,,wmfas- 
sendste Ueber- 
| gangsformen. 


Eindeutig zer- 
fallende Gruppe. 


Es existirt nur 
eine Reihe von 
», compontrenden 
Flichen“ 
Fy, Fees 


, Mehrdeutig zer- 


fallende Gruppe. 


Es existiren meh- 
rere Reihen von 
»» componirenden 
| Fliichen“ 
| 19 FF he 








Uneigentliches 
Zerfallen. 
Die Uebereinan- 
derlagerung der 
FlichenF;, F,-*- 
ist eine ,, Ueber- 
einanderlage- 
rung mit Re- 
duction.“ 


Eigentliches 
Zerfallen. 
Die Uebereinan- 
derlagerung der 
Flachen F,, F;--- 
ist eine ,, Veber- 
einanderlage- 
rung ohne Re- 
duction.“ 








Weitere Untersuchung der 
durch die Verticalsubstitu- 
tionen der Uebergangsfor- 

men definirten Gruppen. 


Weitere Untersuchung der 
nichtzerfallenden Bestand- 
theile unserer Gruppe. 
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der jedesmaligen Horizontalsubstitutionen entspricht und welche in der 
reguliren Eintheilung der Blatter der Uebergangsformen vorliegen. 

In beiden Tabellen, deren letztere uns unmittelbar auch die 
Factoren der Composition ergiebt, charakterisiren wir den gruppen- 
theoretischen Aufbau der Gesammtfliche auch noch durch die Stellung 
der einzelnen Glieder. Dabei sind fiir TabelleI. Flichenformen iibereinan- 
der gestellie, wenn die eine Flache als ausgezeichneter Theil m der vor- 
hergehenden enthalten ist, nebeneinandergestelite, wenn die betr. Formen 
als Componenten des Zerfallens ftir die nachst héhere Form, die dann 
eine zerfallende Gruppe definirt, erscheiven. Der Aufbau wird sich 
da veristeln, wo wir auf mehrere Weisen aus einer Fliche ausge- 
zeichnete Untergruppen ausscheiden kénnen, deren keine die andere 
umfasst. Dann ist die Decomposition auf mehrere Weisen miglich, 
die zwar dieselben Zahlen als compositionelle Factoren ergeben*), aber 
in verschiedener Anordnung und durch verschiedene Flaichen definirt. 
Die Anordnung der Tabelle II. lauft — weil fiir jede Uebergangsform 
in I. die regulire Verzweigung und Durchschlingung der Blatter unter- 
einander, in II. die regulare Eintheilung des einzelnen Blattes gegeben 
ist — mit der Anordnung der Tabelle I. parallel. 


§ 6. 
Beispiele. 


Wir wollen die hiermit exponirten Methoden der Gruppenunter- 
suchung an einigen speciellen reguliren Riemann’schen Flichen niher 
verfolgen, welche wir spiterhin auch als Beispiele der algebraischen 
Formulirung unseres Problems verwenden. 


Erstes Beispiel. 

Wir untersuchen zunichst die Gruppe einer 96-blittrigen reguliren 
Flache, deren einzelne Blatter an einer Stelle zu je zweien, an einer 
zweiten zu je dreien, an einer dritten zu je acht zusammenhingen. 
Diese Angaben iiber die Verzweigung zusammen mit den Anforde- 
rungen der volligen Regularitat bestimmen in unserem Falle die Fliche 
eindeutig, was allgemein keineswegs statthat.**) 

In dem § 1. entwickelten Sinne kommt als geometrische Repriisen- 
tation unserer Fliiche das in Fig. 1 (der Tafel 1) gezeichnete Netz, 
welches wir uns in der beigeschriebenen Weise geschlossen zu denken 
haben. Die Flaiche besitzt das Geschlecht » — 3 und wir wollen sie 
Kiirze halber bezeichnen als Flache [2, 3, 8]; N = 96. 

*) Nach dem Satz von der Erhaltung der Factoren der Composition; vergl. 
C. Jordan, a. a. O. p. 42. 

**) Man vergleiche etwa die in meiner Dissertation angefiihrten Beispiele 
pag. 26ff. und pag. 60ff., sowie die Discussion der Falle p= 1 in Theil III. der 
vorliegenden Arbeit und das auf pag. 491 u. 499 Anm. erwiihiite einfachste Beispiel. 
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Die 96 Transformationen nun, durch welche unsere Fiche in sich 

iibergeht, trennen sich in folgende: 
a) in Drehungen um die Punkte 8. 
Bei diesen trennen wir wieder: 
a) Die 6-4 Drehungen von der Periode 8, bei denen jedes- 
mal 2 Punkte 8 fest bleiben. 
6) Die 3-2 Drehungen von der Periode 4, bei denen jedes- 
mal 4 Punkte 8 fest bleiben. 
vy) Die 3-1 Drehungen von der Periode 2, bei denen jedes- 
mal 4 Punkte 8 fest bleiben. 
b) in 16-2 Drehungen um die Punkte 3 (von der Periode 3), bei 
denen jedesmal 2 Punkte 3 fest bleiben. 
c) In 12-1 Drehungen um die Punkte 2 (von der Periode 2), bei 
denen jedesmal 4 Punkte 3 fest bleiben. 
Fiigen wir hierzu noch 
d) 18 Verschiebungen unserer Fliche in sich, je von der Periode 4, 
und endlich 
e) die identische Transformation (von der Periode 1), bei der jedes 
Blatt sich selbst zugeordnet ist, 
so haben wir damit eine vollstiindige Tabelle unserer 96 Transformationen. 

Die Gruppe, die sich hierin kennzeichnet, ist eine zusammenge- 
setzte. Ihre Zergliederung wird in folgenden geometrischen Ueber- 
legungen klar: 

1. Unsere Fliche besitzt eine umfassendste regulir-regulire Ueber- 
gangsform, bestehend aus .48 Blattern [je vom Geschlechte Null], die 
unter sich durch die regulire Verzweigung [3, 3, 4]*) verbunden sind; 
dabei ist auf jedem Blatte eine regulire Eintheilung nach dem ,,Kreis- 
theilungstypus‘‘**) [2, 2); N==2 derart getroffen, dass einer der 
KEckpunkte 2 auf die Stelle zu liegen kommt, an welcher die Blatter 
za vieren verzweigt sind, wihrend die Verzweigungspunkte 3 der 
Fliche auf homologen Stellen der Gebietseintheilung liegen. Fig. 2 
(Tafel 1) zeigt die regulire Kintheilung eines Blattes, wobei die mar- 
kirten Punkte der Zeichnung die Verzweigungsstellen der Blatter unter 
sich andeuten. Bei A hiingen die Blatter zu vieren, bei B und C zu 
je dreien zusammen. Die Gesammtfliche stellt so unsere urspriingliche 
Flache [2, 3, 8]; N = 96 dar, wihrend wir in der Gruppe der F'lache 
[3, 3,4]; N= 48 eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtheit 
erkennen. 

2. Die Flache (3, 3, 4); N — 48 besitzt eine umfassendste Ueber- 
gangsform in Gestalt einer 16-blittrigen Fliche, deren jedes Blatt, 


*) Wir halten an der zu Anfang des Paragraphen eingefiihrten Art der Be- 
zeichnung fiir die Verzweigung einer Fliche fest. 
**) Wegen dieser Ausdrucksweisen vergl, z, B. Ann, XII, p. 167. 
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vom Geschlechte Null, die Eintheilung des Kreistheilungstypus [3, 3]; 
N = 3 tragt. Dabei sind die Bliitter unter sich an drei homologen 
Stellen der Gebietseintheilung zu je vieren verzweigt (Fig 3, Tafel 1]. 
Dadurch ist eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtheit aus- 
geschieden, charakterisirt durch die Fliche [4, 4,4]; N = 16. 

Diese Untergruppe ist dabei auch ausgezeichnet in unserer urspriing- 
lichen Flache [2, 3, 8]; N — 96. Diese letztere Fliche besitzt niimlich 
eime Uebergangsform [die natiirlich keine ,,umfassendste“ ist], in 
welcher die einzelnen Blatter [vom Geschlechte Null] eine Eintheilung 
nach dem ,,Doppelpyramidentypus“ |3, 2, 2]; N —6 tragen, wihrend 
sie, 16 an Zahl, unter einander an drei homologen Eckpunkten 2 zu je 
vieren verzweigt sind (Fig. 4, Tafel I}. 

3. Die Gruppe der letzten Fliche ist nun eine zerfallende, indem 
wir sie erzeugen kénnen durch Uebereinanderlagerung zweier Rie- 
mann’scher Flichen, deren jede einen Kreistheilungstypus [4, 4]; N—=4 
reprasentirt. Bei der ersten dieser Flichen findet dabei die Ver- 
zweigung der Blatter zu vieren an zwei Stellen A und B statt, wihrend 
die Blatter der zweiten Fliche an zwei Stellen B und C untereinander 
verzweigt sind. So entsteht durch die Uebereinanderlagerung die 
16 blattrige Fliche, deren Blatter bei A, Bund C zu vieren verzweigt 
sind. Wir driicken die Uebereinanderlagerung kurz aus durch die 
Schreibweise: 

, a Oe 

[4, 4] -; Need 
[4, 4]; N=4 

[4, 4, 4]; N=—16. 

4. Die Zusammensetzung jeder der beiden letzten cyklischen Gruppen 
ist sofort klar. Sie spricht sich fiir jede derselben aus in einer zwei- 
bliittrigen Uebergangsform, deren jedes Blatt (vom Geschlechte Null) 
eine Eintheilung nach dem Kreistheilungstypus (2,2); N = 2 triigt 
und wobei diese Blatter an den Eckpunkten jener Eintheilung unter- 
einander verzweigt sind. 

5. Statt, wie eben, die Zerfallbarkeit der Gruppe [4, 4, 4); N=16 
zu beniitzen, kénnten wir die Zerlegung der Gruppe auch durch succes- 
sives Abscheiden ausgezeichneter Untergruppen bewerkstelligen. Diese 
sind der Reihe nach definirt durch die Flachen 

[2, 2, 4, 4]; N=8, 
[4, 4,4, 4]; N=—4. 

Die Zerlegung der letzten Gruppe charakterisirt sich in einer zwei- 
blittrigen Uebergangsform, deren jedes Blatt, vom Geschlechte eins, 
die regulire Eintheilung [2, 2, 2, 2]; N — 2 triigt, wiihrend gleich- 
zeitig die beiden Blatter, die wir uns als zwei iibereinander liegende 
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Ringe denken, an jenen Eckpunkten 2 unter einander verzweigt sind. 
Beide Ringe sind dabei noch lings einer Meridian- und einer Breiten- 
curve ineinander geschlungen*). Fig. 5 stellt die so eingetheilten und 
verzweigten Ringe aufgeschnitten und in die Zeichenebene ausgebreitet 
dar. Die Durehschlingung ist dabei-in der kreuzweisen Zusammen- 
heftung der Blitter ersichtlich. 

Die Zerlegung der Fliiche [2, 2, 4, 4]; N —8 lisst sich noch 
durch die Bemerkung modificiren , dass ihre Gruppe zerfallend ist. Wir 
kénnen die Fliiche erzeugen durch folgende Uebereinanderlagerung: 

(2, 4, 4]; N=—4 
(2, 2] ; N=2 
(2, 2, 4, 4]; N=8. 
Demgemiiss leitet sich aus ihr (vergl. p. 482) neben der oben gegebenen 
Uebergangsform U,, welche die Fliiche (4, 4, 4, 4]; N = 4 ergab, noch 
eine zweite zweibliittrige Uebergangsform U, ab. Jedes Blatt derselben, 
vom Geschlechte eins [wir denken es uns wieder als einen Ring], trigt 
dabei die Eintheilung [2, 4, 4); N= 4. Dabei sind die Blatter an 
vier homologen Stellen der Eintheilung untereinander verzweigt und 
ausserdem noch liings zweier Curven, der Meridian- und Breitencurve 
des Ringes, ineinander geschlungen. In Figur 6 der I. Tafel sind 
beide Ringe aufgeschnitten und iibereinanderliegend gezeichnet, wobei 
die Durehschlingung der Ringe wieder durch die kreuzweise Zusammen- 
heftung der Blatter zu Stande kommt. 

6. Wollen wir nun die Zerlegung unserer Gruppe iibersichtlich 
darstellen, so bilden wir fiir die Reihenfolge unserer Uebergangsformen 
jene in § 5. pag. 486 erwiihnten Tabellen, welche fiir unser Beispiel 
auf pag. 492 zusammengestellt sind. Die erste giebt uns die ausge- 
zeichneten Untergruppen, die als Verticalsubstitutionen der Uebergangs- 
formen gegeben sind, die zweite die jedesmal getroffene regulire Ein- 
theilung der Blatter dieser Uebergangsformen und damit die in den 
Horizontalsubstitutionen definirten Gruppen. 





Zweites Beispiel. 


In der vorigen Reihe von Flichen boten sich, in einfachster Gestalt, 
zwei Beispiele von reguliren Riemann’schen Flichen, deren Blatter 
(vom Geschlechte eins) gleichzeitig verzweigt und ineinander geschlungen 
waren (Fig. 5 u. 6 der Tafel I). Wir wollen noch in Kiirze eine Fliche 


*) Lassen wir diese Durchschlingung der beiden Ringe fort, so ist die nun 
entstandene Fliche gleichfalls eine regulére, Eine Betrachtung der beiden, so 
gegebenen Flichen [4, 4, 4,4]; N = 4 zeigt, dass dieselben zwar die gleiche Gruppe 
besitzen, dass diese aber bei beiden in verschiedener Weise zu Stande kommt. 
Man vergl. die auf pag. 499 gegebene algebraische Formulirung beider Flachen, 
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Uebersicht 


der Decomposition der Gruppe unserer reguliren Riemann’schen Flache 
[2, 3, 8], N—96. 
[Vergleiche pag. 491, Ziffer 6.] 


1, 
[2, 3,8]; N= 96 
[2,2]; N=2 


| 


[3,3,4]; N= 48 


(3,3]; N=3 





[4,4,4]; N= 16 
secfallber in | oder zusammengesetzt aus 
[4,4]; N=4 ern [2, 2, 4, 4]; N=8 
| | ! zerfallbar in | oder zusammen- 
|, gesetzt aus | 
[2,4,4]; N==4| (2,2); N= 2/[4,4,4,4]; N==4 | [2,2]; N=2 |(2, 2]; N=?) | | [2,2]; N=2 
| 








[2,2]; N=2 











¢ 
be 
a 
4 








[2,2]; N=2 | (2,2];N—=2 


[1] [2,2,2,2] ;N==2 | [1] 


(2,2); Nee |[2,2]; N=2 [2,2]; N—2'[2, 2); N=? |[2,2,2,2]; Vm 


\[2,2,2,2] ; N=2 


[1] 
| | 
([2,2,2,2]; N—2 


| | | 
[1] [1] (2,2,2,2];N==2 


Die gegenseitige Anordnung von Tabelle I und II ist folgende: 
Um von einer Gruppe A der in I aufgezihlten Reihenfolge von Gruppen zu der nichsten, in A enthaltenen, 
ausgezeichneten Untergruppe B zu gelangen, ist jedesmal diejenige Gruppe der Tabelle II zu ,,adjungiren“, welche 
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erwihnen, deren Blatter nur ldngs geschlossener Curven miteinander 
zusammenhingen : : 

Eine Flache vom Geschlechte p = 2, die wir etwa als Doppelring 
[vergl. Fig. 7 der Tafel 1] uns vorstellen kénnen, sei doppelt iiber- 
deckt. Wenn wir die beiden Blatter lings geschlossener Curven in- 
einander iibergehen lassen, haben wir in einfachster Form eine regulir 
verschlungene Riemann’sche Fiche vom Geschlechte p = 3, 

Auf dem Ringe p = 2 unterscheiden wir nun vier wesentlich ver- 
schiedene Durchschlingungscurven [etwa die in der Figur gezogenen]. 
Indem wir nun die Blatter lings einer dieser Curven oder lings zwei, 
drei, vier derselben ineinanderschlingen, entstehen lauter wesentlich 
von eimander verschiedene regular verschlungene Flichen p=—3. Es 
kommt also der Satz: Es giebt iiber dem gegebenen Doppelringe ausge- 
breitet fiinfzehn verschiedene Fliichen der gemeinten Art. 

Selbstverstindlich besteht die ,,Gruppe“ dieser Flaichen in der Ver- 
tauschung der beiden Blatter, welche als eine Verschiebung der Fliache 
in sich zu bezeichnen ist. Wir kommen im algebraischen Theil auf das 
Beispiel zuriick. 


Zu weiteren Gruppenuntersuchungen werden unsdie im Abschnitt III. 
behandelten reguliren Riemann’schen Flachen vom Geschlechte p = 1 
Anlass bieten. Weiter mag hier auf die ausfiihrlich behandelten Bei- 
spiele meiner Inauguraldissertation verwiesen sein. 


Il. Abschnitt. 
Algebraischer Theil des Problems. 


g 7. 
Die algebraischen Beziehungen im Allgemeinen. 


Ehe wir speciell zur Aufstellung der Irrationalititen iibergehen, 
die durch unsere reguliren Riemann’schen Flachen definirt sind, 
formuliren wir allgemein die algebraischen Beziehungen, welche uns 
in den verschiedenen Gestalten, die wir einer Riemann’schen Fliche 
ertheilt haben, vorliegen. 

Dem Umstande entsprechend, dass wir es hier nur mit reguldren 
Riemann’ schen Flichen zu thuen haben, sind, wie schon in der Kin- 
leitung erwihnt, alle unsere Gleichungen Galois’sche Gleichungen 
mit einem oder mehreren Parametern. Jede Wurzel 7; derselben driickt 
sich also durch jede andere 7, und iibrigens die Parameter rational aus. 

Wir betrachten nun Riemann’sche Flachen F, sofern sie sich iiber 
der complexen Ebene z und insofern sie sich iiber einer anderen Rie- 
mann’schen Flache f, vom Geschlechte p, ausbreiten. Diese letzteren 
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Flachen fdenken wir uns dabei am einfachsten durch Auflésung ibrer Ver- 
zweigungspunkte als ,,frei im Raume“ gelegene Riemann’ sche Flichen 
ausgebreitet (verg]. § 1.). Dann haben wir bei den iiber der Ebene z 
oder, was gleichbedeutend, iiber einer Riemann’schen Fliche f vom 
Geschlechte p = 0 ausgebreiteten Flichen auf die Verzweigung, bei 
den iiber einer allgemeinen Riemann’ schen Fliache f [deren Geschlecht 
p > O ist] ausgebreiteten Flichen auf Verzweigung und Verschlingung 
der einzelnen Blatter zu achten. 

Im ersteren Falle giebt uns eine complexe Variable z eindeutig 
den Ort in der Ebene an und diese fiihren wir als unabhingig Variable 
ein. Im zweiten Falle bedarf es zur Punktbestimmung auf f zweier 
Variablen y, z. Zwischen diesen besteht eine Relation f [y, 2] = 0, 
die, sofern wir darin z als unabhangig Variable auffassen, eben unsere 
Fliiche f definirt. Ueber dieser breitet sich die Fliche F’(y, y, 2) = 0 
aus, bei der es nur auf die Verzweigung und Durchschlingung von 7 
in Bezug auf f(y, 2) = 0 ankommt. 

So definirt z. B. F'(m, y, z) =O eine véllig unverzweigte und nur 
verschlungene Fliche, wenn die Verzweigungen fiir 7 in Bezug auf z 
in Ort und Ordnung mit denen von y in Bezug auf ¢ iibereinstimmen. 
Es mag hierbei noch bemerkt sein, dass wir, geometrisch sowohl wie 
analytisch, die Durchschlingung zweier Blatter uns entstanden denken 
kénnen durch das Zusammenriicken zweier Verzweigungspunkte, welche 
durch einen nicht zusammenziehbaren Verzweigungsschnitt verbunden 
sind. Es fallt dabei die Verzweigung fort, wiihrend doch die Blitter 
langs jenes Schnittes in einander iibergehen. 


§ 8. 
Algebraische Formulirung fir die Decomposition der Gruppe einer 
regularen Riemann’schen Flache. 


Wir wenden uns jetzt dem Probleme zu, eine reguliire Rie- 
mann’sche Flache durch eine Gleichung mit einem bez. mit zwei 
Parametern darzustellen. Zu dem Ende gehen wir auf die geometrische 
Methode zuriick, mit deren Hiilfe wir die Zusammensetzung der Gruppe 
einer Riemann’schen Flache aus einer Reihe von einfachen Gruppen 
studirt haben. Sie bedarf nur der algebraischen Umsetzung, um auch 
sofort die Zusammensetzung der Irrationalitit jener Riemann’schen 
Flaiche aus einer Reihe einfacher Irrationalititen der Art und Form 
nach zu ermdglichen. 


1. Algebraische Darstellung einer regulir-reguliren 
Uebergangsform. 

Eine regulir-regulire Uebergangsform war definirt als regulire 

Riemann’sche Fliche F’, deren einzelnes Blatt selbst eine regulire 
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Kintheilung der Art trug, dass die ,,Gesammtfliiche‘‘ eine reguliire 
war. Von der Gruppe der Gesammtfliche ist damit eine gewisse 
Untergruppe abgespalten, welche durch die regulire Blittereintheilung 
definirt ist. Algebraisch ausgesprochen ist von der Gesammtirrationalitét 
ein Theil, welcher der reguliren Blittertheilung entspricht, abgesondert. 
Indem wir dort von ,,Horizontalsubstitutionen“ absehen, bleibt eine 
Gruppe von Verticalsubstitutionen tibrig, die in der Gesammtheit aus- 
gezeichnet ist: indem wir hier die Irrationalitdét, welche der reguliren 
Blatteintheilung zukommt, adjungiren, reduciren wir die Gesammt- 
irrationalitaét auf die Irrationalitiét, welche jener Gruppe von Vertical- 
substitutionen entspricht. Zur algebraischen Formulirung trennen wir 
zwei Fiille: 

a) Das Geschlecht des einzelnen Blattes der Uebergangsform ist 

gleich Null. 

Es definire dann F'(y, y) =0 die Riemann’sche Flache F’, von 
der EKintheilung der Blatter abgesehen. Figen wir eine Gleichung 
f(y, 2) = 0 hinzu, wo ¢ eine eindeutige Function von y, und fragen nach 
der Verzweigung von » in Bezug auf z, so ist durch die zugetretene 
Function f eine Spaltung jedes einzelnen Blattes der urspriinglichen 
Fliche F bewirkt. Ergiebt dann die Verzweigung von y in Bezug 
auf g gerade jene reguliire Riemann’sche Fliache /,° welche uns 
in der obigen reguliren Kintheilung jedes Blattes von F' vorliegt, so 
bildet die Verzweigung von y in Bezug auf z gerade die Gesammt- 
fliiche unserer regulir-reguliren Uebergangsform. Dabei miissen selbst- 
verstandlich die Constanten fiir beide Flaichen so bestimmt sein, dass 
die Eintheilung / des einzelnen Blattes der Uebergangsform in der 
geometrisch verlangten Weise erfolgt. Die Méglichkeit einer solchen 
Bestimmung folgt aber eben aus dem Vorhandensein der Uebergangs- 
form, sofern wir den Riemann’schen Satz, dass zu jeder Rie- 
mann’schen Fliche eine Function gehért, fiir giiltig erachten. 

b) Das Geschlecht des einzelnen Blattes der Uebergangsform sei 

grosser als Null. 

Eine solche Fliche stellt sich, wenn wir von der Eintheilung 
eines Blattes zuniichst absehen, mit Hiilfe zweier Parameter (§ 7.) in 
der Form F'(y, y, 2) = 0 dar und dabei besteht zwischen y und z noch 
eine Relation f(y,2)—0, welche jenes einzelne Blatt bezeichnet. 
Formuliren wir jetzt — und auf Grund jener obigen Riemann’schen 
Principien ist dies méglich — diese Relation zwischen y und z gerade 
so, dass sie die regulire Eintheilung f definirt, welche in der Ueber- 
gangsform auf jedem Blatte getroffen ist, so stellt analog wie vorhin 
die Beziehung zwischen y und z die Gesammtfliche dar. Hier ist 
aber noch eine Erweiterung zuzufiigen. Die auf jedem Blatte der F 
getroffene Eintheilung kann selbst der Art sein, dass die einzelnen 
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Gebiete derselben einen héheren Zusammenhang als 1 haben; d. h. 
wenn wir die entsprechenden (homologen) Rander eines solchen Ge- 
bietes vereinigen, entsteht eine Fliche von héherem Geschlecht als 
Null. Dann bediirfen wir zur Darstellung dieser Eintheilung ebenfalls 
zweier Parameter z, w. Die algebraische Formulirung besteht also in 
diesem Falle aus drei Gleichungen: 


F(n, y, 2, w)=0, 

f(y, 2, w) =0, 

f (4, w) =, 
Dabei definirt die Verzweigung von » in Bezug auf f die Fliche F 
von der Eintheilung ihrer Blatter abgesehen; die Verzweigung von y 
in Bezug auf f, die Flache f (die Blatteintheilung); die Beziehung 
von » zu f, endlich stellt die Gesammtfliche dar. Selbstverstindlich 
ist auch hier die richtige Lagenbeziehung der beiden Flichen auf 


einander durch Bestimmung gewisser Constanten in den Flichenglei- 
chungen zu treffen. 


2. Algebraische Darstellung der Uebereinanderlagerung 
zweier Riemann’scher Flaichen. 

Kine regulire Riemann’sche Fliche F' von zerfallender Gruppe 
liess sich durch die Uebereinanderlagerung von Flaichen F,, F, --- 
darstellen (§ 4.). Es seien 

Fi, 2) =9, Fy(y., 2) = 0--- 

die Gleichungen dieser Flichen. Wir setzen zunachst wieder die Blatter 
unserer Flaichen vom Geschlechte Null voraus. Bilden wir dann 
irgend eine rationale Function 4 unserer y;, so stellt die Verzweigung 
von » in Bezug auf z unmittelbar die Fliche F’ dar. Dabei-muss die 
rationale Function der y; so beschaffen sein, dass durch ihre Bildung 
keine Irrationalitat verloren geht; es muss, wie wir uns kurz ausdriicken 
wollen, eine ,,allgemeine“ rationale Function der y; sein. Der Unterschied 
zwischen uneigentlichem und eigentlichem Zerfallen, d. h. das Kintreten 
bez. Nichteintreten einer ,, Reduction “ (pag. 483) ist algebraisch dadurch 
bezeichnet, dass in zweien oder mehreren der Irrationalitiiten y;, die ja im 
Allgemeinen zusammengesetzte sind, implicite ein und dieselbe Irratio- 
nalitaét vorkommt, die dann natiirlich in der Gesammtirrationalitét nur 
einmalzahlend auftritt. 

Analog gestaltet sich die Uebereinanderlagerung, wenn das Ge- 
schlecht der Blatter unserer Flichen F,, F’,--- grésser als Null ist. 
Die Relation f(y, 2) 0 zwischen den zwei dann vorhandenen Para- 
metern ist in diesem Falle, wie dies ja auch geometrisch deutlich, fiir 
alle tibereinandergelagerten Flachen dieselbe. 
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Das Resultat unserer Ueberlegungen ist das folgende: 

Es ist in jedem Falle méglich, den von uns eingeschlagenen geome- 
trischen Gang der Zerlegung einer Gruppe algebraisch zu verfolgen. Wir 
kinnen unmittelbar den. Tabellen I und II, die wir fiir die Compo- 
sition einer Gruppe aufgestellt, die zugchirigen algebraischen Beziehungen 
an die Seite setzen, soferne wir nur die dabei ayftretenden cinfachen 
Irrationalititen kennen. 

Wir entwickeln die wirklich rechnerische Durchfiihrung an den 
schon oben, Abschnitt I, gebrachten Beispielen. 


§ 9. 
Beispiele. 
Beispiel 1. 

Wir verlangen, den beiden Tabellen, welche wir in § 6. (pag. 492) 
fiir unser erstes Beispiel der Decompusition einer reguliren Riemann- 
‘schen Flache entworfen haben, die algebraische Formulirung zur Seite 
zu setzen. Dies wird, entsprechend der Mehrdeutigkeit jener Zerlegung, 
in verschiedener Weise bewerkstelligt werden kénnen. 

I. Wir wollen, von der Gruppe der Fliche [4, 4,4]; N = 16 als 
zerfallender Gruppe ausgehend, die Irrationalitaét der Fliche [2, 3, 8]; 
N = 96 aufstellen. Die Darstellung der ersteren Fliche durch die 
Uebereinanderlagerung zweier Kreistheilungstypen : 


ABC 
[4, 4] ; N= 4 
[4, 4]; N= 4 
(4, 4, 4], N=16 
ist nach § 8., 2 algebraisch unmittelbar gegeben, wenn wir 9 gleich einer 
»allgemeinen“ rationalen Function R zweier vierten Wurzeln aus 
linearen Functionen von 2, setzen, deren eine bei A und B, die andere 


bei B und C verzweigt ist. Nehmen wir, der folgenden Darstellung 
wegen, diese Verzweigungen fiir die speciellen Werthe 2, =e, &, 


2in 
1 Sas exe’ 3 so haben wir 


a.” n=RKR(m, %), 
wobei 
Z4,—- 3,— ee 
ny = wake n= ay ? 


als algebraische Darstellung unserer Fliche. Indem wir jetzt auf jedem 
Blatte dieser Fliiche eine Eintheilung nach dem Kreistheilungstypus 
(3, 3]; N =—3 anbringen und dabei die Verzweigungspunkte 4 auf 
homologe Stellen dieser Eintheilung fallen lassen, entsteht, wie wir 
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oben gesehen, die Fliche |3, 3,4); N= 48 (vergl. pag. 489 und 
Fig. 5 der Tafel 1). Algebraisch setzen wir 

(2) si = &y) 

so hat 7 in Bezug auf z, die verlangte Verzweigung. Denn fiir z,—0 
und 2, = oo hat eine Verzweigung der Blatter zu dreien statt, waihrend 
fiir z, == 1 [und nuf fiir diesen Werth] 2, die Werthe 1, ¢, ¢? annimmt 
und somit an dieser Stelle die Blatter der Flache zu vieren zusam- 
menhingen. 

Um jetzt schliesslich auf die Fliche [2, 3, 8]; N = 96 zu kommen, 
haben wir jedes Blatt der eben behandelten Fliche nach dem Kreis- 
theilungstypus [2, 2]; N — 2 so einzutheilen, dass ein Eckpunkt 2 auf 
2. = 1 fallt, wihrend die Stellen, an welchen die Blatter zu dreien 
zusammenhingen, 2, = 0, co, homologe Stellen der Eintheilung werden. 
Algebraisch ersetzen wir ¢, durch 
‘ +172 
@ patty me, 

Dann ist die Verzweigung von y in Bezug auf ¢ dargestellt durch 
die 96 blittrige Fliche, deren Blatter bei z—0 zu zweien, bei ¢ = 1 
zu dreien und bei ¢ = oo zu acht zusammenhingen. 

Wir haben hier successive die Irrationalitét unserer Fliche auf- 
gebaut. Der umgekehrte Weg wiirde verlangen, die fertige Gleichung 
zwischen 9 und gz aufzulésen. Dann haben wir der Reihe nach die 
in den Gleichungen (3), (2), (1) gegebenen Irrationalititen zu adjungiren. 
Jede dieser Adjunctionen bewirkt dann eine Reduction der Gruppe 
unserer Gleichung, die wir gerade geometrisch an der zugehdérigen 
Uebergangsform erkannt haben. 

Die Reihenfolge der Gleichungen (1), (2), (3) stellt sich unmittelbar 
dem beziiglichen Theil der Tabelle II unserer Gruppenzerlegung an 
die Seite. Der Aufbau der ganzen Gruppe aber liasst sich am besten 
erkennen, wenn wir jetzt die Beziehung zwischen » und ¢ in ausge- 
rechneter Form schreiben: 


oe. t Ve+1 -+| 
Vze—1 ' Y Ve—1 # 

an Ve+1 _, 
2-1 Vz—1 


Gehen wir zur Herstellung der gewollten Irrationalitat von 
ees pwn Art der Gruppenzerlegung aus, so stellt sich dieselbe 
zuniichst in etwas anderer Form dar. Beginnen wir z. B. [vergleiche 
die Tabelle pag. 492] mit der Fliche 
(@) (2, 2, 2, 2); N=2 
und gehen der Reihe nach durch die Flachen 
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(B) [4, 4, 4, 4]; N=4, 
(7) (2, 2, 4,4]; N=8, 
(3) [4,4,4]; N—416, 
(e) [3, 3, 4]; N= 48 
zu unserer gewiinschten Fliche 

(é) (2, 3, 8]; N= 96, 


so ergiebt sich folgende entsprechende algebraische Formulirung: 

Fliche («) zunichst ist unmittelbar gegeben durch die Gleichung 
(4) n? = 2,4 — 1*). 

Flaiche (8) wird erhalten, wenn wir noch zufiigen 
(5) (2,4 — 1)? = (2,4 — 1)**). 

Um jetzt auf die Flachen (y) und (0) zu kommen, sind die Rela- 
tionen einzufiihren 
(6) ho? = Bs, 

(7) a3? = 24. 

Durch diese Substitutionen wird aber zuniichst eine Reduction 
unserer Irrationalitiit bewirkt, indem wir jetzt die Beziehung zwischen 
y und g,, bez. zwischen y und z, ausgedriickt haben durch die Formeln 

+ on gt 
und " 
ni=2, —1. 

Wir diirfen desshalb hier nicht 9 selbst als die abhingig Variable 
in unseren Gleichungen annehmen, sondern irgend eine rationale Fune- 
tion von 9 und 2). Es stellt dann die Beziehung von 


(8) n = R(y, 22) 


zu 2, wobei die Gleichung 


ni =2,—1 


*) Wir specialisiren mit Riicksicht auf die folgenden Gleichungen, analog 
wie vorhin, wieder die Constanten unserer Gleichung. Die allgemeine algebraische 
Formulirung der Fliche « miisste ja, von linearen Transformationen des Para- 
meters abgesehen, eine willkiirliche Constante enthalten. 

**) Wir haben auf pag. 491, Anmerkung erwihnt, dass es zwei wesentlich 
verschiedene reguliire Flichen [4, 4, 4, 4]; N= 4 giebt. Ihre algebraische For- 
mulirung ist allgemein die folgende: 

nt = (2 — a) (2 — b) (@ — c) (2 — ad) 
fiir unsere oben behandelte *‘!dche, und 

nt = (2 — a) (2 — b) (e —c)§ (2 — d)' 
fiir jene zweite regulire Fliche. Der Unterschied in der Zusammenhingung der 
einzelnen Blatter, wie wir ihn dort fiir beide Flichen gekennzeichnet haben, wird 
hier sofort durch Umkreisung der Verzweigungspunkte deutlich, 
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statthat, in gleicher Weise wie oben Gleichung (4) und (5), unsere 
Flaiche 6 dar, aus welcher wir die Flichen y und @ ableiten. 

Indem wir also Gleichung (8) an die Stelle der speciellen Glei- 
chungen (4), (5) treten lassen, schreibt sich die Gleichung der Flache (y) 
explicit in folgender Gestalt: 


(9) Wf = R{yz;7—1, Vas} 
und ebenso die fiir Fliche (d) in der Form 


(10) n = R{Vz,—1, Ve} - 

Wir sehen, wie auch hier die Kigenschaft, dass die Gruppen 
unserer letzten beiden Flachen zerfallend sind (vergl. pag. 490 u. 491), 
zu Tage tritt. 

Die Darstellung der weiteren Flichen (¢) und (§) gestaltet sich nun 
genau wie eben in I. durchgefiihrt. Nur ist, um eine vollstindige Ueberein- 
stimmung mit den dortigen Formeln (1) zu erlangen, dabei in Gleichung 
a4—é 
_ —1 
zu ersetzen, was wir der kiirzeren Schreibweise wegen hier umgangen 
haben. 

Jetzt lassen sich fiir unsere Fliiche den in pag. 492 gegebenen 
»gruppentheoretischen“ Tabellen unmittelbar durch unsere in I. und II. 
abgeleiteten Formeln die Glied fiir Glied entsprechenden , algebraischen“ 
Tabellen an die Seite stellen, wie dies wohl keiner weiteren Aus- 
fiihrung bedarf. 


(10) der Parameter z, durch eine lineare Function 2, = — ¢ 


Beispiel 2. 

Die algebraische Formulirung unseres zweiblattrigen Doppelringes 
(pag. 493 und Fig. 7 der Tafel 1) gestaltet sich folgendermassen : 

Wir haben zunachst den Doppelring durch eine Gleichung zwischen 
den Gréssen y, 2 auszudriicken, welche wir dann als Parameter unserer 
Flache einfiihren. Am einfachsten wahlen wir dazu die Function 

f(y, 2) =y — 2(@ — 1) (e— a) (@ —b) &— 0) = 0, 

fiir welche die Verzweigung von y in Bezug auf z dargestellt ist durch 
die Flache [2, 2, 2, 24% 2, 2}; N=—2(p= 2), deren Verzweigungs- 
punkte wir in Fig. 8 (Tafel 1) angedeutet haben. Mit gleichem Rechte 
kénnten wir irgend eine andere Gleichung f(y, 2) = 0, welche eine 
Riemann’sche Fliche vom Geschlechte zwei ergiebt, zu Grunde legen. 

Jetzt haben wir eine Function 


F (n, y; 2) = 0 . 
zu bilden, welche sich zweiblattrig tiber f(y, 2) — 0 ausbreitet und 
dabei in Bezug auf diese Function unverzweigt ist. Dies leistet un- 
mittelbar: 





n= Rly, V (2 — a) (2 — b)), 
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wo F irgend eine allgemeine rationale Function bedeutet. Denn jedem 
Werthepaare y, 2, welches uns eindeutig einen Ort auf dem Doppel- 
ringe bestimmt, entsprechen zwei Werthe y. Dabei ist die Fliche un- 
verzweigt und die beiden Blatter hiingen nur lings jener geschlossenen 
Curve zusammen, welche die Verzweigungspunkte a, b umgiebt. Ent- 
sprechend den 15 Paaren der 6 Verzweigungspunkte erhalten wir 15 
wesentlich verschiedene Formen unserer Gleichung, die wir ebenso un- 
mittelbar hinschreiben kénnen. Indem wir die 15 Durchschlingungs- 
curven, die wir so erhalten, aus nur 4 derselben zusammensetzen 
kénnen, kommen unsere Fille auf jene 15 Méglichkeiten zuriick, die 
wir auf pag. 493 fiir unsere Fliche unterschieden haben. 


Il}. Abschnitt. 
Die reguliren Riemann’schen Flichen vom Geschlechte p = 1. 
§ 10. 
Aufzihlung der hierhergehérigen Flachen. 


Das Problem der reguliren Riemann’schen Flachen vom Ge- 
schlechte p = 1 ist bekannt und identisch mit dem Problem der Trans- 
formation und Theilung der elliptischen Functionen.*) Hier soll es 
mit den fiir regulire Riemann’sche Flichen allgemein gewonnenen 
Gesichtspunkten behandelt werden. 


Wir trennen mit Riicksicht auf die folgende Darstellung die regu- 
liren Riemann’schen Flichen vom Geschlechte p= 1 in folgende 
zwei Gruppen. 


Erste Gruppe. 


1. Ueber einem’ Ringe vom Geschlechte p = 1 sich ausbreitend 
hat man M-bliattrige unverzweigte Flachen, deren Blitter lings der 
Meridian- und Breitencurven des Ringes ineinander geschlungen sind. 
2. Ueber der complexen Ebene sich ausbreitend N = 2 M-blattrige 


*) Man vergl. hierzu, da ich mich im Folgenden der Weierstrass’schen 
Bezeichnungen bedienen werde: Felix Miiller: ,,De transformatione functionum 
ellipticarum‘‘. Diss. inaug. Berlin 1867. Kiepert: ,,Auflésung der Transforma- 
tionsgleichungen und Division der elliptischen Functionen,.“ Borchardts Journal, 
Bd. 76, p. 34 ff. 

Weiter sehe man noch: 

Briot-Bouquet: ,,Théorie des fonctions doublement périodiques etc,“ 
p. 302ff. Christoffel: ,,Sul problema delle temperature stazionarie etc.“ Annali 
di matematica, S* II. t. 1. p. 99ff., die Abhandlungen von Sch warz in Borchardt’s 
Journal Bd. 70, p. 118, Bd. 75, p. 320 und dessen mehrerwiihnte Preisschrift, so- 
wie Klein, Ann. XV. p. 278ff. 
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Flichen, deren Blitter an vier Stellen je paarweise zusammenhiingen 
und die wir demgemiiss als Flichen 
[2, 2, 2, 2]; N=2M 
bezeichnen. 
Zweite Gruppe. 
Hier trennen wir folgende iiber der complexen Ebene sich aus- 
breitende Flichen: 
la. Flichen von der Verzweigung 
[2, 3, 6] 
und der Blatterzahl 
N=6m? und N= 18m’. 
1b. Die Flichen 
(3, 3, 3], 
N=3m und N= 9m’, 
und endlich 
2. Die Fliichen 
[2,.4, 4], 
N=4m* und N = 8m’*.*) 


§ 11. 
Die Flachen der ersten Gruppe. 


Wir untersuchen zuniichst die tiber einem Ringe p = 1 unver- 
zweigt sich ausbreitenden Flichen und fragen, auf wie viele Weisen 
sich ein solcher Ring M-blattrig iiberdecken lisst. 

Indem wir beriicksichtigen, dass eine Verschlingung der einzelnen 
Blatter des Ringes nur lings zweier Curven, also etwa der Meridian 
und der Breitencurve des Ringes in Betracht kommt, lasst sich die 
Zahl der Lésungen allgemein itibersehen. 

Zwei Ringe zunichst kénnen auf drei Weisen, nimlich 1. lings 
einer Meridiancurve, 2. lings einer Breitencurve, 3. liings Meridian- 
und Breitencurve durchschlungen werden. Ersetzen wir unsere beiden 
Ringe durch ebene Parallelogramme, so haben wir die Rinder der- 
selben in der Art, wie es Fig. 1 (der Tafel II) angiebt, zusammen- 
zuheften, um unsere drei Flichen zu erhalten. Dabei sind unsere 
beiden Ringe jetzt nebeneinander, die regulire Gebietseintheilung eines 
neuen Ringes bildend, ausgebreitet. In dieser Form lassen sich auch 
die weiteren Fille tibersichtlich discutiren. Man erhalt dabei allgemein 
ausgesprochen das folgende Resultat: 


*) Dass mit den hier aufgeziihlten Flaichengruppen alle Flichen vom Ge- 
schlechte p = 1 erschépft sind, folgt aus geometrischen Betrachtungen, wie ich 
sie in Theil | meiner Inaugural-Dissertation entwickelt habe. 
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Ist M die Anzahl der ineinander zu antingneden ~—e und M 


von der Form M = a*-b’---, so giebt es jg —"\ verschiedene 
Arten der M-bliittrigen reguléren Fiche. 

Dieselbe Zahl verschiedener Lésungen erhilt man auch fiir die 
reguliren Flichen [2, 2, 2,2]; N — 2M; denn wir brauchen in unseren 
eben erhaltenen regular durchschlungenen F lichen nur auf jedem Ringe 
die Eintheilung [2, 2, 2, 2}; N = 2 zu treffen [vg]. Fig. 2 der Tafel II), 
um unsere neuen Flachen zu erhalten. 

Die Anzahl der verschiedenen Arten unserer Fliche ist nun genau 
auch die Zahl der Transformationen M*r Ordnung der elliptischen 
Functionen, wenn wir dabei die Multiplicationen mitedhlen. Insoferne 
wir es hier in der That mit Transformationsgleichungen der elliptischen 
Functionen zu thun haben, musste sich dieses Resultat ergeben, dem 
Umstande entsprechend, dass die Invarianten der vier Verzweigungs- 
punkte auf unseren Ringen sich als Wurzel einer Modulargleichung 
fiir die betreffende Transformation ergeben. Dabei miissen wir einer 
bestimmten solchen Wurzel nicht nothwendig eine bestimmte unserer 
Eliichen zuordnen, wohl aber entsprechen gewissen Gruppen von Moduln 
auch gewisse Gruppen von Flichen. Diese Gruppirung entspricht dabei 
dem Umstande, dass fiir allgemeines M und unter Mitberiicksichtigung 
der Multiplicationen die Modulargleichung reducibel ist und in eine 
gewisse Anzahl irreducibler Factoren zerfillt. 

Wir fthren die Abzihlung der kiirzeren Ausdrucksweise wegen 
an den Beispielen der Transformation 3'* und 4‘ Ordnung durch, 
wobei die Abziahlung fiir den allgemeinen Fall unmittelbar deut- 
lich wird, 

Die Durchschlingung dreier Ringe zunichst ist auf vier Arten 
moglich. Indem wir unsere Ringe aufgeschnitten in Gestalt von 
Parallelogrammen in die Zeichenebene breiten, sind diese vier Még- 
lichkeiten in Fig. 3 durch die Zuordnung der Rander unserer Parallelo- 
gramme dargestellt. Diesen vier verschiedenen Flichen stellen sich 
die 4 verschiedenen Transformationen 3'*" Ordnung zur Seite, welche 
den Periodenpaaren 

, a o —o wo’ —2@ 

5 teed Stet SO Tithe US et le ee ST 
entsprechen. Wir kénnen durch geometrische Umformung von einer 
unserer Flachen zu allen anderen iibergehen, ebenso wie wir durch 
einen Wechsel in der Periodenbezeichnung die obigen Periodenpaare in- 
einander iiberfiihren kénnen.*) So geht Fliche 1 in Flicke 3 und 2 
iiber, wenn wir in Fig 4a unter Beibehaltung der Zuordnung der 


*) Man vergleiche die analogen Betrachtungen bei Camille Jordan ,,Traité 
des substitutions et des équations algébriques‘‘ p. 337 ff. 
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Rinder eine andere Abtheilung in Gebiete |Fig. 4b und 4c] treffen. 
Die Fiiche 4 geht in die erste durch eine blosse Vertauschung der 
Meridian- und Breitencurven fiber. 

Die Durchschlingung von vier Ringen \isst sich auf 7 verschiedene 
Arten bewerkstelligen, den 6 Transformationen und der einen Multi- 
. plication 4’ Ordnung entsprechend. Jene 6 den Transformationen 
entsprechenden Flachen lassen sich analog wie vorhin ineinander iiber- 
fiihren. Die siebente, davon abgesonderte, entspricht der Multiplication. 
Diese letzte Fliiche [in Fig. 5, Tafel II dargestellt] lisst sich dabei 
erzeugen durch die Uebereinanderlagerung zweier zweiblittriger Ring- 
flichen, fiir deren eine die Durchschlingung der Blatter lings einer 
Meridiancurve, fiir deren andere sie lings einer Breitencurve statthat. 
Analog kénnen die Flichen fiir Transformation M' Ordnung, wenn 
M von der Form a-b-c--- und a, b, ce velativ prim zu einander 
sind, erzeugt werden durch die Uebereinanderlagerung der Flichen fiir 
Transformation a‘, b'* .-- Ordnung — der bekannte analytische Satz. 

Was die Gruppe der 2M Transformationen einer Fliiche |2, 2, 2, 2]; 
N =2M in sich angeht, so ist deren Zusammensetzung unmittelbar 
deutlich. Zunichst ist die Untergruppe der M Verschiebungen in der 
Gesammtheit ausgezeichnet, was sich in der M-blittrigen reguliir- 
reguliaren Uebergangsform, an der wir bisher unsere Discussion ge- 
fihrt haben, ausspricht. Die Composition dieser letzten Gruppe be- 
stimmt sich aber unmittelbar aus der Zerlegung der Zahl YM in ihre 
Primfactoren. Indem alle so kommenden einfachen Gruppen bloss 
cyklische sind, folgt der bekannte Abel’sche Satz, dass die Auflésung 
der Transformationsgleichungen mit Hiilfe von Wurzelzeichen bewerk- 
stelligt werden kann. 


Die Theorie der elliptischen Functionen giebt uns unmittelbar die 
analytische Formulirung unseres Problems, indem es gerade die Be- 
ziehung zwischen zwei doppeltperiodischen Functionen mit den Perio- 
den 2@, 2@' zu den doppeltperiodischen Functionen mit getheilten 
Perioden sind, welche unsere Irrationalitait ergeben. 

Wir betrachten zunichst die Flichen [2, 2, 2,2]; N=2M. Wir 
fiihren in der Weierstrass’schen Bezeichnung p(w), p'(w) als doppelt- 
periodische Functionen mit den Perioden 2@,2q@' ein, und bezeichnen 
mit p(u), p (uw) Functionen mit den Perioden =< und =e [indem wir 
eine Transformation m -n' Ordnung herausgreifen]. Dann ist p (u) 
eine Function, welche bei den 2-m-n Transformationen, welche 
win +u+u ad +y ao {a und v dabei nach dem Modul m, bez. n 
genommen| iiberfiihren, und nur bei diesen Transformationen ungedn- 
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dert bleibt. Die Function p(w) nimmt dabei 2-m-n verschiedene 
Werthe an. Die Gleichung also, die zwischen p (uw) und p’(w) besteht, 
hat sicher dieselbe Gruppe, wie unsere 2 M-blittrige Fliche. Aber 
die Relation ist auch wirklich durch unsere Fliche dargestellt, wie 
wir dies sofort iibersehen, wenn wir die Verzweigung von p’ in Bezug 
auf p untersuchen. Zu dem Ende fragen wir zuniichst, wie p in Bezug 
auf p verzweigt ist, dann wie p’ in Bezug auf p. 
Die Transformationsgleichung in transcendenter Form:*) 


i(w head o = p(w) 
Kh os: S plu 
m—1 n—1 


, : 2ue 20a’ 2uo 2Qya" 
=P(0,0')+ Dt > {p(u— ein re)» ( m + 228.) 


0 





[wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass u und v nicht 
gleichzeitig Null werden diirfen| lisst unter Zuziehung der Relation: 

: 2 20a" Qu’ 20 aw’ 

p(w Mee +) p(w ee 4 Be) 
w+ uw =0 mod m, v+v =0 mod n 

die Stellen 

p(u)=p(0), p(2), p(2), p(2 +2) 
als die Verzweigungsstellen der iiber p ausgebreiteten Fiiiche erkennen. 
Dabei hingen dort die Blatter der dem Werthsysteme von p(u) ent- 
sprechenden Fliiche stets zu zweien zusammen: den Werthen p(0), p(a), 
p(@'), p(@-+q@') entspricht jedoch jedesmal ein in der betreffenden 
Stelle unverzweigt verlaufendes Blatt. 

Die so entstehende (nicht regulire) Fliche hat das Geschlecht 
Null. Indem wir dieselbe durch Nebeneinanderlegen ihrer Bliitter 
auf die Kugel ausbreiten, kommt die Darstellung der Fig. 6 auf Tafel II 
[welche fiir den Fall m= 4, » =3 entworfen ist]. An dieser Dar- 
stellung ist die Theilung der verschiedenen Perioden leicht ersichtlich. 

Fiigen wir jetzt unserer Gleichung die Relation 


p (u)= V/ 4p%(w) — J2p(U) — 9s 





oO Sree se ‘ 
=) (P@ — p@)(P@ —P©@))(P@ — p(@ +e) 
hinzu, so besitzt p’ in Beaug auf p jetzt gerade die Verzweigung un- 
serer reguliren 2. M-bliittrigen Fliiche. Die Blitterzahl m-n der 
eben besprochenen Fliche wird niimlich gerade verdoppelt und fiir die 
vier Werthe, welche vorhin an der betreffenden Stelle unverzweigte 


*) Man vergl. z. B. Felix Miiller a. a, O. pag. off. 
Mathematische Annalen, XVII. 34 
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Blatter ergaben, werden gerade durch die zutretende Quadratwurzel 
Verzweigungspunkte 2 hergestellt. Geometrisch denken wir uns ein- 
fach die in Fig. 6, Tafel II gezeichnete Fliche doppelt iiberdeckt und 
dabei an jenen 4 markirten Stellen verzweigt. 

Die algebraische Darstellung unserer reguliir durchschlungenen, 
iibrigens unverzweigten M-bliittrigen Flichen lisst sich nun aus dem 
Bisherigen sofort formuliren. Denken wir uns nimlich in der Fliiche 
[2,2,2,2]; N=2M die Untergruppe der M Verschiebungen, wie 
schon friiher angegeben, in dem M-blittrigen Ringe ersichtlich ge- 
macht, der in jedem Blatte die Eintheilung [2, 2, 2,2]; N = 2 trigt, 
so haben wir blos das Weglassen dieser Kintheilung algebraisch aus- 
zudriicken: Wir fragen jetzt nicht mehr nach der Verzweigung von 


p in Bezug auf p allein, sondern wir fragen, wie ist p’ verzweigt in 
Bezug auf die Grissen p und p als den unabhiingigen Variablen. 
Dabei besteht zwischen diesen beiden Parametern p, p die Relation: 


p =V4p' — Hp —9 
[vergl. § 8.]. In der That bleiben p und p’ gleichzeitig nur mehr 
20’ 
nm 
die Transformationen von der Periode 2, welche « in — wu iiberfiihren, 


* . . : 2@ 
ungeiindert bei den Transformationen von u in u-+w—- + ¥ 
sind weggefallen, da p eine ungerade Function ist. 


§ 12. 
Die Flichen der zweiten Gruppe. 


Wir gehen zu den Flichen 


(la) (2, 3,6]; N—=—6m? und N = 18m’, 
(1b) [3, 3,3]; N=—3m? und N= 9m’, 
(2) |[2,4,4]; N=—4m? und N= 8m’? 


iiber. Sie finden ihre algebraische Darstellung in Transformations- 
gleichungen zwischen den speciellen doppeltperiodischen Functionen, fiir 
welche g,, beziehungsweise g, gleich Null ist. In der That ist, wegen 
der Dreizahl der Verzweigungsstellen, jetzt keine absolute Constante 
mehr vorhanden. 


1. Die Flichen der Verzweigung (2, 3,6] und (3, 3, 3]. 
Durch einfache geometrische Betrachtungen an den zugehdrigen 
Flaichennetzen iiberzeugt man sich, wie schon oben erwihnt, dass 


unsere Flichen durch die Verzweigung und Blitterzahl jedesmal vdéllig 
eindeutig definirt sind. 
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Ihre Gruppe bestimmt sich unmittelbar durch die Bildung der folgen- 
den regular-reguliren Uebergangsformen: Die Fliche [2,3,6]; N=6m?, 
bez. [2, 3, 6]; N — 18m? zuniichst besitzt eine reguliir-regulire Ueber- 
gangsform, gebildet aus 3m? bez. 9m? Blittern (vom Geschlechte Null), 
deren jedes die Eintheilung des Kreistheilungstypus [2,2]; N = 2 
triigt [Fig. 7 der Tafel II]. Dabei hiingen die Bliitter zu je dreien an 
den in der Figur gekennzeichneten Stellen zusammen. So ergiebt sich 
die Gruppe der Flaichen [3, 3,3] N= 3m?, bez. N = 9m? als aus- 
zeichnete Untergruppe der Gesammtheit. Die Zerlegung dieser Gruppe 
wird ihrerseits durch eine m?, bez. 3m?-blittrige Uebergangsform deut- 
lich, deren Blatter je die in Fig. 8, Taf. Il gezeichnete Eintheilung 
tragen, wahrend sie tbrigens unverzweigt und nur ineinander ge- 
schlungen verlaufen, Die in den Verschiebungen der m?-blittrigen 
Fliche in sich gegebene ausgezeichnete Untergruppe ist dabei die- 
selbe, wie die vorhin allgemein bestimmte Gruppe der m? Ver- 
schiebungen, welche sich durch m-Theilung der beiden Perioden 2@ 
und 2q@’ des elliptischen Integrals ergab. Fir die 3m?-blittrige Fliiche 
ist diese Multiplication noch mit einer Transformation 3' Ordnung 
verbunden, die wir sogleich noch niiher betrachten. 

Zur algebraischen Formulirung untersuchen wir Theilwngsglei- 
chungen der Functionen p(u), p(w), wobei 


py (u) = V4 p(w) — gs ies 

ist und fiir welche 2@ und 2@' = 2¢-@, wobei e=e®, ein primi- 
tives Periodenpaar ist. 

I. Wir behandeln zuniichst die Flichen [2, 3, 6]; N = 6m?. 
Es sei dann 

p (u) -_ p(w, —, *) = p(u, 95 9s)» p’(u)=p' (w, ~, “-), 

so ist zunichst, wie fiir die Theilung selbstverstiindlich, g, = 0. 

Daher folgt: 

p(su)—=ep(u); p(w) = p'(u) 

und so sehen wir in p*(w) [oder auch etwa p’*(u)—= 4p °(w) — gs] 


eine Function, die bei den 6m? Operationen, durch welche w in 


teu ee tw 8, y= 0,1, 2 


“Mm 





libergeht, und nur bei diesen Operationen, ungeiindert bleibt. p’(w) 
nimmt dabei andere und andere Werthe an. 

Die Beziehung zwischen p'(w) und p °(w) besitzt also jedenfalls die- 
selbe Gruppe, wie unsere Fliiche (2, 3, 6]; N—6m’. Eine Dis- 
cussion der Verzweigung von p’ in Bezug auf p° zeigt aber, dass 
diese Gleichung wirklich das analytische Bild unserer Fliche ist. 


31* 
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Wir untersuchen, ahnlich wie vorhin im allgemeinen Fall § 11. 
pag. 505, zu dem Ende am einfachsten zunachst, wie p in Bezug 
auf p* verzweigt ist, und erhalten eine 3m? blitirige, im Allge- 
meinen nicht regulire Fiche vom Geschlechte Null. Fihren wir dann 
p statt p als Unbekannte ein, so wird diese Fliche, die wir uns, durch 
Nebeneinanderlegen der Blatter, auf der Kugel ausgebreitet denken, 
verdoppelt und es werden die beiden iiber der Kugel liegenden Blatter 
dabei an vier Stellen untereinander verzweigt. Dadurch erweist sich 
dann die Gesammtfliche als eine 6m*-blittrige, deren Blitter an der 
Stelle p> = 0 zu je dreien, bei p’ = 1 zu zweien und bei p* =oo zu 
je sechs zusammenhingen. *) 

II. Wollen wir jetzt zu den Flichen [3, 3, 3); N = 3m? tibergehen, 
so thuen wir dies geometrisch durch die Bildung jener auf voriger Seite 
erwihnten 3m?-blittrigen Uebergangsform [Fig. 7, Tafel II.), alge- 
braisch durch Adjunction einer Quadratwurzel, welche den in der 
Uebergangsform abgeschiedenen Kreistheilungstypus repriisentirt.**) 


Wir fiihren nimlich eine Grosse ¢ = V p’ —1 als unabhiingig Variable 
ein, wobei die Constanten dieser Wurzel durch die soeben in I. er- 
wahnten Verzweigungsstellen bestimmt sind. Die Verzweigung von p’ 
in Bezug auf 2 ergiebt dann die gewollte Fliche, deren Blitter fiir 
die Stellen z= -+- i, — i, co zu dreien zusammenhingen. 

III. Was endlich die Flichen [2, 3,6]; N— 18m? und ebenso 
[3,3,3]; N — 9m? betrifft, so dient zu ihrer Aufstellung die Bemerkung, 
dass es fiir unsere speciellen doppeltperiodischen Functionen mit g, = 0 


*) Setzen wir speciell m= 2, so ist die Verzweigung von p in Bezug auf 
p regulir, dargestellt durch eine 12-blittrige Fliche, deren Blitter an zwei 
Stellen zu dreien, an einer zu zweien verzweigt sind. Es ist die in den wieder- 
holt citirten Arbeiten als Tetraedertypus bezeichnete Fliche. Indem wir p’ statt 
p als Unbekannte einfiihren, erscheint diese Fliche verdoppelt und es werden 
dabei an vier homologen Punkten (etwa den Tetraeder-Eckpunkten) diese beiden 
Flichen untereinander verzweigt. So kommt die Gesammtfliiche [2, 3, 6] N = 24. 
Fig. 9 der Tafel II stellt die Eintheilung einer Kugel nach dem Tetraedertypus 
in stereographischer Projection dar. Denken wir sie doppelt tiberdeckt und die 
beiden Blitter an den markirten Stellen verzweigt, so folgt die letztgenannte 
Fliche. Man sehe hieza Schwarz in der Eingangs citirten Preisschrift, sowie 
Klein, Ann. XIV, p, 154. 


**) Etwas anders ausgesprochen: Wir gelangen von der soeben in I. be- 
trachteten Eintheilung eines Ringes in Dreiecke mit den Winkeln 90°, 60°, 30° zu 
der neven Eintheilung in gleichseitige Dreiecke durch Zusammenziehen je zweier 
Nachbardreiecke. Algebraisch haben wir an Stelle der friiheren unabhiingigen 
Variabeln p* eine solche Function von p* als neue Variabele einzufiihren, die 
iiber das gleichseitige Dreieck liuft, wenn p’ sich iiber ein rechtwinkliges Dreieck 
bewegt und das ergiebt die obige Formulirung. 
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eine Transformation dritter Ordnung giebt, fiir welche g, ebenfalls 
gleich Null ist. Dieselbe ist gegeben durch die Gleichung 
bane 
p 
und dabei ist J, = — 27g, und g=gy,=0. 


p= 


Indem wir eben jene Transformation anwenden, driickt sich die 
Beziehung zwischen p und p> geometrisch durch eine 18-bliittrige re- 
guliire Fliche [2, 3,6] aus. Wir haben diese Fliche in Fig. 10 der 
Tafel II dargestellt, an welcher die Periodenparallelogramme fiir die 
Transformation dritter Ordnung deutlich hervortreten. 

Wenden wir diese Transformation auf unsere eben behandelten 
Multiplicationen an, so erhalten wir die siimmtlichen weiteren Fille 
unserer Flichen [2, 3,6] und ebenso [3, 3, 3}. 


2. Die Flaichen [2, 4,4]; N=—4m? und N = 8m’, 

Ganz analog lassen sich die Fliichen der Verzweigung [2, 4, 4] 
behandeln, wenn man die speciellen doppeltperiodischen Functionen 
p(w) und p(w) zu Grunde legt, fiir welche g, = 0 ist. 

Wir haben niimlich hier die Relationen p(iu) = — p(w); 
p (iu) = ip’(w) und bemerken, dass 2@ und 2@' — 2¢@ ein primitives 
Periodenpaar ist. Die Beziehung zwischen p'(u, @, @’) zu 


Lit, =, SF 


driickt sich dann geometrisch durch die Fliche [2, 4, 4]; .N = 4m? 
aus, wie dies analoge Ueberlegungen, wie die soeben in Fall 1, ge- 
troffenen, zeigen. 

Die Flichen, fiir welche N = 8 m? ist, werden dann erhalten durch 
Anwendung noch der einen Transformation zweiter Ordnung, fiir welche 
das transformirte g, ebenfalls wieder gleich Null ist. Diese Trans- 
formation ist dargestellt in der Gleichung: 


1 
yp — 4 Ie 


——— 





und dabei ist g, = — 4g,; g, = 0. 


Miinchen, Ende October 1880. 



























Notiz tiber eine regulire Riemann’ sche Flache vom Geschlechte 
drei und die zugehdérige ,, Normalcurve“ vierter Ordnung. 


Von 


Waurtuer Dyck in Leipzig. 


Die folgenden Zeilen haben den Zweck, das Princip, dessen sich 
Herr Klein bei Aufstellung der Irrationalitit seiner 168 blittrigen 
reguliren Riemann’schen Fliche bedient*), fiir einen weiteren Fall 
anzuwenden, der in der voranstehenden Arbeit ,,Ueber reguliire Rie- 
mann’sche Fliichen“ schon von anderen Gesichtspunkten aus und 
mit anderen Hiilfsmittelu betrachtet worden ist.**) 

Es liegt uns in geometrischer Definition eine reguldére Riemann’ sche 
Fliche vor, die sich 96blittrig iiber der complexen Ebene ausbreitet 
und deren einzelne Blatter dabei die folgende Verzweigung besitzen: 
An einer Stelle a der complexen Ebene hiingen die Blatter (12 mal) 
zu je acht, an einer zweiten Stelle b (32 mal) zu je dreien, an einer 
dritten ¢ endlich (48 mal) zu je zweien zusammen. In unserem spe- 
ciellen Falle ist durch diese Angaben (wie schon auf pag. 488 erwihnt) 
die regulire Riemann’sche Fliche eindeutig bestimmt. Ihr Geschlecht 
ergiebt sich als p = 3. . 

Wir verlangen, diejenige Gleichungsform fiir unsere Fiche auf- 
zustellen, welche der von Herrn Klein fiir sein Problem 168 ten Grades 
gegebenen analog ist. 


Die Frage nach derjenigen Normalcurve niedrigster Ordnung, auf 
welche sich unsere Gleichung 96ten Grades eindeutig beziehen lisst, 
ergiebt vor Allem [vergl. die analogen Schliisse Ann. XIV, p. 437]: 

Unsere Normaleurve kann nicht hyperelliptisch sein. 





*) Man sehe die Abhandlung Herrn Klein’s ,,Ueber die Transformation 
siebenter Ordnung der elliptischen Functionen‘‘, Math. Ann. Bd. XIV, und hier 
speciell die §$ 2.—6. der Arbeit, die wir im Folgenden nur durch Annalenband 
und Seitenzahl citiren. 

**) Angaben in blossen Seitenzahlen betreffen diese Abhandlung. 
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Denn es miisste dann eine Gruppe von 96 bez. 48 linearen Trans- 
formationen einer Verinderlichen geben, welche mit unserer Gruppe 
bez. einer Hilfte derselben isomorph ist, und das ist nicht der Fall, 
wie ein Vergleich unserer auf pag. 489 ff. naiher charakterisirten Gruppe 
mit jenen Gruppen*) zeigt. Also: 

Unsere Normalcurve ist von der vierten Ordnung. 

Wir fragen nach ihrer speciellen Gleichungsform. Dann ergeben 
analoge Schliisse, wie die Annalen XIV, pag. 438 gezogenen, fiir 
unseren Fall die Sitze: 

Unsere Curve vierter Ordnung geht durch 96 Collineationen der 
Ebene, welche unsere Gruppe reprisentiren, in sich tiber. 

Dabei werden die Punkte unserer Curve vierter Ordnung zu je 
96 zusammengeordnet; nur einmal sind es blos 12 (die Punkte a), 
einmal nur 32 (die Punkte b) und einmal nur 48 (die Punkte c) zu- 
sammengehdrige Punkte, entsprechend den Verzweigungspunkten unserer 
Fiche. 

In Gruppen zusammengehiriger Punkte miissen sich nun alle 
,,speciellen“ Punktgruppen auf unserer Curve vierter Ordnung einordnen, 
d. h. alle Gruppen solcher Punkte, deren individuelle Eigenschaften 
bei unseren Collineationen erhalten bleiben. Soleche Punktgruppen 
ziehen wir heran, um specielle Eigenschaften unserer Curve vierter 
Ordnung kennen zu lernen, und benititzen dabei die auch von Herrn 
Klein verwandten Punktgruppen der 24 Wendepunkte, der 56 Be- 
riihrungspunkte der Doppeltangenten und endlich der 84 sextactischen 
Punkte, fiir deren Anordnung wir folgende Sitze erhalten: 

Die 24 Wendepunkte vertheilen sich nothwendig zu 2.12 auf 
die Punkte a. Es sind dies also Punkte, in denen eine Tangente 
hyperosculirt, wesshalb sie auch bei den folgenden Punktgruppen 
mehrfach zihlend auftreten. Die Beriihrungspunkte der Doppel- 
tangenten vertheilen sich zu 2-12-32 auf die Punkte @ und b; 
endlich die 84 sextactischen Punkte zu 3-12 + 48 auf die Punkte a 
und c**), 

Beachten wir jetzt die auf pag. 489 gegebene Aufzihlung der 
Transformationen unserer Riemann’schen Fliche in sich, so sehen 
wir, dass unsere 12 Punkte a sich in drei Quadrupel spalten. Es 
giebt niamlich drei Collineationen von der Periode 2 (Ziffer a, y jener 


*) Vergl. etwa Ann, XIV, p. 149, 150. 

**) Man kénnte zuniichst noch an die Méglichkeit denken, dass unsere Punkte 
a als sextactische Punkte siebenfach ziihlen und so vollstiindig die 84 sextactischen 
Punkte absorbiren. Von geometrischen Ueberlegungen abgesehen, zeigt jedoch 
die spiitere algebraische: Formulirung die Unzulissigkeit dieser Annahme und 
ergiebt vielmehr, dass Punkte, in denen eine Tangente hyperoscutirt, dreifach 
als sextactische Punkte zihlen, 
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Aufzihlung), wobei (1.) die vier Punkte je eines dieser Quadrupel 
individuell fest bleiben, wihrend (2.) die acht iibrigen Punkte a je 
innerhalb ihrer Quadrupel sich vertauschen. Beachten wir noch, dass 
jede Collineation von der Periode 2 eine Perspective ist, so ergiebt 
unsere Gruppirung sofort die folgenden Schliisse: Unsere 12 Punkte 
a vertheilen sich (wegen (1.)) zu je vieren auf drei Perspectivititsaxen, 
Die (vierpunktig beriihrenden) Tangenten dieser Punkte gehen je durch 
das entsprechende Perspectivitiitscentrum. Diese Centra fallen (wegen (2.)) 
mit den Schnittpunkten der Perspectivitiitsaxen zusammen. 

Legen wir das Dreieck dieser Perspectivititsaxen als Coordinaten- 
dreieck zu Grunde, so folgt mit Nothwendigkeit, wenn man in 4, u,v 
geeignete constante Factoren mit aufnimmt: 


(1) f= itt ui+o'—o 

als die Gleichungsform unserer Curve vierter Ordnung; und in der 
That geht diese Curve durch 96 Collineationen der Ebene in sich 
iiber, denn wir kénnen die 4, uw, v untereinander vertauschen und noch 
2 derselben mit beliebigen vierten Kinheitswurzeln multipliciren. 

Um jetzt auf die Gleichung 96. Grades zu kommen, welche unsere 
regulire Riemann’sche Fliche algebraisch darstellt, bediirfen wir 
(Ann. XIV, p. 446): 

1. als abhdngig Variable y dieser Gleichung — irgend einer auf un- 
serer Curve eindeutigen Function der Coordinaten, welche in den 96 
zusammengehorigen Punkten der Curve allgemein verschiedene Werthe 
besitzt. Dazu wahlen wir die Coordinaten unserer Curvenpunkte selbst, 
und fiihren also gleichzeitig 2, w, v ein, zwischen denen dann noch 
unsere Relation (1) besteht.*) 

2. als unabhingige Variable J — einer Function der Coordinaten, 
welche dadurch definirt ist, dass sie fiir alle zusammengehorigen Punkte 
der Curve und nur fiir zusammengehérige Punkte denselben Werth 
aufweist. 

Es bleibt also J ungeiindert fiir die 96 Collineationen, die unsere 
Curve in sich iiberfiihren, und lisst sich dabei darstellen als Para- 
meter eines Biischels von Curven, welche auf unserer Curve vierter 
Ordnung 96 bewegliche Punkte ausschneiden. Zu diesem Zwecke lisst 
sich in unserem Falle, wie der Erfolg zeigt, ein Biischel von Curven 
benutzen, das mit der Curve 4ter Ordnung keine festen Grundpunkte 
gemein hat, also ein Biischel von Curven 24ter Ordnung. 


*) Wir miissen in unserem Falle die Verhiltnisse und =~ gleichzeitig be- 
trachten, oder irgend eine rationale Function derselben als Unbekannte einfiihren; 


— allein etwa wiirde nur 24 verschiedene Werthe bei unseren Transformationen 
annehmen. 
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Wir beniitzen fiir die Aufstellung eines solchen Biischels die 
speciellen Punktgruppen unserer Curve. Im Allgemeinen werden solche 
besondere Manktgruppen von Beriihrungscurven des Biischels auf der 
Grundcurve ausgeschnitten werden. Hier aber gelingt es uns (analog 
wie in dem von Herrn Klein behandelten Kalle), Curven von niedrigerer 
als der Biischelordnung zu finden, welche unsere besonderen Punkte 
einfach ausschneiden und welche dann mehrfach ziahlend in unser 
Biischel eingehen. 

In complicirteren Fallen wird man zweckmiissiger Weise zur Her- 
stellung dieser Curven die Bildungsprocesse der Invariantentheorie 
beniitzen*). Hier findet man ohne besondere Rechnung ganze Func- 
tionen 3ten, Sten und 12ten Grades, gs), ys) und Yay, welche 
gleich Null gesetzt unsere C, in den gemeinten Punktgruppen von 12, 
32 und 48 Punkten treffen miissen. 

Bilden wir nimlich: 


(Pe) = Aur, 
(2) Xe) = wit + vtdt + dius, 
| yam At — wty® + v8 dt — ay + poy! — vids, 


so sehen wir nach dem Friiheren zunichst unmittelbar, dass gj) = 0 
die Wendepunkte unserer Curve ausschneidet. 

Die Curve ys) = 0 schneidet eine Gruppe von 32 Punkten aus 
unserer C, aus, die in ihrer Gesammtheit bei unseren Transformationen 
ungeiindert bleiben und dabei nicht mit den Wendepunkten zusammen- 
fallen. Es sind dies also nothwendig die 32 Beriihrungspunkte der 
Doppeltangenten. 

Ebenso ist Yi) eine Function, die bis auf das Vorzeichen bei 
unseren Transformationen ungeiindert bleibt; yYus2,— 0 schneidet eine 
Punktgruppe von 48 getrennten, von den Wendepunkten verschiedenen 
Punkten aus, die wieder in ihrer Totalitét ungeiindert bleiben und 


*) Bildet man in unserem Falle jene Covarianten, die auch Herr Klein 
Ann. XIV, p. 446 ff. verwendet, so kommt, mit Beibehaltung der dortigen Be- 
zeichnung, von Zahlenfactoren abgesehen: 


V= ur’. 
C= A pte?{ wy! + vtat + atu}. 
K = yu v3{ i8ut — wy? + v8 at — dtu + wot — vtd8}. 

Die Curven V=0, C=0, K=O schneiden dabei hier bez. die 24 Wende- 
punkte, die 56 Beriihrungspunkte der Doppeltangenten und die 84 sextactischen 
Punkte aus. Das letztere [vgl. die Anmerkung auf pag. 511.| folgt, weil K=0 
mit der Curve iibereinstimmt, die Cayley allgemein zur Bestimmung der sex- 
tactischen Punkte einer Curve aufgestellt hat. Vgl. Salmon, Higher plane curves, 
pag. 359 der 2. Aufl. Wir sehen somit die oben getroffene Vertheilung dieser 
Punktgruppen auf die Punkte a,b, ¢ algebraisch bestitigt. 
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also nothwendig mit den oben aufgestellten Punkten ¢ zusammenfallen 
miissen. 


Bilden wir jetzt z. B. : 
8 
(3a) Jam 9 
Z(8) 
oder 
8 
‘ ’ (3) 
(3b) J =—~, 
ita) 


so sind dies zwei Biischel von C,,, welche unsere Punktgruppen in 
der verlangten Weise ausschneiden. 

Fiir das Curvenbiischel (3a) kommt dabei die Punktgruppe der 
48 Punkte ¢ durch eine allgemeine Beriihrungscurve zu Stande, denn 
die Curve Via) = 0 ist in diesem Biischel nicht enthalten. Das Analoge 
gilt fiir das Biischel (3b) beziiglich der Curve 73, = 0. 


Da aber das Schnitipunktsystem auf unserer C, f = 0 fiir beide 
Curvenbiischel das némliche ist, so muss (man vergl. die analogen 
Betrachtungen Ann. XIV, p. 448), unter Zuziehung der Gleichung 
f =0, zwischen gg), xs) und yy» eine Relation statthaben von der 
Form: 

Ps) = hs Hs) + Le Yay 
Bestimmt man durch Einsetzung specieller Werthe die Constanten k und 
l, so kommt 


: 4 1 
k=— = und l=—— 


Mit Zuziehung dieser Relation lassen sich jetzt unsere, in den Glei- 
chungen (3) gegebenen Curvenbiischel ersetzen durch die Verhiltniss- 
gleichung: 

(4) J:J —lil=—478 04, 22793. 

Und diese Gleichung, in Verbindung mit Gleichung (1), f = 9, 
stellt jetzt unsere 96 blittrige Fliche dar. 

In dieser Gleichungsform sehen wir unmittelbar, dass bei J = 0 
die Blatter der Fliiche zu je drei, bei J=1 zu je zwei und bei 
J = oo zu je acht zusammenhiingen; wie es sein soll. Dass aber die 
hiermit dargestellte Fliche nicht noch andere Verzweigungen aufweist, 
folgt (unter anderem) unmittelbar, wenn wir die Functionaldeterminante 
T aus f und zweien der obigen Functionen bilden. Diese wird z. B. 
fiir f, z°, »*, von constanten Factoren abgesehen, 

T= g’ ° x ° wy, 
und also sind die singuléren Punktgruppen auf f= 0 durch die obigen 
drei Curven erschépfend ausgeschnitten. 
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Die Gruppe unserer Flache enthilt, wie pag. 489, 1. gezeigt ist, eine 
ausgezeichnete Untergruppe, welche durch eine 48-blittrig tiber der 
complexen Ebene ausgebreitete, regulire Riemann’sche Flache defi- 
nirt ist, deren Blitter an einer Stelle @ zu je vier, an zwei weiteren 
Stellen 6 und y zu je dreien verzweigt sind. Wollen wir diese Fliche 
mit den analogen Hiilfsmitteln darstellen, wie die eben behandelte, so 
beachten wir lediglich, dass in Bezug auf diese Untergruppe die 32 
Beriihrungspunkte von Doppeltangenten (die obigen Punkte b) unserer 
Curve 4" Ordnung f= 0 sich in zwei Gruppen theilen, deren eine, 
wie man findet, aus f = 0 ausgeschnitten wird durch die Curve: 


edt + e%ut+t vi=0, 


Sig 
3 
Ease ; 


wo 


die andere Gruppe durch: 
ea'+ eut+ vi=0. 

Beriicksichtigen wir noch die Relation: 

QT(Awo)* — (eA! ety + vt) + (etd + emt + 09, 
welche wieder allgemein unter der Bedingung f = 0 statthat, so formu- 
lirt sich die Gleichung unserer Fliiche, wenn wir zu f =O die Be- 
ziehung: 
2:2@—1:1 = (At eat vt): 27Atutyt: — (e2A4 + ent 4+ vt) 
fiigen, von der irgend zwei Glieder, z als den Parameter betrachtet, ein 
Biischel von Curven 12'*' Ordnung darstellen, welches unsere C, in je 
48 zusammengehorigen Punkten schneidet, von denen zweimal je drei, 
einmal je vier zusammenfallen, 


Wir gehen noch kurz zur Darstellung einer weiteren Untergruppe, 
welche in den Gruppen der beiden eben behandelten Flichen ausge- 
zeichnet enthalten ist. Sie ist (vergl. pag. 489, 2.) gegeben durch eine 
16-blittrig iiber der complexen Ebene ausgebreitete reguliire Rie- 
mann’sche Fliiche, deren Blatter an drei Stellen zu je vieren verzweigt 
sind. Hier ergiebt sich einfach ein Biischel von Geraden, welches auf 
unserer C, jedesmal 16 zusammengehorige Punkte ausschneidet, indem 
jedem Werthe des Parameters ¢ unseres Biischels vier Gerade ent- 
sprechen. Das Biischel ist einfach dargestellt durch irgend zwei Glieder 
der Verhiltnissgleichung: 

t:t—1:1l=Aat:—p':—r', 
Die Relation zwischen den drei hier gegebenen speciellen Curven der 
Biischel ist dabei unmittelbar 


a4 wt 4 vt = 0 


selbst. 
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Eine weitere analoge Discussion aller in der urspriinglichen Gruppe 
enthaltenen Untergruppen ergiebt dann vollstiindig die gegenseitige 
Anordnung der Punktgruppen auf unserer C,, welche uns andererseits 
in den jedesmal entsprechenden Rie mann’schen Flichen vorliegt. 


Zum Schlusse sei noch in Kiirze der Zusammenhang des hier be- 
handelten Problems mit folgender bekannten Aufgabe aus der Theorie 
der elliptischen Functionen erwihnt: Man soll aus der absoluten In- 
variante des elliptischen Integrals*) die Grissen Y x, Y x (in der 
Legendre’schen Bezeichnung) berechnen. 

Beachtet man nimlich die Identitat: 


(1a) (Vx)! + Vx)! + (e)' =, 


wo @ eine primitive 8° Einheitswurzel bedeutet, und setzt hier 


Vu=d, YxX =u, o=v 

so wird die Gleichung (1a) unmittelbar mit Gleichung (1) identisch 
und die obige Gleichung (4) (pag. 514) geht iiber in: 
(4a) J:J—1:1=—4(1—x#?+ x): 

: (1x2)? « (2— x2)? - (1— 2x2)? 

> 27x* - (1 —x?)*. 
Das ist aber genau die Relation, die zwischen der absoluten Invariante 
J und dem Legendre’schen Modul x? =o besteht, wie sie z. B. 
Klein im XIV. Annalenband pag. 114 Anm. giebt. 

Die einfachste Methode zur Berechnung von / x, |x’ aus J bietet 
sich unmittelbar: Zunichst bestimme man x’, und also x’?, aus Glei- 
chung (4a); dann hat man, um auf /x, /x zu kommen, noch zwei 
4 Wurzeln zu ziehen. Dem geht aber die Zerlegung der Gruppe 
unserer 96-blittrigen Fliche, wie wir sie auf pag. 489 u. 490, 2. u. 3. 
gegeben haben, unmittelbar parallel: Wir adjungiren die Gruppe eines 
Doppelpyramidentypus (3, 2,2), N= 6 [vgl. pag. 115 der erwihnten 
Klein’schen Abhandlung, sowie die vorstehende Formel (4a) ], dann 
zerfallt unsere Gruppe in zwei cyklische Gruppen von der Periode 4. 


Leipzig, Mitte November 1880. 





3 
*) Hier ist mit Klein als absolute Invariante die Grosse % bezeichnet, 


wobei g, in der Weierstrass’schen Schreibweise die rationale Invariante, 
A die Discriminante der biniren biquadratischen Form ist, die unter dem 
Quadratwurzelzeichen im Nenner des elliptischen Differentials steht. Man vergl. 
Annalen XIV, pag. 112. 
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Ueber die Wendepunkte der Curven vierter Ordnung 
mit Doppelpunkten. 
(Zweite Note.) 


Von 
A. Britt in Miinchen. 


In einer friiheren Note (S. 103 dieses Bandes) habe ich gezeigt, 
wie man zu der Gleichung einer doppelt unendlichen Schaar von 
Curven vierter Ordnung gelangt, welche die Wendepunkte einer Curve 
dieser Schaar mit zwei Doppelpunkten zu Basispunkten hat. Das dort 
angegebene Verfahren wende ich im Vorliegenden auf eine Gleichungs- 
form an, durch welche im Allgemeinen jede Curve vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten dargestellt werden kann, wobei ich 
beabsichtige, die Rechnung fiir diese Form durchzufiihren und in den 
Coefficienten derselben die Gleichung der gesuchten Schaar darzustellen. 

Zuvor jedoch muss ich auf einen der in jener Note angewandten 
Schnittpunktsiitze zurtickkommen, Es werden dort drei Falle erwihnt, 
in denen die Identitiit: 


(1) y=—agp-+ Bf 
auch dann noch besteht, wenn die Curve g =O die Curve f=0 
ausser in einfachen auch in Doppelpunkten der letzteren schneidet. 
Nach II. findet dies statt: ,,Wenn in jedem Doppelpunkt von /, in 
welchem auch einen solchen mit denselben Tangenten wie f hat, 
¥ ebenfalls einen Doppelpunkt mit den gleichen Tangenten besitzt.“ 

Ich bemerke hierzu nachtriglich, dass die Erfiillung dieser Be- 
dingung nicht hinreicht, wie dies nach jener Fassung scheinen kann, 
sondern dass noch eine weitere Bedingung zwischen den Schnittpunkten 
einer beliebigen Geraden mit den Tangenten in dem betreffenden Doppel- 
punkt und den Polareurven dritter Ordnung von g, vw, f — genom- 
men in Bezug auf den Doppelpunkt — hinzutritt. Ich will dieser 
Bedingung eine algebraische Form geben. 

In der Abhandlung: ,, Ueber einen Satz der Algebra etc.“ (Bd. V1 
dieser Ann.) hat Herr Nother — der mich auf den sveben erwihnten 
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Umstand aufmerksam zu machen die Giite hatte — nachgewiesen, dass 
die Identitat (1) immer und nur dann besteht, wenn dieselbe in der 
Nihe eines jeden Punktes erfiillt ist, fiir welchen f und » gleichzeitig 
verschwinden. 

Sind nun «=a, y = b die Coordinaten eines Doppelpunktes von 
f, in welehem gm und wy je Doppelpunkte mit denselben Tangenten 
besitzen, und denkt man sich f, » und w nach Potenzen von x — a, 
y—b angeordnet und z. B. durch / die Summe aller Glieder ¢'** Dimen- 
sion von f/f, u. s. w. bezeichnet, so hat man: 


fm = gp” = pl = 0, 
fY = op) = yO = 0. 


Die Uebereinstimmung der Tangenten wird ausgedriickt durch die 
identischen Gleichungen: 


(2) (2) (2) 

P= 2 = 4 = (y—b)—8(@—a)) (y—)—n(@—)), 
wo fy, Po, Wy von Null verschiedene Constante sind. Soll nun in der 
Niihe des betrachteten Punktes obige Identitaét (1) erfiillt sein, so 
muss zwischen den soeben eingefiihrten Gréssen die folgende Beziehung 


bestehen: 
fr FE) F(a) | 
Po POE) (yn) | = 9, 
vo ¥%™E) y(n) 
wo z. B. f(&) den Werth von /®) bedeutet, wenn man darin 
y— b= &(«—a) 
gesetzt hat. 

Die Erfiillung dieser Relation tritt als weitere Forderung zu der- 
jenigen der Uebereinstimmung der Tangenten hinzu. Aber wenn dies 
auch a. a. QO. nicht erwihnt worden ist, so bleiben doch alle Folge- 
rungen richtig, die sich dort an die Anwendungen des Satzes II. kniipfen, 
weil fiir dieselben jene Zusatzbedingung von selbst erfiillt ist. Man 
kann dies daraus schliessen, dass im Nachfolgenden die dort ange- 
deuteten identischen Umformungen wirklich durchgefiihrt sind. Es lisst 
sich indess auf folgende Weise auch direct einsehen. Der erwiahnte 
Satz ist zweimal angewendet, wobei jedesmal — in den oben einge- 
fiihrten Bezeichnungen ausgedriickt — die Glieder héherer Dimension 
von g: p®), o@,.-- gleich Null sind. Ferner ist beidemal w die 
Hesse’sche Determinante H von /. Die Gleichung aber: 


H(&) f(y) — H®(n) f &) = 0, 
auf welche sich die obige Bedingungsgleichung in diesem Fall reducirt, 


ist in jedem Doppelpunkt von f erfiillt. (Man vergl. Math. Ann. 
Bd. XIII, p. 177.) 
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Indem ich mich nun zum eigentlichen Gegenstand dieser Note 
wende, lege ich meinen Formeln die Gleichung der Curve vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten in folgender Gestalt zu Grunde: 

f= Hq? Hs? dy, + £5? Hy? dyy Wy Hy? dry, 

$244? XX dy + 2x,? aH, dys + 2x3?H,Lydy. + Ex,4 = U%, 

Diese Gleichungsform erhalt man, wenn man zwei Eckpunkte des 
Coordinatendreiecks in den Doppelpunkten und den dritten, «,—«,=0, 
so gelegen annimmt, dass die anstossenden Dreiecksseiten die Curve 
je in zwei zu den Ecken harmonisch gelegenen Punkten treffen**). 

Da f in Bezug auf a, und x, symmetrisch gebildet ist, so miissen 
es auch die im Folgenden durch Iuvariantenprocesse aus / abgeleiteten 
Formen sein. Ich werde daher von zwei symmetrischen Gliedern immer 
nur gines angeben und das andere durch Punkte andeuten. In den 
Bezeichnungen schliesse ich mich an die erste Note an; der Gang der 
Rechnung wird von dem dort angegebenen etwas abweichen. 

Ich beginne mit der Aufstellung des Kegelschnittbiischels, das 
durch die vier weiteren Schnittpunkte a, a, a, a, der Tangentenpaare 
t,t;, t,t, in den Doppelpunkten bestimmt ist. 

Die Gleichung des einen Tangentenpaars ist: 


t,t, = 22? dy, + X37 dy, + 22,x3 dy, = 0, 
woraus ¢,t, durch Vertauschung der Indices 1 und 2 hervorgeht. Die 
Verbindungslinie (T = 0) der Doppelpunkte hat die Gleichung: 
%=0, 
und es besteht (a. a. O. p. 105) die Identitit: 


; t,t, t,t, = 25? - A+ dys -f, 
aus der sich: 


*) d;, und d,; werden in gleicher Bedeutung gebraucht. 

**) Diese Anordnung lisst sich im Allgemeinen auf fiinf verschiedene Arten 
treffen. Ist nimlich f(y, y2 y3) = 0 eine Gleichungsform, fiir die jene Bedingung 
noch nicht erfiillt ist, aber die Doppelpunkte die angegebene Lage haben, se 
treten ausser den oben aufgefiihrten nur noch die Potenzen y,¥;°, yoy,° auf. 
Diesen Gliedern kann man die Form: 

wf (ys), Yelf (Y2)] 
geben, wo die eckige Klammer bedeutet: fiir y, = yg = 0. Bestimmt man also 
aus den Gleichungen: 

f(y) = 0, f(y) = 0 


die 3-3 — 2—2=5 Werthepaare 2, =. welche nicht einen Doppelpunkt 
3 8 


geben, und setzt, wenn x, 2 eines dieser fiinf Werthepaare ist: 
Hy? Hy? Ly = Yi — *Yy? Yo — AYs? Ys, 
so erhilt durch Anwendung dieser Transformationsformeln f die gesuchte Gestalt. 
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A = 237 (dy dy. — €d53) + 22, %ydyydy3 + ++ — 24, %_q 
bestimmt, wo zur Abkiirzung: 
q = 41,d3, — 2d\3dy, 

eingefiihrt ist, und die Punkte --- das aus dem voraufgehenden Glied 
durch Vertauschung der Indices 1 und 2 hervorgehende Glied andeuten. 

A = 0 ist die Gleichung eines durch a, @, a, a, uz.’ die - Doppel- 
punkte gehenden Kegelschnitts. Einen andern Kegelschnitt N des 
Biischels erhalt man aus der Identitiit: 
nr?» N=AA' +2¢@-f, 


aus welcher sich A’ und N folgendermassen berechnen: 


A’ = 2, X_Q yx + Xs (2G dy, + do dys dy3) + %qX3(2Qa,3-+d,, dy; dss); 
N = a,?-28q + 2%, {4q? dy, + Gds3(d,, dy. — e dys) 7 
$2 yy dys (2qd,3 +4), dos dy3) + ed 
— 21-2 dy, dss (dy, Diy +d; Dis) — ++ 
$4, 3 (dy, day — €dy5) (2G dy + dy di3d33) + +> 
wo q die friihere Bedeutung hat, D,, hier wie in der Folge die Unter- 
determinante von d;, bedeutet in der Determinante: 
dy dy, dys! 
2R? = dy, dy dys \- 
ds, dy, dys) 
Da man an Stelle der obigen Identitit auch die folgende anschreiben 
kann: 


a;?(N+ 9A) = A(A'+ e2;’) + 29° -f, 
wo @ eine beliebige Constante ist, so schneidet das Kegelschnittbiischel 
mit den Basispunkten a, «, a, @,: 
M=N+ eA=0 

je dieselben vier mit @ veriinderlichen Punkte aus, wie das Biischel: 

D =’ + ox, =0. 
Setzt man insbesondere: 

9 = — 2(d\3D,3+ d,3D.;), 

so erhilt der Ausdruck M offenbar die Eigenschaft, fiir «0, d. h. 
wenn die Curve f einen Doppelpunkt mehr erhilt, in Bezug auf die 
drei Variabeln 2, x, 2, symmetrisch zu werden. M =O muss also 
dann jenen Kegelschnitt darstellen, ‘der ausser durch die weiteren 
Schnittpunkte der sechs Tangenten in den drei Doppelpunkten durch 
noch zwei weitere Punkte der Curve geht, die, wie ich gezeigt 
habe (diese Annalen Band XIII, Seite 182), mit den sechs Wende- 
punkten der Curve auf einem Kegelschnitt liegen. D' = 0 stellt also 














nh 
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in diesem Fall einen Kegelschnitt dar, der durch diese beiden Punkte, 
die zwei Schnittpunkte des Tangentenpaars ¢,r, in dem neu hinzu- 
getretenen Doppelpunkt und die beiden anderen Doppelpunkte hin- 
durchgeht. 

Ich wende mich nun zur Gleichung der Curvenschaar vierter 
Ordnung. Eine Curve F' der Schaar ergiebt sich aus der Identitit: 


ZH+C-f=a,-F, 


wo C ein Ausdruck zweiter Dimension ist, H die Hesse’sche Deter- 
minante, welche, nach Potenzen von %,, 2, geordnet, mit den Glie- 
dern — 


ef fF ef 
i axe x Oae Oa Ou 
= — 2d,, qx,> 2° — ds, D,, 2,4 x? — 
+ 2ds, (dy2d33 — 2 dys) #,° #2 a + +++ ete. 








Man erhilt: 


F= 2,2, 2 dss (dy, dys + dy, ds, + dsy diz + 3d), dy9d33 — 6d\ydo3 d3,) 
ee 4 dss Dy, ie 4dst Dy} 
+ 22,°a,Diyq +--+ —2%,3x;d\3dyD,, — - 
+ 223 2,7 %(dy3 33D, — dy,d3D.. — RY nto: 
+ €-2,? {as * ss Dgg 4+ 2%; (dy3 3, — 2.5) dog + + 
+ 32,'ds,D,, + +++ + 24,2, ana} 
+ 2. 2a,!ds5. 
Kine andere Curve ® der Schaar bestimmt sich aus der Identitit: 
F. D’ +. Cc f= x79, 
wo D’ die oben eingefiihrte, C’ eine noch unbestimmte Form zweiter 
Dimension ist. Im Falle ¢ =O muss nach dem friiher Bemerkten das 
Schnittpunktsystem von ®=—0O mit f—0O in das des Wendekegel- 


schnitts und des Tangentenpaars /,7, in dem neu entstehenden Doppel- 
punkt iibergehen. In der That wird fiir «= 0: 


- dy, - tyt, + T, 


[P].—o _ ®, sauee- shie 2 
wo: 

ty, = dap @y? + dy Hq? + 29, Ly 
und ; 

P= Fy 0? + Pagar? + VygHq? + 20 93% + 205, 23%, + 20 y_%, a, 
ist. Es geniigt, von diesen Coefficienten zwei anzugeben, aus denen 
die iibrigen durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 her- 
vorgehen: 
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Pip = — 4D (G2 Dy, + 4,3 D,3); 
Pog = 4. R42 d,.d\3 + 3d, dy3) + 4d); D3, 


wo 4R' das Quadrat der Determinante der d,;, bedeutet. ® ist ein 
in ¢ quadratischer Ausdruck. Setzt man: 


© = + eddy, + 2d59%,, 
so hat ®, den eben angegebenen Werth, , und ®, bez. den folgenden:: 
®, = 22,?2,? - @dy, + 3x,°x, - Gd3,D,, + --- 
+ 3x,3ay + Dy (2qd,3 + dy9d,3 435) + - + - 
$2 ,Paty wy {4.qdjy (2dyydy, — 3.25) + 3dyy dys dyy Dy} + + > - 
+ 2a,2ay? {12 des dy dy. — 6 de§ dig dyy — 4d, dy dg, dy dg3— doy dhs Ass 
— Bdssdizdy, + 3ds2 disdy, + 3d,, do dys des 
— 3d, das} +--- 
a, X52 { —2Qdyy doy dygq — 1403 dyy dy, dag + 3d, , des dy. ayy 
+ 3dy, dsidyy dy; — 12ds3d,,d,, — 12d,3d,5d>, 
* + 36d,,di5dsi} 
+ 2, 253 {3.d,, doy d,3de3—6d,, dy, des —2d,, dey yg dy, ++ 2d 5 do dy di 
+-12d,,d:3de3 +3 desdi3 —12d,3d,5d,.d,.} + --- 
— 22! (dy, dy. — ds3) (dys D,3 + ay5D,5); 
, = 22,’- A’ — 4x,4(d\; Dy, + dys Dy). 


Der Ausdruck A’ und die Gréssen D,, und gq haben die friihere 
Bedeutung. 
Die Gleichung der gesuchten Schaar ist alsdann: 


nF +404 uf=0, 
wo F, + die angegebenen ganzen Functionen vierten, bez. fiinften 
33 
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f = 0 sind. 
Miinchen, im October 1880. 

















Zur Pfaff’schen Lésung des Pfaff’schen Problems. 
Von 


A. Mayer in Leipzig. 


Der Weg, den Pfaff zur Integration einer Gleichung von der 
Form: 
X, daz, + X,da, ++-+-+ Xndxr, = 0 
einschliigt, beruht auf der fortgesetzten Anwendung einer und der- 
selben Transformation, die sich als Aufgabe formulirt so aussprechen liisst: 
Man soll x,, %,, +++, Xm als von einander unabhiingige Functionen 


von m neuen Variabeln t, a,,-++, Gm 80 bestimmen, dass identisch 
wird: 


h=m i=m 
= 1 b 
5. X;, ax, — WN A.da;, 
A=1 t=2 
wo N eine Function von t, a, +--+, Gm, die Grossen A,, +--+, Am da- 
gegen blosse Functionen von a, +++, Gm sind, 


und es ist sowohl fiir die ganze Anlage, wie auch fiir die allgemeine 
Anwendbarkeit der Pfaff’schen Methode erforderlich, dass diese Auf- 
gabe stets lésbar sei fiir ein gerades m, dagegen im Allgemeinen keine ' 
Lésung zulasse, wenn m ungerade ist. Weder das Eine, noch das 
Andere ist aber bisher wirklich bewiesen worden. 

Es wird namlich, soweit ich sehen kann, immer angenommen, 
dass das sogenannte erste Pfaff’sche System von gewdhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen allein schon hinreiche, um die Aufgabe zu lésen. 
Das ist aber nur so lange richtig, als die aus den Elementen 

.. & 
tin = Fa, — Oa, 


gebildete schiefe Determinante nicht verschwindet, (welcher Fall aller- 

dings in der Regel ausschliesslich betrachtet wird). Dies zu zeigen 

sowie tiberhaupt die Grundlage der Pfaff’schen Methode sicher zu 

stellen, ist der Zweck der vorliegenden Note, in der alles bei Seite 

gelassen ist, was fiir diesen Zweck nicht unmittelbar néthig erschien, 

wihrend eben der Wunsch, jene Methode vollkommen klar zu begriin- 
85* 
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den, die vielleicht allzugrosse Ausfiihrlichkeit in anderen Punkten, 
namentlich in solchen, die man gewodhnlich als selbstverstiindlich be- 
trachtet, wohl entschuldigen diirfte. — 


Die Forderung (I) fiihrt zunichst auf die Bedingung: 


h=m 


(1) B= > XG 


und liefert zugleich fiir die A; die Werthe: 


h=m 
OX, 
(2) Am SNK Go 


Diese sollen frei von ¢ sein. Daher sind die Gleichung (1) und die 
m nn 


"Si enx, aa ex 
(3) =35 ia, +> wx, Fa, = ° 
= a=1 . 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen des Pro- 


blems, denen durch unabhingige Functionen 2,, x, +--+, %, der 
Variabeln ¢, @,, +--+, @, zu geniigen ist. 


Nun ist: 
A=—m hA=m 
on OoNX, 02, OX, Ox, 
(4) ~B ———_ —- —N _ P 
ot _ ot ot _ ot ot 
NB N h=m ax de A=m aa 
7] 0 h h “h 
Oa, = Big, + D Fe, ot + NX dtd 
Also hat man: 
= “ i hA>m™m 
5 OA; aNB ao" 4 ONX, ex _wW . 0X, Ox, B an 
(5) Ot Oe, — at 08 ‘a ps da; Ot ~ da, 


In Folge der Bedingungen (1) und (3) muss daher fiir @;=¢, @,,--+,@m: 


8m nar x=—m 


ONX, Ox, OX, On, 
(6) aa th —-N> “ay tra 


s=s1 





werden und zugleich ergiebt sich aus den Formeln (4) und (5): 
Il. Man kann umgekehrt die urspriinglichen Bedingungen (1) und 
(3) ersetzen durch die m Bedingungen (6), so oft es méglich ist, den 


letzteren zu geniigen, ohne dass oN == O wird. Folgt dagegen aus den 


Gleichungen (6) an = 0 (in welchem Falle die erste Gleichung (6) 


eine Identitit wird), so muss man diesen Gleichungen noch die Be- 
dingung (1) selbst hinzufiigen. 
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Die Bedingungen (6) lassen sich aber selbst wieder auf andere 
einfachere zuriickfiihren. 
Wegen: 








=e? ax, aa 


v), 
kann man nimlich diese aint cantohet so schreiben: 


A=mt xm 
éNnxX, aX, dx, | dx, 
Di we - ND Ve, Se | gE =o. 


A=l1 


Nun sollen #,, ---, 2» unabhiingige Functionen von ¢, @,,--+a@m, also 
+5 Ox, Bite | 2%m 
Oty Oa, 


verschieden von Null sein. Die Bedingungen (6) zerfallen daher in 
die folgenden: 





zm 


oNnxX, _N ot Cx, 0 
ot = ua. 
: %=1 h 
Durch die Formel: 
@NX, _ an "OX, ax, 
_ =a at +5 Oe 


verwandeln sich diese aber in: 


x=m 


x, s%,\ oe, om 
ND (3 = at) at oe Xe 
#=1 


Setzt man also: 


ax, ax, 
(7) Wa, ~ Oa, ets 


so reduciren sich schliesslich die Bedingungen (6) auf die folgenden 
m Gleichungen: 


®) tn Ge 


Das vorgelegte Problem wird demnach unter allen Umstiinden gelést 

durch die m-+ 1 Gleichungen (1) und (8), vorausgesetzt dass man 

ihnen durch unabhingige Functionen x,,---, %, genitigen kann. 
Letzteres ist aber immer der Fall, so oft die Determinante: 


[Gir +2 Omi, — Ay 


A= Qim,*** &mm » — Xn 
\Xi,°°° , 0 
der m+ 1 Gleichungen (8) und (1) Null ist. 


Denn ist A = 0, so kann man diesen Gleichungen immer geniigen 
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durch Werthe der se die nicht simmtlich Null sind. Wird aber 
(1) und (8) erfiillt durch die Annahmen: 
ee, aa 
op gy t+ -< tet ap tht Uy? > Um : M, 


WO U,, Ua, *+*, Um nicht siimmtlich Null sind, so sind, weil ¢ selbst 
in den Gleichungen (1) und (8) gar nicht vorkommt, u,, ---, Um, M 
blosse Functionen von 2, %, +++, 2m, und wenn etwa wu, nicht Null 
ist, so geniigen die Werthe: 


OX, fae Ug ran OX, ae Un, 
(9) 0x, 3,” ee 
verbunden mit dem Werthe 
(10) dlog N alt M 


Ox, Uy 


identisch den Gleichungen: 


z—m 


~S) Ox 
. An ae 
OX, 
#=) 
»—m Aa 1 N 
se: é log 
GerGe, = Xa Ge 


x=1 

d. h. den m + 1 Bedingungen, die aus (1) und (8) hervorgehen, wenn 
man ¢= 4, annimmt. 

Die Gleichungen (9) bilden aber ein System von m— 1 gewdhn- 

lichen Differentialgleichungen zwischen x,,---+,%,, und 2,. Sind daher 


Ly = Px (x, Mo, ss ty Am 
ihre vollstiindigen Lésungen, so sind die Werthe: 
XS Ly, Ly = Por + **s) Lm = Dm 


indem sie siimmtliche Bedingungsgleichungen der Transformation er- 
fiillen und zugleich 


Ox, O02 02, og O%m 
+ = i es a + 
— 02, Ca, mm ? 


@ Ge 0 bat 3 7) an 





also verschieden von Null ergeben, Lésungen des vorgelegten Problems*). 


*) Will man auch noch die zugehérigen Werthe der Coefficienten A; selbst 
fiaden, so hat man nur, nach Substitution jener vollstindigen Liésungen, aus (10) 
durch einfache Quadratur 


J= Ox, 
N=ye “ 
zu berechnen und diesen Werth von NW in die aus (2) entspringenden Formeln: 


A=m 


A=W >'X, OM 
A=2 Oa, 
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Das Problem ist also in der That immer lésbar, so oft die De- 
terminante A Null ist und zwar wird seine Lésung dann durch voll- 
stiindige Integration eines Systems von m — 1 gewdhnlichen Differen- 
tialgleichungen erhalten. 

Dagegen besitzt es keine Lésung, wenn A nicht verschwindet. 
Denn dann kann man den Gleichungen (1) und (8) nur geniigen durch 
die Werthe: 


Ox OW, OX, dlog N 
. oe. es | 
et ot ot 


aime oy 
und diese widersprechen der Forderung, dass 2,, %), +++, 2%» unab- 
hiingige Functionen von ¢, a, -+-, @& sein sollen. 


Als schiefe Determinante vom Grade m + 1 ist aber A stets Null, 
wenn m gerade, und im Allgemeinen verschieden von Null, wenn m 
ungerade ist. Daher hat man den Satz: 


Ill. Das vorgelegte Transformationsproblem ist dann und nur dann 
stets lisbar , wenn m eine gerade Zahl ist, und gwar erfordert in diesem 
Falle seine Lisung die vollstindige Integration eines Systems von m— 1 
gewohnlichen Differentialgleichungen. 

Wie auf diesen Satz sich die Pfaff’sche Methode zur Integration 
einer jeden linearen totalen Differentialgleichung einfach und natiirlich 
aufbaut, das hat Gauss in seiner Anzeige der Pfaff’schen Abhand- 
lung*) in so classischer Kiirze und Klarheit auseinandergesetzt, dass 
es ganz tiberfliissig wire, darauf hier noch irgendwie einzugehen. 

Dagegen geht aus dem Vorhergehenden allein die Richtigkeit der 
in Betreff des ersten Pfaff’schen Systems, oder der Gleichungen (8) 
aufgestellten Behauptung noch nicht klar hervor. Fassen wir daher 
den Fall 

m= 2n 
jetzt niher ins Auge! 
Im Allgemeinen ist hier die Determinante: 


A= >) ay ay s+ * &mm 


verschieden von Null, Ist dies aber der Fall, so sind die Gleichungen 
(8) unabhiingig von einander. Daher muss nothwendig die Gleichung 
(1), indem sie mit den Gleichungen (8) zusammen ein System von 


einzusetzen, wobei man der willkiirlichen Constante y den Werth 1 geben kann, 
da sie auf die Forderung, dass die A; frei von a, sein sollen, keinen Einfluss 
haben kann und sich aus der Transformation I. von selbst weghebt. Diese letzte 
Rechnung lisst sich aber bekanntlich ganz ersparen, wenn man nach dem Vor- 
gange Jacobi’s (Crelle J. 17, p. 156) die Anfangswerthe von a,---, 2,, als will- 
kiirliche Constanten in die Lésungen des Systems (9) eingefiihrt hat. 

*) Gauss, Werke III, p. 231. 
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verschwindender Determinante A bildet, eine blosse Folge dieser m 
Gleichungen sein. 
In der That, wenn A nicht Null ist, so kann auch nicht jede der 


Summen: 
A 


™m 

” Men X, 

1 

verschwinden, wo unter A,, der Coefficient des Elementes «,, in der 
Determinante A verstanden wird. Denn sonst miisste jedes X, = 0 
sein. Sei also etwa: 


II 


A=m 

> Au Xs 

A=1 

verschieden von Null. Nehmen wir dann ¢ = x2,, so werden die Glei- 
chungen (8) 


z—m 


a Ou, bo! xX 0 log N 
es “ja, “* dem 


#=1 
und ergeben: 


Aa=—m 
d log N 7 > 
Am 208 Du Xs, 
@logN . " . 
ze «einen endlichen und von Null verschiedenen Werth. 
deed | 
Nach Il. geniigen daher in dem betrachteten Falle die Gleichungen 
(8) allein schon zur Losing des Problems. 


Ist dagegen bei geradem m A = 0, so braucht deshalb doch die 
schiefe Determinante vom Grade m: 


also fiir 


loo, <> ee) 2 | 
| 


An = 


Qam>*** Ommy tm Xm | 
X,, re dine f) 


nicht Null zu sein. Denn sie ist unabhiingig von X,, wihrend bei 
gegebenem X,, ---, X, die Geichung A = 0 eine partielle Differen- 
tialgleichung 1. O. fiir X, ist. Wenn aber A,, nicht Null ist, so ver- 
schwinden von der Determinante A nicht simmtliche Unterdeterminan- 
ten m'" Grades und die m-+1 Gleichungen (8) und (1) reduciren 
sich also nur auf m, nicht auf weniger Gleichungen. Sie bestimmen 
daher eindeutig ihre m Unbekannten, die Verhiiltnisse: 





Ox, , Om . _ 2% | BlogN 


SUC oe 
Sobald man also Werthe dieser Unbekannten angeben kann, die den 


Gleichungen (1) und (8) geniigen, so sind dies die einzigen Werthe, 
welche in dem angenommenen Falle diese Gleichungen befriedigen. 
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Solche Werthe erhilt man aber, wenn man ole N = ( setzt und die 
a : ‘ 
Verhiltnisse der = aus den m + 1 Gleichungen bestimmt: 
zm an 
Oeh a “= 0, 
(11) “a 
el du 
X, =, = 0. 
2 * at 


Kine solche Bestimmung ist mdglich. Denn weil nach Voraussetzung 
die schiefe Determinante A vom Grade m = 2n verschwindet, so sind 
auch alle ihre Unterdeterminanten (m—41)'*" Grades = 0 und die m 
ersten Gleichungen (11) reduciren sich daher auf m — 2 Gleichungen. 
In dem betrachteten Falle ergeben demnach die Gleichungen (1) und 
(8) nothwendig oa = 0 und daher geniigt nach II. das System (8) 
allein nicht mehr zur Lésung des Problems, sondern diese wird viel- 
mehr erst durch die Gleichungen (11) bewirkt. 

Zugleich erhellt, dass das Problem in dem Falle, wo bei ge- 
radem m die Determinante A=0 wird, durchaus nicht nothwendig 
unbestimmt zu werden braucht.*) Eine soleche Unbestimmtheit wird 
vielmehr erst dann eintreten, wenn mit der Determinante A zugleich 
auch alle ihre Unterdeterminanten vom (m— 2)" oder von einem noch 
niedrigeren Grade verschwinden, und zwar entsteht dann eigenthtim- 
licher Weise stets eine gerade Unbestimmtheit, d. h. man kann in 
einem solchen Falle von den m — 1 Verhiltnissen: 


omy . ON, , . Oy 


a... oe 


stets eine gerade Anzahl willkiirlich wihlen, oder, was immer das 





*) Fiir die totale Differentialgleichung 
fda, + poda,+---+p,dx, —dz=0 
z. B., die der von 2 freien partiellen Differentialgleichung 1. O. 
: 02 
Py = fi (1+ ++ %_ Pes: Pn) ’ (2, _ oa; ) 


iquivalent ist, reduciren sich die Gleichungen (3) und (1) auf die bekannten 
2n — 1 Gleichungen: 


ee ee 
Op,’ day 0x,’ 


d A=n ar, 
& hh 
f= 1- Sn Hh 
divs A=2 OP, 


und das Transformationsproblem bleibt hier vollkommen bestimmt. 
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Bequemste sein wird, —0 setzen. Denn wenn in einer schiefen De- 
terminante siimmtliche Unterdeterminanten vom Grade 2r verschwinden, 
so sind, wie Herr Frobenius nachgewiesen hat*), auch alle Unter- 
determinanten (27—1)'* Grades =0. Wegen m= 2m zieht daher 
das Verschwinden aller Unterdeterminanten vom Grade m — 2p in der 
Determinante A nothwendig auch das Verschwinden aller Unterde- 
terminanten vom Grade m — 2p — 1 nach sich und es reduciren sich 
dann also die m + 1 Gleichungen (11) auf m — 2p — 1 Gleichungen, 
so dass man ihnen durch Werthe der ba , die nicht siimmtlich Null 
sind, auch dann noch geniigen kann, nachdem man gewisse 2p der 
Variabeln «x willkiirlichen Constanten gleichgesetzt hat. 

Erinnert man sich an die Jacobi’sche Art, durch Einfiihrung der 
Anfangswerthe die verschiedenen totalen Differentialgleichungen von 
vornherein aufzustellen, auf welche in der Pfaff’schen Methode suc- 
cessive die Integration der gegebenen Gleichung zuriickgefiihrt wird, 
so tibersieht man leicht, wie sich dieser Vortheil s. z. s. stufenweise 


je um zwei Kinheiten abnehmend durch die p — 1 ersten Reductionen 
forterbt. — 


*) Borchardt’s J. 82, p. 242. 














Ueber die asymptotischen Werthe der Coefficienten in der 
Entwickelung einer beliebigen Potenz des Radiusvectors nach 
der mittleren Anomalie*). 


Von 


W. Scuersner in Leipzig. 


§ 1. 

In Nr. 665 und 709—712 der Astronomischen Nachrichten**) ist 
ein Aufsatz von C. G. J. Jacobi enthalten, in welchem die Coeffi- 
cienten der trigonometrischen Functionen sehr grosser Vielfachen der 
mittleren Anomalie in der Entwickelung des Radiusvectors und der 
Mittelpunktsgleichung angenihert bestimmt werden. Die Methode, 
welche dieser Abhandlung zu Grunde liegt, ist bereits im Jahre 1817 
von Carlini in einer besonderen Schrift auseinandergesetzt worden; 
indessen sind die Resultate Carlini’s mit verschiederen Fehlern be- 
haftet, durch welchen Umstand bewogen Jacobi die erwihnte Um- 
arbeitung unternahm. Man kann nicht sagen, dass der daselbst ein- 
geschlagene Weg leicht zum Ziele fiihrt, wie denn auch die angedeutete 
Aufgabe in Bezug auf die Mittelpunktsgleichung von Jacobi als eine 
der schwierigsten ihrer Art bezeichnet wird. Die Betrachtung, dass 
die Coefficienten der Mittelpunktsgleichung mit denen der Entwickelung 


a\2 —— : : 
von (*) tibereinstimmen, bewog mich zu untersuchen, ob nicht 


Formeln fiir die Entwickelung einer beliebigen Potenz des Radius- 
vectors aufgestellt werden kénnten, von denen alsdann die von Jacobi 
behandelten Aufgaben als specielle Fille erscheinen mussten. Der 
Versuch gelang, und ich habe mittelst einer eigenthiimlichen, sehr 
allgemeinen Methode, welche sich durch Kiirze und Leichtigkeit der 
Rechnung empfiehlt, ein Resultat abgeleitet, welches die von Jacobi 
gefundenen Ausdriicke vollkommen bestiitigt, und fiir ganz beliebige, 


*) In englischer Uebersetzung publicirt in Gould’s Astronomical Journal 
No, 95 (Bd. IV, 8. 177) Cambridge Mass. 1856, Aug. 4. 
**) Siehe Bd. 28, S. 257 —270 u. Bd, 30, 8S, 197 — 254. 
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positive und negative Potenzen des Radiusvectors Giiltigkeit behilt. 
Dieses Resultat will ich im Folgenden auseinandersetzen, und die 
Richtigkeit desselben durch verschiedene Betrachtungen ausser Zweifel 
zu stellen suchen. 


§ 2. 
Wenn ~» einen beliebigen positiven oder negativen Exponenten, 
g die mittlere Anomalie, g den Excentricitiitswinkel, + den Radius- 
vector und a die halbe grosse Axe bezeichnet, und man setzt 


(“<y =c + 2> c cos pg 
p= 


so ergibt sich fiir den Werth des Coefficienten c> eine nach den ab- 
steigenden Potenzen von /p geordnete Reihe, welche zur Classe der 
sogenannten halbconvergirenden Reihen gehért, und fiir grosse Werthe 
von p in ihren Anfangsgliedern zur Berechnung gebraucht werden 
darf. Ist ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen, und man schreibt 
nach Legendre’s Bezeichnung und Gauss’ Definition 











: 1-2-3---m oi = ao 
Ip = lim re sere § eye me—t fiir m = co 
so wird 
n—2 aos a a 
. 2 ‘ 2 os 
C,=p (2cosg) § tg? tp ere "1 ag 5 ] pas r2 
2 
wo sich fiir A und B die Reihen ergeben 
n(n — 2) n(n— 2) (n— ~4) 
acest “Bp cos @ (1) + 64p* cos? m (2) : 


wf n—8 (m — 3) (n — 5) o 
madame Sp cos p (1) + 320p? cos? p _ [2]--: 
In diesen Gleichungen ist zur Abkiirzung geschrieben: 


(2) ae “en 4n + 1b 








9 cos? p 
1] _ tef-i «9 ahs 2 
sens 5 ~ 27 cos? @ 
(2) = at 2-20 mn + 1430 + 222 ee 16 n’ + 264.n? + 1307n + 1878 
45 cos*p 486 cos‘ 


9 35n?4+224m-+317 20m 297 n?-+ 1324-4 1719 

[2] = vo — 

4 16nt + 440m! + 4175n? + 15880n + 19809 
? as 486 cos'@ 
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Der fiir c) gegebene Ausdruck gilt nicht allein gleichmissig fiir 
ganze und gebrochene, rationale und irrationale Werthe von n, sondern 
auch fiir beliebige Werthe von », wie klein auch die Excentricitit 
genommen werden mége. Die™ einzigen Ausnahmefiille bilden, wie 
sich von selbst versteht, die Werthe p —0 und cosp = 0 oder 
g = 90°, wo die gegebene Entwickelung unstatthaft wird. 

Um die beiden von Jacobi behandelten Fille abzuleiten, setzen 
wir ” = — 1 und m= 2, wodurch die Ausdriicke hervorgehen 


a 6,'=—(tgipers)’ V 23\1 Me — (1— vanity) — 


1 11 91 ) 
rote ~~ §eos®@ - Bacost@ / +t 











oe ss {1 ee Se = 
o=(te sper) 2cosp +sen5 aime! Tipeaghs ae z+ 


r Ba - £ 543 127 + 1601 )--- 
64p* cos*m \ 14 cos? p 18 cos‘ p 











Wenn man die verschiedene Bezeichnung auf einander reducirt, so 
findet man, dass die Jacobi’schen pas 








= 2¢7'=-—(ai/)” 4.2 
sient (aw) oWasst —ar) >! 
Dee Me G 2 f\P Ss eee) 
I ~ > ei”) ak Vax a 


mit den vorstehenden Werthen tibereinstimmen. 
Bezeichnet man durch Jt die Function 
Pp p+2 p+4 p+6 
JP oa = ek a ae. 4 ee. ee 
a p! 1!(p+1)! 2!(p+2)! 3!(p+3)! 


und setzt A= ; p sing, so ist bekanntermaassen 


= ] +2 >) J® cospg 


e=1 


a 
= 1+ 1 sintg—2 4, a ad cospg 


pol 


Schreibt man folglich in unseren Formeln x = 1, so folgt 


1 J? me toPigerose _—_! __ 1 aks S 
&p J} tg 2Pe ° V2px cos ji+ 8 p cos p (i vag} + 





7 9 11 
+ siprecaty (ia — Seot@ + weary)” 





534 W. Scuerener. 


und es lisst sich leicht verificiren, dass hieraus der Werth von 


gia A 6d 
See 


durch Differentiation nach 4 hervorgeht. 


§ 3. 


Weit allgemeinere Formeln zur Bestiitigung der Richtigkeit unserer 
Ausdriicke lassen sich auf folgendem Wege ableiten, Setzt man 


r . 

~= 1 — sing cosu 
wo also 

u=—=g + sing sinu 


die excentrische Anomalie bedeutet, so ergibt die Differentiation 
nach g und » 


0; a. “ Ou a 

— == — sing sinw, a 

0g r og r 

a r 

4 a ou a : 
te m —*- = 1 — — cos? ~— == — COS®@ sinu 
f=] P 0g r Y ? og r 9 


Mit Hiilfe dieser Ausdriicke kénnen wir die Gleichung 


(*y =c +2 > cos pg 
p=1 


gleichfalls nach g und @ differentiiren und beginnen mit der Diffe- 
rentiation nach g. Dadurch wird 


n (sy sing sin u = 2 Z pe, sin pg 
und durch Wiederholung 
n (<y* sing cosu — n(n + 2) (<y" sin? p sin?u = 2 >? c cos pg 
Die Elimination von u ergiebt 
n+2 n+3 P n+4 
n(n + 1)(<)"— n(2n + 3) (SZ) + nlm + 2) cos (*) 


== 2 > vet cos pg 


Entwickelt man die linke Seite nach der mittleren Anomalie, und setzt 
die Coefficienten von cos pg einander gleich, so wird 


(1) n(n + 1) g — n@n+3) ft + n(n+2) cos*y oft! — pre® 
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eine schon von Bessel abgeleitete Gleichung*). Dieselbe dient zur 
Verification unserer fiir c) aufgestellten Ausdriicke, indem sich bei 
Substitution derselben siigt, dass die Gleichung identisch erfillt wird. 


Gehen wir jetzt zur Differentiation nach g, so folgt 


n cos? p (*)™ — n(sy" = 2 tgp » be cos pg 
und wenn man nach der mittleren Anomalie entwickelt 
be" 
m Cos? p ¢" — nent = tg@ - S (2) 
Die Wiederholung der Differentiation ergibt 


n(n + 1— 2 sin’) ev — n(2n-+3) cos? p e + n(n-+2) cost pc" ** 


ac” 
= tgp 46 (tg » zt) 


Hier lisst sich die friiher gefundene Relation (1) zwischen den Coeffi- 
cienten ¢ mit verschiedenen oberen Indices zur Vereinfachung be- 
nutzen, wodurch 


p® cos*p c + n(n — 1) sin’? e* = tgp @ *(tg9— 2.) 
oder 


2 costp 


1 oc arc” 
P iat C + n(n — 1) cos’ ¢ 


P 
sing corm op og (3) 
Man kann dieser Gleichung (aux différences mélées) eine etwas andere 
Form geben, wenn man mittelst der oben aufgestellten Formel (2) 








a eliminirt. Dann wird 
cos n 
p° oat C + n(n — " CD m9 
@ (4) 
s (Gas; cosp (» — 1)tg9) 2 Op 7+ ae 
Um in dieser Gleichung den Factor ae wegzuschaffen, in welchen 


pc? multiplicirt ist, fiihren wir zuerst mittelst der Differentialformel 
Ox _ cove 
Op ~—s sing 


eine neue Variable x ein und erhalten durch eine leichte Rechnung 








1 sin? p ot sintg 2, ech 5) 
e+ n(n— Yeast * p —— cop oa oat ( 


*) Abhandl. der Berliner Akademie aus dem Jahre 1824, 8. 28, 
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Durch dieselbe Substitution verwandelt sich die Gleichung (2) in 


ac” 
2 n+2 n-+1 Pp 
(6) n cos’p ¢,* — Ne," = cosp — 


r,) ” 
Um jetzt das in den ersten Differentialquotienten a multiplicirte 


Glied aus (5) wegzuschaffen, setzen wir 
n 


VU, = cos” @ C 


und erhalten ohne Schwierigkeit die Gleichungen 





av, ri n sin? @ E 4 
(7) jee — P'% + 4 cos® [(n — 6) — (n — 2) cos*p] Un 
n(n — 1) sin? 
— Un+1 
bet Vcos@ cos'@ 
nebds 
3 ”% sin?@ dv, 
(8) NUn42 — NCOS 9 V4.1 = 9 cos* Un + Va 


§ 4. 
Bevor wir diese Gleichungen weiter transformiren, betrachten wir 
die speciellen Fille, in denen in (7) das in v4; multiplicirte Glied 





verschwindet. Diess findet, wegen v, = 0, -statt fir » — 1 und 
m = —1; dann wird einfach 
av, 2 sin *@ (cos*g — 5) 
oat PM + Acos’m@ "2 
v_, ° sin? m (7 — 3 cos*g) 
oat =? vat ‘ “4c0s'p@ Gus 


Um diese Gleichungen fiir den Fall, wo p eine grosse Zahl bedeutet, 
zu integriren, wenden wir ein von Hansen benutztes Verfahren*) an 
und gehen von den Formen aus: 

Vv, = uje?®* + uu, e-?*, vy —u_ye?*? + ul, e-?* 
Hier bedeuten u und wu’ zwei noch niiher zu bestimmende Functionen, 
welche sich auf willkiirliche Constanten reduciren, sobald p iiber alle 
Grenzen wichst, weil in diesem Falle auf der rechten Seite der zu 
integrirenden Gleichungen die nicht in p multiplicirten Glieder weg- 
fallen, und die vollstiindigen Integrale von 

n2 

=p'v, und —— =p vs 
unter den aufgestellten Formen enthalten sind. Man erkennt nun 


a % 
ox 


*) Abhandl. der kén. siichs. Gesellschaft, Il. Bd. 8, 202 fig. 








-_- ww 
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sofort, dass vermége der in w,’ und uw‘, enthaltenen willkirlichen 
Constanten beide Gréssen verschwinden miissen. Denn da 


cos? 


oA doy = cosp + log tgip 


ist, so wiirden fir gm = 0 die in e~?* multiplicirten Glieder unendlich 
werden, waihrend der Werth von c, mit der Excentricitit verschwinden 
muss. Setzen wir desshalb wv’ — 0 und substituiren 


Vv, = U,e?", V1 = U_,e?* 


in die vollstandigen Differentialgleichungen fiir v, und v_,, so folgt 





2 a 
a 2p oa. on Fee aan 
uy ol sin? p(7 — 3 cos*g@) 
ja +22 I ae 


Wenn h, und h_, die Constanten bedeuten, auf welche sich u, und 
u_, fiir p = oo reduciren, so wird man setzen diirfen 


mh (I+ 44%--), 0 anh. (1+ 4 b+ ) 


Zur Ermittelung der Coefficienten @ und b als Functionen von z er- ° 
hilt man durch Entwickelung nach den absteigenden Potenzen von p 
ohne Schwierigkeit die re eee 


‘ okt __ sin® p(cos* m — 5) 
at sa 2 i 3 4 cos 








Am 


—- + 2 -.. ___ sin? p(7 — 3 cos* ) ss 


Ox 4 cos® @ 





welche sich fiir die aufeinanderfolgenden Werthe von m leicht inte- 
griren lassen. Um diess auf die bequemste Weise zu bewerkstelligen, 
fiihren wir 

1 
cos @ 


y= 


als neue Variable ein, wodurch wegen 








dy _. sing =a __ cos’p dy _ sintp Oty 9 sin®'@ 9 ee 
og corm’? Gp sing ? 02 ents > 62 2 a (2—cos? ) 
0a, 

Ft ELS y ant (y— 29) SO + Sy 9) 5 a 

ab 1 ¢ b,, 1 

Ee sin g (8—Ty’) ba+ (y —2y’) ie +7 ¢'—9s') ar 


erhalten wird. Setzt man hier m= 0, so wird wegen a, = b, = 1 
Mathematische Annalen. XVII, 36 
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1 6.4 . 1 5 
Se = 5 (1 —5y?) folglich a, = x ae y’) 
ab, ' a 1 7 
i = (3—Ty’) folglich b, = — 7 Gy-+ y’) 


Mit Benutzung dieser Werthe erhilt man ferner fiir m = 1 


Oa, 9 385 


dy 64" 48 P+ 5, 192 y° 
folglich 
‘ 9 385 
== Sy—ty+ & y’) 
sowie 
Bby 
oy ee a ay +3 > y? <r aa 5 ys 
1 e ° 455 . 
b, = — a (= ¥* — 33y* + FS y’) 


welches Verfahren man beliebig fortsetzen kann. Die schliessliche 
Substitution der gefundenen Resultate giebt 


4 08 — 
p mh, cos “gp tg? tq er? efit. ipeay = ( 3 cos? e+ 





7 il 55 
+ saptcostg ran 3 cos* p + 18costg J | 


aa. ste t | as ae Se Seer TN 
Cp == h_,cos'p tg?ig erome jl Si wd scare) 


91 
~~ 64 p? Foote (= “ai tale + ions ; a 


welche Ausdriicke mit den friiher angefiihrten Werthen vollkommen 
iibereinstimmen, wenn zur Bestimmung der Constanten 


—— = Dee 
Vipx V2p'x 
gesetzt wird. 


§ 5. 

Wir kehren jetzt zum allgemeinen Falle der Gleichungen (7) und 
(8) zuriick, und werden zur Bestimmung von v, eine linearische Dif- 
ferentialgleichung der vierten Ordnung ableiten, welche man durch 
Elimination von v,,: aus (7) erhilt. Der. eben behandelte specielle 
Fall, bei welchem eine Differentialgleichung der zweiten Ordnung aus- 
reichte, zeigt, wie man am bequemsten zu verfahren hat. Wir setzen 
zunéchst wiederum 


Vv, = U,e?* 
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und erhalten durch Differentiation, wenn gleichzeitig y = my als 
Variable eingefiihrt wird 

Ov, , éu, 

oe {ptn + sin? y' 3 isi 
ev, a : Ou, 
aa mt eP* {\p?n +2 sin’ p (2 y° oy (ys —y) a 


Transformiren wir hiermit die aiilteaiits (7) und (8), so folgt 


: - Cu, 2/943 Ou, n 2 P 
(y'— 9°) Ge +2C@y—9 +P) Gy — 7 [@—Oy? —(n—2)) un (9) 


= n(n—1) VY ngs 
nebst 


3 Ou, 
Ungo=Y" Ung + 5 [in (y®—y) + 2p] ts + ~(y'—y?) jy (10) 
Schreibt man in (9) n+1 statt , so ergibt sich 
(y'—y") in +2(2y'—y+p)~ at ™¥1 [(mn—5)y?— (n—1)]mps 
= n(n+1)/y tne 
und wenn man den eben erhaltenen Werth von wu, substituirt 


2 


(y'—y2) “Pet 4 oy — yp) Se — BE* yt —1) tet 





11) 





= (n+1) (y*—y®) Vy ofa + ot * {n(y?—y)+2p] Vy un 


Hier ist blos noch auf der linken Seite die Elimination von u,4; und 

seinen Differentialquotienten auszufiihren, welche keine Schwierigkeit 

; , Au, 

darbietet, da wir bereits durch Gleichung (9) u,4; mittelst u,, it 
n2 

und an ausgedriickt haben. Die Rechnung fihrt auf eine linearische 


Differentialgleichung der vierten Ordnung, von der Form 
oO, 
O=—(ayt+a,p)u,+(by+b,yp +b,p") | 


= (12) 





3 2 2 PU, 4 3 PU, 5 OU, 
Hey toy pt+eyp) sae + (dy + hyp) a + ew” oar 


wo die Coefficienten a, b, c, d, e, a,, b,, ¢,, d,, b,, ¢ durch die Glei- 
chungen 


36* 
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a a Ae) {3(n* + 12-4 32) yt — 2(n? + 100+ 24) y? —n?\ 


b 7 {(4n3+ 27 n? — 46 n — 240) y*— 2 (2n3 + 11n2—20n—84) y? ra 
+ (3n?—2n—8)\ 
c => {3(n?—n — 40)y*—4(n?—n—31)y?+ (n? —n—20)} 
d = — 5 (Iby'—22y* +7) 
e =— + (y'—2y?+1) 
ae 2) 


a= —— — {(4n+1])y¥+1} 


b, = {3n?—3n—20)y?—(n? —n —2)} 


C, =—< (Ty?—3) 
d, = — 2(y? —1) 
b,= 1 

C, =—2 


gegeben sind. Setzt man jetzt 


Hem tot+aetoet 


und ordnet nach den absteigenden Potenzen von p, so folgt mittelst 
(12) fiir einen beliebigen Index m die rune et 


é Wm+t2 é Wn Wy, on ; Wn 
< at ~ lin = pape, Oh se ‘a5 a Te 


e y Om+ 
+a, os e- = +e 57 Oy Hoa? jot 


Hieraus miissen fiir die successiven Werthe von m die Functionen w,, 
abgeleitet werden. Zur Bestimmung von w, folgt 


Py 2% am _ 9 


oy oy 


folglich durch Integration mit zwei -willkiirlichen Constanten 


w,=h, + kay? 
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Geht man weiter zu w,, so ist zu integriren 


ew, Ow OW. 0? wo Bw 
2y “Oy By = 10 + “Oy +¢, oy? +d, ar 


Die rechte Seite enthalt nach der Substitution von w, nur Glieder von 


der Form Ay“; man findet aber leicht, dass das vollstindige Integral 
der Gleichung 

9, tw aw ‘ 

°Y ay — ay — 4Y 
durch 


st Pe a 
wk + hy + ties e 


dargestellt wird. Da sich folglich die Constanten h und k mit den 
bereits in wy enthaltenen verschmelzen wiirden, so brauchen wir keine 
neuen Constanten hinzuzufiigen, und erhalten 


wo MOE [AEH sl 


f ng =| 4n® + Bets 59 y>— sot 11 y} 
Es liisst sich dieses Integrationsverfahren beliebig fortsetzen, und zwar 
folgt, von der Lange der Rechnung abgesehen, ohne Schwierigkeit 

g g abs g 


w, = hy? n(n — ei m—s)in—4) 922) + kay? (n — =Sie— 5) y?(2] 


wo fiir (2) und [2] dieselben Werthe siidiaiieiiiie welche zu Anfang 
dieser Abhandlung aufgefiihrt worden sind. 


§ 6. 

Da der Werth von u, durch die Integration einer Differential- 
gleichung der vierten Ordnung gefunden worden ist, so miissen vier 
willkiirliche Constanten auftreten, wenn die Integration vollstindig 
sein soll. Dem Anscheine nach sind deren blos zwei, h, und ig, 
vorhanden. Allein es ist zu bemerken, dass gerade wie in dem friiher 
betrachteten speciellen Falle fiir » = -+ 1, eigentlich 


Un = Une?® + Un e-P* 


hiitte gesetzt werden miissen, wo man zur Bestimmung von wu,’ die- 
selben Gleichungen wie fir u, erhalten haben wiirde, mit dem einzigen 
Unterschiede, dass p iiberall das entgegengesetzte Vorzeichen ange- 
nommen hatte. Diess folgt sofort aus dem Umstande, dass die Glei- 
chungen (7) und (8) nur gerade Potenzen von p enthalten. Damit wird 
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af ee SEE RE. 

wo die Functionen w’ sich von den Coefficienten w nur durch zwei 
verschiedene willkiirliche Constanten h,’ und k,’ unterscheiden kénnen. 
Der Grund nun, wesshalb die in diese beiden Constanten multiplicirten 
Glieder ganz iibergangen worden sind, liegt wie friiher darin, dass 
dieselben den Factor e~”* enthalten, welcher mit verschwindender 
Excentricitiat iiber alle Grenzen wiichst. Da dieser Fall nicht eintreten 
kann, muss h,’ = k,’ = 0 sein. 

Es bleibt also nur die Bestimmung der Constante h, und k, iibrig. 
Diese ist in der That eigenthiimlichen Schwierigkeiten unterworfen, 
was aus folgender Betrachtung erhellt. Wie bereits erwihnt, hiitten 
wir, ohne einen Fehler in der Integration zu begehen, bei der Be- 


stimmung der Functionen w,, w,,--+ Glieder von der Form h + ky? 
hinzufiigen kénnen, welche zugleich auf die Werthe der siimmtlichen 
folgenden Coefficienten w Kinfluss haben, so dass daraus ganz ver- 
schiedene Bestimmungen dieser Functionen hervorgehen. Allerdings 
ist nothwendig, dass solche neu hinzutretende Constanten sich mit den 
beiden wesentlichen kh, und k, vereinigen lassen miissen: allein es 
erhellt zugleich, dass durch jede solche verinderte Integrationsweise 
die Werthe dieser beiden Constanten sich findern. Dieselben hiingen 
also wesentlich von der Form ab, unter der man die successiven Inte- 
grationen ausfiihrt, und man kann nur behaupten, dass, wenn bei der 
Bestimmung der Coefficienten w,, w,, -- + keine Glieder von der Form 


h+k y? zugelassen worden sind, die Werthe der Constanten h, und 
k, durch die Gleichungen 


n—2 n 
So os 
h, =p 2 — 
r 2 
n a, n—1 
$a6S n 
k == p 2 r ae 
3r- - 


definirt werden. Eine Methode, durch welche der Nachweis dieser 
Behauptung gefiihrt werden soll, muss daher die erwiihnte Form der 
Functionen w direct zu erzeugen suchen: es wird mit anderen Worten 
erforderlich sein, die ganze Ableitung noch einmal auf einem directeren 
Wege zu machen. Wie im Eingange dieser Abhandlung erwahnt 
worden, liisst sich eine solche Methode angeben, welche nicht allein 
vollig streng, sondern auch zu weit allgemeineren Resultaten zu fiihren 
geeignet ist, als im Vorstehenden enthalten sind. Die Mittheilung der 
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beziiglichen Satze werde ich iibrigens zu geben nicht ermangeln, um 
so mehr, als dieselben auch auf die Entwickelung der Stérungsfunction 
nach der mittleren Anomalie anwendbar zu sein scheinen. 


§ 7. 

Zum Schlusse mag eine numerische Anwendung der gegebenen 
Formeln Platz finden. Wir wiihlen dazu die Berechnung desselben 
der Mittelpunktsgleichung angehérenden Coefficienten, dessen Werth 
Bessel in seiner bereits erwihnten Abhandlung iiber die planetarischen 
Stérungen*) abgeleitet hat. Bessel findet nimlich fiir sin m = 0,35 
den Coefficienten von 2sin4g gleich 

0).0072260 = 24° 5047 


wofiir wir nach unseren Formeln zu berechnen haben 

1 2 1 I Y 
cos@c. = —(te ecosp)4 1 1 —— ( _— a 

4 P 4 i (tg 5p ) + eV iam tas B cos? @ + 


1 é g 
+ secape O— cae + eae at 
wo die Logarithmen der von p unabhingigen Coefficienten a, B, y, 0 
é, € ein fiir alle Mal berechnet werden: 


«c=—2V2, Iga —9.72584880 
p= a, lg B = 9.7201593 0 
yo a, Igy = 9.81476536 
i= =, lg d = 9.78249182 
em tt, lee = 0.297623747 
& om a? Igg = 0. 142938853 


Man begreift leicht, dass fiir einen so kleinen Werth wie p = 4 


und bei der Vernachlissigung der durch (p cos)! = 102 dividirten 
Glieder keine sehr grosse Genauigkeit erwartet werden kann. Indessen 
zeigt unser Beispiel, dass selbst in solch’ ungiinstigem Falle unsere 
Formeln keine geringe Anniherung an den wahren Werth gewihren. 
Die Rechnung selbst, mit fiinf Decimalen gefiihrt, steht wie folgt: 





*) Abhandl, der Berliner Akademie aus dem Jahre 1824, S. 45. 


544 W. Scuersner. Ueber Entwickelungen der mittleren Anomalie. 





sing 9.54407 


cospm 9.97162 
loge 9.63778 
9.60940 
ee? 0.40682 
tg4@ 9.25699 
9.66381 
8.65524 
9.09691 
0.10698 
7.85913 
5.31443 
3.17356 
14913 


Resultat 


2 Cie 


s 0.29762 € 0.14294 
p = 20°29'14” —cos*p 9.94324n costm 9.88648 
y 9.81477 0.25646 

9.87153 +0.12573 
—0.53123 d 9.78249 

B 9.72016 0.47397 

0.15137 0.38219 

9.34030n — 1.20748 
ima 9.42632 seat 0° 35438 

9.46739 0.02781 

8.23401 n 9.17471 

ieeowFe 8.85264 

9.46739 

7.49474 





0.007229 — 24’51” 


Gotha, Marz 1856. 


a 9.72585 


cosm 9.97162 ~* 


4 0.60206 
0.57368 
0.28684 
9.75423 
9.46739 








eh 

+ 0.29335 

— 0.01714 

+ 0.00312 

+ 1.27933 = u 











eat =. ih ae Ue 


ee a a aL ae ae 








Ueber die asymptotischen Werthe der Coefficienten in den nach 
der mittleren Anomalie vorgenommenen Entwickelungen*.) 


Von 
W. Scuersyer in Leipzig. 


$1. 


Franz Carlini hat im Jahre 1817 eine Abhandlung unter dem 
Titel: ,,Ricerche sulla convergenza della serie che serve alla soluzione 
del problema di Keplero, Milano 1817.“ veréffentlicht, in welcher er 
sich hauptsichlich mit der Aufgabe beschiftigt, den Coefficienten des 
Sinus eines grossen Vielfachen der mittleren Anomalie in der Ent- 
wickelung der Mittelpunktsgleichung annihernd zu bestimmen. Diese 
Abhandlung ist in Nr. 7029—712 der Astronomischen Nachrichten**) von 
C.G. J. Jacobi mit Zusiitzen und Verbesserungen reproducirt worden, 
nachdem derselbe bereits in einem friiheren Aufsatze in Nr. 665***) 
auf verschiedene Fehler aufmerksam gemacht hatte, welche die Arbeit 
Carlini’s entstellen und die Richtigkeit seiner Resultate beeintriich- 
tigen. Trotzdem bezeichnet Jacobi die erwihnte Schrift, wegen der 
darin angewandten Methode und der Kiihnheit ihrer Composition, als 
eine der wichtigsten und bedeutendsten Arbeiten iiber die Bestimmung 
der Werthe der Functionen grosser Zahlen, und sagt von der oben 
genannten Aufgabe, dass sie zu den schwierigsten ihrer Art gehdre, 
wihrend die Auflésung des ihnlichen Problems in Bezug auf die Ent- 
wickelung des Radiusvectors, welche Carlini gleichfalls gibt, viel 
leichter sei. Die letztere Aufgabe hat auch Laplace (Supplement 
zum 5. Bande der Mécanique céleste, 1827+)) behandelt; jedoch ent- 
behrt die von ihm eingeschlagene Methode — ebenfalls nach Jacobi’s 
Urtheile — einer strengen Begriindung und hat einen mehr divina- 
torischen Charakter.. Wenn endlich Jacobi hinzufiigt, dass er die 
Umarbeitung der Carlini’schen Abhandlung aus dem Grunde unter- 
nommen habe, um fiir die von ihm selbst iiber denselben Gegenstand 


*) Aus den Berichten der Kgl. Siichs, Ges. d. Wiss, vom 31. Mai 1856, 
**) Bd. 30, S. 197 — 254. 
te) Bd. 28, S. 257—270, 

+) Siehe auch Connaissance des Temps pour 1828, p. 311. 















546 


W. Scuerener. 


gefundenen Resultate eine anderweitige Bestiitigung zu erhalten, welche 
die Eigenthiimlichkeit der von ihm angewandten Methoden wiinschens- 
werth mache: so scheint daraus hervorzugehen, als sei Jacobi im 
Besitze einer auf anderen Principien beruhenden Liésung des in Rede 
stehenden Problems gewesen; jedoch ist ausser der erwihnten Repro- 
duction des Carlini’ schen Aufsatzes Nichts dariiber bekannt geworden. 


§ 2. 

Ich werde im Folgenden eine allgemeine Methode angeben, mittelst 
deren man die asymptotischen Werthe der Coefficienten in den nach 
den trigonometrischen Functionen der Vielfachen der mittleren Ano- 
malie fortschreitenden Entwickelungen finden kann. Dieselbe fihrt 
mit iiberraschender Kiirze und Leichtigkeit zum Ziele, und erlaubt 
von den nach den absteigenden Potenzen des Index geordneten halb- 
convergirenden Reihen, durch welche jene asymptotischen Werthe dar- 
gestellt werden, beliebig viele Glieder zu berechnen. Die Entwickelung 
der Mittelpunktsgleichung und des Radiusvectors erscheinen beide als 
specielle Fille viel allgemeinerer Functionen, welche sich nach der 
mittleren Anomalie entwickeln lassen. Die Richtigkeit der von Jacobi 
abgeleiteten Ausdriicke hat dabei ihre volle Bestitigung gefunden, wie 
ich bereits in Gould’s Astronomical Journal bemerkt habe*), wo die 
auf die Entwickelung einer beliebigen Potenz des liadiusvectors be- 
ziiglichen Formeln, jedoch ohne ihre vollstiindige Herleitung, an- 
gefihrt sind. 

Die Methode, von welcher im Folgenden Gebrauch gemacht werden 
soll, beruht auf einer an sich héchst einfachen Transformation der 
bestimmten Integrale, durch welche man die zu betrachtenden Coeffi- 
cienten darstellen kann. Da aber die Variabeln, durch deren Sub- 
stitution jene Transformation erreicht wird, complexe Werthe durch- 
laufen, um von der untern zur oberen Integrationsgrenze zu gelangen, 
so erscheint es nicht unzweckmiissig, um dem Verfahren die ganze 
wiinschenswerthe Strenge zu verleihen, deren dasselbe fihig ist, einige 
Betrachtungen allgemeinerer Art iiber derartige imaginire Substitutionen 
vorauszuschicken. . . .**) 

§§ 3—8. 
Wir beginnen mit der Untersuchung des Integrals 


ie 
Up -| tre" dt 
—?P 


*) Siehe den vorhergehenden Aufsatz, S. 531 — 544 dieses Bandes., 
**) In den verflossenen Decennien ist die Theorie der Integrale mit com- 
plexem Integrationswege den Mathematikern so geliufig geworden, dass hier beim 
Wiederabdruck meiner im Jahre 1856 verfassten Abhandlung ein grosser Theil 
der erwihnten, in den $$3 --8 enthaltenen Betrachtungen unterdriickt werden konnte. 
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wo e die Basis der natiirlichen Logarithmen, p einen beliebigen posi- 
tiven oder negativen Exponenten, und 7’ eine reelle positive Grosse 
bezeichnen sollen. Den Integrationsweg fihren wir dergestalt am 
Nullpunkte voriiber, dass ¢ einen positiven imaginiren Werth erhiilt, 
(die Ordinatenaxe auf der positiven Seite schneidet), weil beim Durch- 
gange durch den Nullpunkt ¢? = e?!s* unendlich resp. unbestimmt 
werden, das Integral also seinen Sinn verlieren wiirde. 
Man findet nun leicht 


t= } tPe-* dt — (1+ ont) f tre" dt 


weil vermége der gemachten Voraussetzung beim Durchgang durch 
die Ordinatenaxe log¢ den imaginiiren Theil + ~~ erhilt, folglich 


nach der Stetigkeit lg(— #) = lg ¢ + ai gesetzt werden muss. Fiihrt 
man die Bezeichnung 


Kad bd 
Up -| e-" dt, Wp = } Pe-Pdt 
a) r 


ein, so folgt 
pri 


F 2 ) 7 

Up = Vp — Ze cos ve Wy 
Den Werth des Integrals v, erhilt man sogleich, fiir p+ 1 > 0, bei 
unendlicher Anniherung an den reellen Integrationsweg 


@ 


pri 
¢ iw 01% 
Vp = Ze cos = tre" dt 


0 
pri 





2 4 1 ) 
=e” cos ”’ rit: 
2 2 
wenn 
: 1-2---m 
Pp = lm ————_,_—_ »v-! 
m=o 9-Psi---gPa—i 
und da vermége der Definitionsgleichung der Gammafunction 
1 p i— 1 
riter ben! e 
2 2 pr 
COs - 2 
so ergibt sich 
pat 
<<. 
Vp = ~—— => ée 
mithin 
pri 


2 1 P n 
—j7—> — 2M, cos pe | 
ah 
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Nach bekannten Sitzen bleibt diese Gleichung auch fiir p< — 1 

richtig, wenn der Integrationsweg, wie oben verlangt, an der positiven 

Seite des Nullpunktes voriibergefiihrt wird. Es liegt also der all- 
T 


gemeinen Geltung des fiir J tve-* dt gefundenen Ausdruckes die Voraus- 
MS 

setzung zu Grunde, dass ¢ zwischen — 7' und T'solche Werthe durch- 

laufe, welche einen positiven imaginiren Theil haben. 


§ 9. 


Wir benutzen die Gelegenheit, um iiber die Berechnung der 
Transscendente w, Einiges zu sagen, obgleich dieselbe fiir einiger- 
maassen grosse Werthe von 7’ in der Regel vernachliissigt werden 
kann. Wir wollen fiir das Integral 


. 
UW, = f tv e—" dt 
T 


zuerst' eine Entwickelung nach den absteigenden Potenzen von 7’ ab- 
leiten. Hierzu setzen wir ¢ = 7/1 +s, wodurch 


—#. 


» 1 
UW, = LL e—™ Trt! { (its) * eds 
0 


erhalten wird. Die Entwickelung nach dem binomischen Satze gibt 





ao 
w, = — e "Tr . (— sh - — | s*e-™ ds 
0 


S5e rw 


und nach Ausfiihrung der Integration 





+ 1 
t= Ze * S(- 1 - > — 
z 


oder 


1 es» i a=? 1—p-3—p =P: — 9:6— o 
ae seh teh — Se + ee? —- at - 








Die Function innerhalb der Parenthese lisst sich als die Grenze 
darstellen, welcher sich die hypergeometrische Reihe 


F(i,- =? ,0,—z)= 


2 
— 1—p-3 2 1—p-3—p-5—p ow 
aT how! ge Me a = P e* s+: 
4o-o+1 T 8a-o+1-o+2 7 




















— lll 
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nihert, wenn @ tiber alle Grenzen wiichst. Diese Reihe kann aber 
nach bekannten Formeln in einen Kettenbruch transformirt werden. 
Gauss hat in seiner beriihmten Abhandlung iiber die hypergeometrische 
Reihe*) die Gleichung 
1. aw . bw . ce . Ge . ee . 
ee SS ye ee ee ee 
abgeleitet, wo 


me leya@ int a+1-y wa 2-y—a+1 idol a+2-y+1 
pene vyti? y+t- 73 , YR yt3? ytd yh 














gesetzt ist. Wendet man diese Formel auf lim FQ, +5", o, — er 


an, so wird ohne Schwierigkeit die Kettenbruchsentwickelung erhalten: 


anienri, i } ey ea. 


Fiir p =O geht daraus der bekannte ‘ecieailie Kettenbruch 
hervor 


ip F if oF 5—p ) 


® de a} ae aye 

— . - oT? T? ; oT? - 

dt— a eee ee ee ee 
1 

von welchem demnach im Vorstehenden eine bemerkenswerthe Ver- 

allgemeinerung gegeben worden ist,**) 


§ 10. 
Ich wende mich nach diesen Priliminarien zur Behandlung des 
eigentlichen Gegenstandes dieses Aufsatzes, niimlich zur Entwickelung 


gewisser sehr allgemeiner, von der wahren Anomalie abhiingenden Aus- 
driicke nach der mittleren Anomalie. 


Im Folgenden werde durch f die wahre, ¢ die excentrische , g die 
mittlere Anomalie bezeichnet; g sei der Excentricitiitswinkel, r der 
Radiusvector; nimmt man dann die halbe grosse Axe der Kiirze halber 
als Kinheit, so geben die bekannten Fundamentalgleichungen 


ry = 1 — sing cose 
r cos f = cosé — sing 
r sin f = cos@ sing 
g = & — sing sine 
dg=rdeé 


*) Disquisitiones generales circa seriem ... p. 15. 
**) Vergl. Leipziger Berichte, Jahrg. 1864, S. 60. 
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Die Functionen, welche hier zunichst nach der mittleren Ano- 
malie entwickelt werden sollen, sind, wenn k einen beliebigen reellen 
Exponenten, / und m beliebige ganze, positive oder negative Zahlen 
bedeuten 


r* cos (lf + me) und r*sin (lf + me) 


oder wenn wir die imaginiiren Exponentialgréssen einfiihren, die 


Function 
u= yk eltf+mea)i 


Die Entwickelung nach den trigonometrischen Functionen der Viel- 
fachen der mittleren Anomalie lisst sich gleichfalls, da « die 
Periode 22 besitzt, auf eine nach den positiven und negativen 
Potenzen der Exponentialgrésse e%' fortschreitende Reihe reduciren, so 
dass man allgemein setzen darf 


= > Cy e" 9! 
az——@ 


Die Coefficienten c, lassen sich bekanntermaassen als bestimmte Integrale 
darstellen, und es ist nicht schwer, augenblicklich den betreffenden in 
der Gleichung 

nm 


 » , 
Cc, = aa fue retdg 


—2a 


enthaltenen Ausdruck zu verificiren. 

Wenn wir im Folgenden unter » eine ganze positive Zahl von 
einer gewissen Grésse verstehen wollen, so haben wir die beiden 
Integrale 


nm 


a 
| ote : 1 a ‘ 
C;. = = oe und C_,.= anf yk elstme+ng)i dg 


e 
—Z —@ 


zu betrachten. Fiihrt man unter dem Integralzeichen — g statt g ein, 
so kehrt sich in beiden Ausdriicken das Zeichen von i um, woraus 
hervorgeht, dass die Coefficienten ¢ simmtlich reelle Werthe haben. 
Ferner ergiebt sich, dass die Werthe von c, und c_, durch Ver- 
tauschung der Vorzeichen von / und m in einander iibergehen, wess- 
halb wir bloss die Entwickelung des einen der beiden Ausdriicke zu 
untersuchen brauchen. 











on 
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§ 11. 


Wir legen unserer Untersuchung den Ausdruck 


ma 
Ch = afr eltf-+me—ng)i dg 
—# 
zu Grunde, und setzen voraus, dass die positive Zahl m grésser sei, 
als der numerische Werth der Summe / + m, also » > + (1+ m). 
Das Integral ist so zu verstehen, dass die Variable g von der untern 
zur oberen Grenze alle reellen Werthe zwischen — a und a durch- 
liuft. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke, welcher durch die Trans- 
formation des obigen Integrals erhalten wird, wenn man statt der 
mittleren die excentrische Anomalie als Integrationsvariable einfiihrt. 
Dann wird vermége der zwischen r,f,g und «¢ bestehenden Relationen 


a 


Cn = | rk+'+1 (y cosf— irsinf )—e~@—™ stt+ne—ai de 
—2 
ma 
1 , ; , ; 
= k ’ 3 . - 
= 5, | (1 —singeose)+'*! (cos e— sing — icospsine)—'>< 
—£ 


e— (n—m) si+ nisingsine dé 


Auf dieses Integral wenden wir die imaginire Substitution 

eP' = tet pes 
an, statt deren wir auch schreiben kénnen 

&=—+ wi, 
wenn zur Abkiirzung @ = log cot}m gesetzt wird. Damit erhalten 
wir de = d@, nebst den Integrationsgrenzen — 2 + wi und x4 @i; 
der Weg zwischen diesen beiden complexen Werthen ist so beschaffen, 
dass die Variable @ nicht verschwinden kann, sondern stets den posi- 
tiven imaginiren Theil wi behilt. Aus den Gleichungen 

efi + e-*i == coth pe! + te, gme-% 


et! — e~t* = cot} me + tut ge? 
folgt 


2cosé = (cot}p + tg} p) cost + ¢ (cott@m —- tg}m) sind 
2% sine = (cot}g — tg 4m) cos® + i (cothm + tg}q) sind 
und durch Multiplication mit sin} @ cost@ 


sin cosé = cos + 7 cosm sin? 
ising siné = cos@ cos# + i sin® 
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Hiermit entsteht die neue Integralformel 


a+wi 
CC. = ss (1 — cos #—icos psin #)*+'+" (sin pcos # — sin g)—' >< 
—na+oi 
e— (2 — m) (w+ Fi) +nisin F +n cos pcos F at 
a+wi 
= sin mtg” a fa — cos #—icos@ sin d)*+'+! (cos# — 1)—>« 
—a+wi 


e mt i—n(F—sinF)i-+n cos peoos F ad? 


§ 12. 


Um diesen Ausdruck nach den absteigenden Potenzen von n zu 
entwickeln, fiihren wir 


= sin}? 


als neue Variable ein, die sich auf imaginiirem Wege zwischen den 
reellen Grenzen sin(— 4x + $@i) = —S und sin(}x+ 4ai)=—S 
bewegt, und zwar ohne durch Null hindurchzugehen, weil @ 
nicht verschwinden kann. Der Werth von S wird leicht aus der 


Gleichung 
S=cosjoi= ; (ete +e-t*) 
_—-. / / in 1 + sin p 
=3(V tie + cots9) —) e 
gefunden; beriicksichtigt man ferner die Relationen 


cos#—=—1—2s?, sin@?=—2s V1—3? 


23" AP ite, do— 2%. 
a iis 


é 


2 — sind -/ (1 — cos #) oma f aS = 46 


i—#¢ 
wo 


om |g 4 3} si s? 11 
oe Tr + w s+ a8 +378 + si 8 ale 


zur Abkiirzung geschrieben ist, so folgt 








zu 


en 
S 


ler 
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1 


Cn = sin pm tg"—™ bq en =o 


s < 
Jes — 2is cosp V1 — s*)*'# (— 25%) (WT — 8? + is)t?" >< 
= 


e—tnai-2ns cosp ds 


fi-e 


ase (2 cos gett tg-! @ tg"-™L@ encosp ~ < 
Ss 


. . k-+I-+2m 
v 8s k+l+1 - $s 2m a hth 
| (1 +5 ee *) (+652 e) (1 — s?) 3 x< 


? 3 \A-H41 
e—ingi—2ns cose ( *) ds 


Setzt man N? = 2ncosq, so ist hier endlich t= Ns zu sub- 
stituiren, wo ¢ gleichfalls ohne durch Null hindurchzugehen, auf 
imaginirem Wege von — 7’ bis 


+ Pun NS a Yulonp + ke) 


variirt, Damit wird-schliesslich der Ausdruck erhalten: 


_ ite kt 
C—=n * (2cosq)* tg @ tg"—™ bp encom” + >< 
T 
‘ t 2 — 4 k+l+1 t 2 —4 2m 
J(--awéss (1 — yy) ) (1—4ye(1- vi) ) >< 
- 7 


k+l-+2m 
te 3 ; t \k—-i+1 
(1 we N? ) e-tnoi-e(*) dt 


und durch Umkehr der Vorzeichen von J und m 


— ete k—t : 
2 g 2 n-+m n co’ 5 
C_»=N (2cosg) “ tg'ptg"+™ 4m eros a 
r 
ys t t2 —4 k—Ii+1 t #2 \— y" 
J ~~ Nicos@ (1 - yF) ) (1 + Ni (1 be a) >< 
ee k—l42m 


(1 —- ) : entnos-0 (ET ag 


Man sieht aus den gefundenen Formeln, wesshalb die Annahme 
m > -+ (1+ m) gemacht worden ist: damit nimlich die Factoren vor 
dem Integralzeichen bei beiden Coefficienten c, und c_, von derjenigen 


Ordnung in Bezug auf die Excentricitit oder den Winkel @ werden, 
Mathematische Annalen, XVII, 
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welche diesen Coefficienten in der That zukommt. Das im Vorher- 
gehenden auseinandergesetzte Verfahren bleibt zwar richtig, auch wenn 
die angegebene Ungleichung nicht erfillt ist; schreitet man jedoch zu 
der Entwickelung nach den absteigenden Potenzen von n, so zeigt 
sich, dass wenn die Exponenten m und / an Grosse nicht wesent- 
lich iibersteigt, die Convergenz selbst in den ersten Gliedern der Ent- 
wickelung fiir die numerische Berechnung zu gering wird. 

Ks ist nun nichts leichter, als mit Hiilfe der abgeleiteten Formeln 

T 


fiir das Integral u, =| tPe—"dt die Entwickelung von c, und c_, nach 
—T 


den absteigenden Potenzen von n oder N zu bewirken. Denn die 
Functionen unter dem Integralzeichen lassen sich nach bekannten 
Satzen in lauter Glieder auflésen, welche von der Form a,t?e—“n-* 
sind, durch deren Integration das Erforderliche geleistet wird. Die 
imaginiren Glieder miissen dabei, wegen der friiher bewiesenen Realitiit 
von ¢, und c_,, verschwinden; auch ist die Bedingung erfiillt, dass ¢ 
auf imaginirem Wege von — 7 nach 7’ gelangt, wiahrend sein 
imaginarer Theil bestiindig positiv bleibt. Diess folgt aus der Glei- 
chung 


t = VY 2ncos@ sin}(¢+ ai?) 


=) * cos { (et +e” ) ein 4 e+i(e "— 4" )cos se} 


wo € zwischen — za und a enthalten ist. 


§ 13. 


Die Ausfiihrung der weiteren Entwickelung ist lediglich Sache der 
Rechnung. Man leitet leicht die Reihenentwickelungen ab: 


4t 


—dnot — 
a I 3 cos® p 


o; 9 a 
3s N%6g — ae Nie + N%oe3 + 


cos @ cos* 


a 


4t 


er 
N*o 15cos° @ 


—— J 
3cost@ 


ae, t® 3t? 
ag BN sy 10 N3 ¥ 66.NS 


folglich 
e-tnet on 1] 4 28 Soe 2t6 1 wel t8 4t? },! 


3cosq Ni 9cos*@ (Ni)? Scosp 81 cos*g@/ (Ni)® 


N%@65 via 


2t8 2tte ) 1 ( 
—(care ~~ 243008" p/ (Ni)* + 28cos@ 45cos'@ | 3645 cos’ 


3 Qt" 4t!s ) 1 
(N1)° 


Ferner giebt der binomische Lehrsatz 
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T _ 
(1 — ye)” [1 ine Wiese (1— 45) 6 


k+i—1 
k+1+1 t _ #\y es, k+l41-k41 2 
iad i Wiews(! N? = 1-2 (Ni)? cos’ (i— 


RHR bH-1 8 (, 
~~ 4-2-3 ~~ (Na) cost’ \" 


EHH RE eH-1kH-2 ty 
+  2-2-3-4 ~~ (NG) costa Vo 


kl -k41-k4I—1-k41--2 -k41-3 ts 
om: -2-3-4-5 (Ni)> cos*@ 


folglich 


k+l Pe 
(\— 3a)" [Iwas (tae) SP ar HE 


N? Nicos 

kd kel) @ k-+1—t-k4 141 kt) # 

+ ES ( “4 costm / (Nip? 2cos@ (i 7 3cos? g/ (Ni) 
k+12-kH gkblHt » kHi—1-k4ipiy tt 

+ 8 (i +2 + 3 cos! p (Ni) 


cos* p 
2 k+l es k+4l—2-k+l t 
3 cos? 15cos! p (N2)5 j 


k4t—s-k--l—1- kl 
=, Scop (i+5 


Auf analoge Weise erhilt man 


ae 2m we 
0-27" be h- 257" e- 


2m:-2m—1 


—< m— 
— ’ wil — wi) “at 1-2 we (i — yt) 


-2m—1-2m—2 4h — ae 
1-2-3 wa i 


2m-2m—1-2m—2-2m—3 ti! “eH t2 \m—2 
> 1-2-3-4 wv ( Nn? ) 


2m- sect 2m — SS 2m—4 ys (1 34 ; 
m +2: 3. 4- (Ni)> N? . 


womit sich ergibt 
37* 
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02)" [OH 


—%*=* 2m-2m+1 #8 4 2m—2 2 2 
-2-3 (Nis 1-2-3-4 (Nt) 





2m—3-2m—1-2m-2m+1-2m+3 Ft 
1-2-3-4-5 (Ni)5 





Durch Multiplication dieser Ausdriicke folgt das Product 
k4I+1 2 
l— +; { [2m + cos @ |t- 3 cos @ e\ 


m eatt+1 k+l k+1+1 
+ nat [2m +2 “4 (1 + )Je ~ 


COs @ “Cos? @ 


4 ™ 2 k+l+1 
“ty cos @ © 3 cos*@ |e! + deos? @ i 


1 (4m?— 1 ‘ k+i-+1 k+1-+1 
vs ora x ) 4 2m? ae + m(k + 1) (i rm: it )+ 


cos? 


k+1—1-k+1+41 k+l 3 
Gam 2 cos — (i+ 3 cos? \je- 
4m? 4 k+l4t 1 k+l kI-41 
[s C08 @ + ’”" =a tae * 3 cos @ (1 + cos? p )]e+ 
4 sm 2 k+l+1) 4 PS ee ve 
+; cos? p 5 ak 9 cos’ |e ~~ $1 cos*@ a ‘ 


Damit erhalt der Ausdruck fir c, die Form 


_ R142 kd 
G=n * (2cosp)® tg tg—™1 oy ero” . < 
. 
. Lael (! eg 1 3 1 . ‘ . 
fe 4 11 — 5 (at —BE) + aie (yO— dt ett) — 


— oe (t@—nb&+oe —it)..-b dt 
wo die Werthe der Coefficienten a, B, y, 0, &, § 4, #,+ aus der voran- 


stehenden Gleichung zu entnehmen sind. Hier hat die Integration 
nicht die mindeste Schwierigkeit, da friiher allgemein 


T 
rf t\p bf pr 
=— so li ae —. 
fe (<) dt = Pact} 2W, cos*, 
—fT F 








l- 
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gefunden worden ist. Wir wollen, mit Vernachliissigung der Trans- 
scendente w,, die ersten Glieder hinschreiben, und erhalten: 


_ kt42 os 
C, =n 7 (2 cos gp)” tg-' Q oe 4 encosp 
le 1 kit 
H= pick WN {e m+ cos @ pier +sane 7Eer} 
1 rs 2 1 k+21 
as re. | ncos@ r a (m +- 2cos @ 


Der entsprechende Werth fiir c_, geht durch Umkehr der Vorzeichen 
von | und m hervor. Die vernachliissigten Glieder in H sind durch 
neosg dividirt, welches Product also gross genug sein muss, wenn 
eine hinreichende Anniherung erzielt werden soll. 

Wir kénnen jetzt bereits den von Jacobi fiir die Coefficienten 
der Mittelpunktsgleichung gegebenen Ausdruck verificiren. Um dazu 
zu gelangen, erinnern wir uns an die Differeutialformel 





af — M2 ag 
Setzt man hier 


i] 

1 

a =G+2 >) cy cos ng 
1 


‘ ; 1 
und integrirt, so folgt wegen c, = roy sogleich 


7 
f=9tz Sco8p C, Sin ng 


Jacobi schreibt f — g = XP sin pg, folglich 
2 
ate —— Cp 
wenn k= — 2, 1=m =O gesetzt werden. Damit folgt aber 


1 


> (ede coos)? + 5 ; jaa 


identisch mit dem in Nr, 712 der Astron. Nachrichten, S. 245 gefun- 
deuen Werthe. Zugleich geht aus unserer Ableitung hervor, dass die 
aufgestellten Formeln fiir beliebige Werthe der Excentricitét richtig 
bleiben, waihrend Jacobi den Fall kleiner Excertricitiiten am Schlusse 
seiner Abhandlung in einem besonderen Zusatze erdrtert. 
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§ 14. 


Wir wollen zum Schlusse noch den speciellen Fall ins Auge fassen, 
wo ¢, =c_,, d. h. wol—m =O ist, und die Coefficienten in der 
Entwickelung von r* zu bestimmen sind. Schreibt man der Bequem- 
lichkeit halber — & statt &, so wird fiir 


(*)'=e! a) 42> cosng 


n=1 
8 im 
=n * (2cosq) 


bod 


9 


A k / 2 B . ol 


> 
g"1 o RCOSP = 
tg"hpe es +3 aed neosm pk mi m f 


erhalten, wo sich fiir A, B und C ohne weitere Schwierigkeit, als 
die Lange der Rechnung, folgende Werthe ergeben: 


a kik — 2) kik—2)(k-4) oo 
A=1— “8m cos @ (1) + - idee (2): 
. ce k — 3) (k — 5) on 
at 8” COs p [1] +4 2 ‘aa cos* p [2] 
- kx + ku 
C= w_; sin — ~ k—1)w, ; 1x | COS 
~ z cos p V2n nc08 [¢ ) w2— +3 _ Z 


In diesen Gleichungen ist zur Abkiirzung geschrieben 


(1) 1 — 4b 


9 cos? 
une Skit 4k? + 33k + 59_ 
oy 5 27 cos*p 
(2) = kK+2 —— 20K + 143k + 222 16k? + 264k? + 1307k + 1878 
a 2 45c0s*p ae ~~ 486 cos! Q 
[2] = B5KF 4 224k + 317 BOK + 297K? + 1324k + 1719 
14 27 cos? p 


4 16k' + 440K + 4175k® + 15880k + 19809 
ae aaa ea 


Diess sind die Formeln, welche ich bereits in dem Astronomical 
Journal, zugleich mit einem indirecten Nachweise fiir ihre Richtigkeit, 
mitgetheilt habe. Fiir k = —1 geht daraus die Entwickelung des 
Radiusvectors, tibereinstimmend mit Jacobi a. a. O. hervor. Man 
erhilt leicht, da die in B multiplicirten Glieder wegen des Nenners 


k—1 : 
I’—.— verschwinden: 
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pies 
(—1) ‘a n / CO8SQ 
as — (te ong) YY — ty i - — 
Cn (tg bpe ) } 2n x Swans =e or ) 
15 J 1 ”. rs 
64n*? cos? \ 2 5 cos’ 54 sale i | 


Auch die Coefficienten der Mittelpunktsgleichung kénnen wir jetzt 


. 2 cos 2 
genauer erhalten, wenn wir den Werth von —— = a” aufsuchen 


sees g | (2) 


» COS G 2 / 2 [1 ! 21 47 
n “n (tg dpe nny "+ scoag V N 1 COS +sacng(s Sontyyt 


we 1 543 127 / 1601 ) 
6in?cos?g \ 14 cos? p 18 cos'@ 


Ks ist nicht uninteressant, von diesem Ausdrucke eine numerische 
Anwendung zu machen. Da die aufgestellten Formeln gelten, wie 
klein auch die Excentricitiit genommen werden mége, wollen wir der 
Kinfachheit halber den numerischen Werth der Grenze fiir » = 0 
suchen. Allerdings verschwinden dabei die Ausdriicke unserer Coef- 
ficienten wegen des Factors tg"4g, durch den wir desshalb zuvor 
beide Seiten der Gleichung dividiren. Dann wird 


- 2 cosm (2) "x — {1 i cs 23 
im wo — +5 3 Vs nn ~ 180m ' 2016 Rn? 
tg” 3 


9 


Vergleichen wir damit die von Hansen zuerst gegebene Entwickelung 
der Mittelpunktsgleichung*) 


y¢ 3 
f-g= >} : ; tet @ pM — KR, Migr te? dy + 
a 
+ MN, Mize tgt te - <a sin ig 
so folgt fiir «=n und mp = 0 


- 2 cosp 2) 2 =| ne eat ced 
lim — C= =— l+n+ 5 21 i+ 3! + ai 


v 
tg"59 


-| 2 
—_—— 


oder 


n n® a {1 1 / 2 23 23 yi 
In 2! wa at * 6s + 3 nn ae 180n a qoi6nt “)§ 


*) Abhandlungen der k. siichs. Gesellschaft, LI. Band, S. 276 fg. 
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Berechnet man beide Seiten dieser Gleichung fir n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
so erhilt man folgende Werthe der Logarithmen: 


n=1, Ilg2 —0-3010300 approximativ = 0-3005888 diff. 4412 
n=2, 1lg5—0-6989700 " = (-6989110 , 590 
n=3, lg 13 = 1-1139434 » = 1-1139289 , 145 


n= 4, lg“ — 1 -5357159 » =1-5357095 , 64 


n= 5, Ig “ST — 1.9610254 = 1-9610223 , 31 


n= 6, lg — 2.3884565 » = 2-8884548 , 17 
woraus die Genauigkeit der Formel beurtheilt werden kann. 


Gotha, Mirz 1856. 














Erweiterung des Abel’schen Satzes von der Form der alge- 
braisch-logarithmisch ausdrtickbaren Integrale algebraischer 
Functionen. 


Von 


Leo K6niIGSBERGER in Wien. 


Im 3'* Hefte des 90'° Bandes von Crelle’s Journal habe ich 
den Satz bewiesen, dass, wenn eine lineare nicht homogene Differen- 
tialgleichung , 


ad” z > Gms dz 
(1) da" + ¥, “da™! +--+ Fas dz + Ynt=%, 
in welcher Y,, Y,,--- Yn, y, algebraische Functionen von x sind, ein 


algebraisches Integral z, besitzt, und die reducirte lineare Differential- 
gleichung 


; d™z a+ dz 
() am Eggert te t+ Yu gy t+ Fas 0 
besitzt entweder gar kein algebraisches Integral oder nur solche, welche 
als rationale Functionen von x, Y,, Y,,--- Y» darstellbar sind, so 
wird sich das Integral z, stets rational durch x, Y,, Y,,--+ Ym und 
y, ausdriicken lassen — und ihnliche Sitze fiir logarithmische und 
algebraisch-logarithmische Integrale. Ich beabsichtige in der vorliegen- 
den Notiz einige Bemerkungen hinzuzufiigen, welche den Zusammen- 
hang dieser Siitze mit dem von Abel aufgestellten Satze tiber die 
Form der algebraisch-logarithmisch ausdrtickbaren Integrale algebraischer 
Functionen fydz erliutern sollen. 

Nehmen wir an, dass die Gleichung (1) ein algebraisches Integral 
2, besitze, und sei dieses die Lésung einer irreductibeln algebraischen 
Gleichung 


(3) F(2,x2, Y,, Y,,++- Ym) =9, 
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deren Coefficienten rationale Functiowen von x, Y,, Y,,-+-- Yn sind; 
da die einzelnen Glieder der linken Seite der Differentialgleichung (1) 
als Ableitungen der z,-Function sich mit Hinzuziehung der die Gréssen 
Y,, Y,, +++ Y, definirenden irreductibeln algebraischen Gleichungen 
als rationale Functionen von ¢, darstellen lassen, deren Coefficienten 
wiederum rational aus x, Y,, Y,, --- Ym zusammengesetzt sind, so 
wird — wie in der oben citirten Arbeit nachgewiesen worden — nach- 
dem y, in eine ganze rationale Function von z, mit rational aus den 


Gréssen w, Y,, Y,,--- Ym zusammengesetzten Coefficienten ver- 
wandelt ist, jedenfalls, wenn nicht umgekehrt auch 2, als rationale 
Function von z, Y,, Y,,--- Ym und y, sich darstellen lisst, z, die 
Lésung einer irreductibeln Gleichung sein, deren Coefficienten rational 
aus x, Y,,--- Y, und y, zusammengesetzt sind, nimlich des gréssten 


gemeinsamen Theilers zwischen der Gleichung (1) und der in der an- 
gegebenen Weise transformirten Differentialgleichung 


(4) 9(Z, wv, Y,, Y,, ee jae Yn; 4) = 0 


oder eines irreductibeln Factors desselben. Sei der Grad der irreduc- 
tibeln Gleichung (4) x und ihre Lésungen ¢,, 2,,-- + %,, 80 wird man 
in der Differentialgleichung 


q™—! z, 


amt 


a’ a + y, 


da” 


» silts 2 Ynt=%) 


in welcher die Ableitungen von z, durch die oben bezeichneten ratio- 


nalen Ausdriicke in 2,, , Y,, Y,,--- Yu ersetzt sind, durch ge- 

schlossene Umliufe des 2, welche Y,, Y,, +--+ Ym, y, unverindert 

lassen, ¢, in 2,, 23, --~-  tiberfiihren kénnen, und es werden 
? 1 2) 3? ? 


daher auch 2,, 2,,---2,, wie unmittelbar ersichtlich, particulire alge- 
braische Integrale der Differentialgleichung (1) sein und somit auch 
die Summe 


“{+ta+---+4, 
x 
Da diese Summe nun eine rationale Function von w, Y,, Y,,-+: Yn 
und y, ist — nimlich der x'* Theil des negativen Coeffivienten von 


2*—! in Gleichung (4) — so wird sich, wenn wir den Fall, dass dieser 
Coefficient eine Constante also Y,, = Cy, ist, ausschliessen, indem dann 


die Substitution ¢ — i = Z die Differentialgleichung (1) in eine lineare 


homogene verwandeln wiirde, der folgende Satz ergeben: 

Wenn eine lineare Differentialgleichung (1) ein algebraisches Inte- 
gral besitat und dieses ist nicht schon selbst so beschaffen, dass es rational 
in x, Y,, Yo, +--+ Yu und y, ausdriickbar ist, so besitet die Differen- 














—~- 


ih 


on 


re 


ral 
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tialgleichung jedenfalls noch ein anderes algebraisches particulires Integral 
von dieser Beschaffenheit. 


So wird z. B. die Differentialgleichung 
dz ow 


dx + 


1 1 


das algebraische Integral z, =x-+a 7, also auch z,=a2—2 ? 
° . z & 
und somit das rationale Integral 2, = ms 2 = haben. 


Betrachten wir jetzt logarithmische Integrale der Differential- 

gleichung (1) von der Form 
2=A log», 

worin A eine Constante, » eine algebraische Function von ~ sein soll, 
so ist unmittelbar klar, dass Y,, == 0 sein muss, und dass wiederum 
y, sich als rationale Function von ~%, Y,, Y,,-+- Ym und v dar- 
stellen lisst. Ist v selbst nicht rational durch 2, Y,, Y,, +--+ Yun 
und y, ausdriickbar, so werden ‘geschlossene Umliiufe des 2, welche 
Y,, Y,,--+ Ym, y; unveriindert lassen, siimmtliche Wurzeln », , v,,++: vx 
einer irreductibeln v-Gleichung mit in 7, Y,, Y,, +--+ Yn und y, ratio- 
nalen Coefficienten liefern, und die entsprechenden Functionen A log vg 
werden wiederum particuliire Integrale der vorgelegten Differential- 
gleichung sein. Da aber dann auch 5 


A {log v, + log v, + +--+ log v,} = £ log U,V, +++ U, 
ebenfalls ein Integral und v,v, +--+ v, eine in a, Y,, Y,, +++ Yn 
und y, rational ausdriickbare Function ist, welche offenbar nicht con- 
stant sein kann, so folgt: 

Wenn eine lineare Differentialgleichung (1) ein logarithmisches 
Integral von der Form A log v hat, worin A eine Constante und v eine 
algebraische Function bedeutet, so besitzt dieselbe auch ein Integral von 
der Form = log V, worin x eine positive ganze Zahl und V rational 
in x, Y,, YY, +--+ Ym und y, ausdriickbar ist. 

Es bedarf keiner weiteren Ausfiihrung, dass, wenn die Differen- 
tialgleichung (1) durch ein elliptisches Integral befriedigt wird, deren 
obere Grenze eine algebraische Function von az ist, vermége des 
Additionstheorems der elliptischen Integrale sich ebenso erweisen liisst, 
dass dann immer noch ein particuliires Integral existirt, dessen obere 
Grenze sowie die zugehdrige Irrationalittit rational aus 2, Y,, Y,,-+- Yn 
und y, zusammengesetzt sind und ihnlich, wenn A bel’sche Integrale 
der Differentialgleichung geniigen, wobei nur die Coefficienten der 
durch das Geschlecht des Integrales bestimmten algebraischen Gleichung 
an die Stelle der friiheren oberen Integralgrenzen treten. 
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Diese Siitze verbunden mit den in der oben citirten Arbeit auf- 
gestellten Bedingungen dafiir, dass, wenn die Differentialgleichung (1) 
iiberhaupt ein algebraisches oder logarithmisches Integral hat, diese 
algebraische Function oder der Logarithmand stets rationale Functionen 
von z, Y,;, Y,,---+ Ym und y, sein miissen, geben die Erweiterung 
der von Abel gegebenen Siitze iiber die Form des aif niedere Func- 
tionsgattungen reducirbaren Integrales /ydz. 


Wien, den 12. December 1880. 














Ueber gewisse Theilwerthe der ©- Function. 


Von 


Fev Kier in Leipzig. 


Bei meinen Untersuchungen iiber Traasformation fiinfter, siebenter 
und elfter Ordnung der elliptischen Functionen, die ich im XIV. und 
XV. Bande dieser Annalen publicirt habe, bediente ich mich als 
geeigneter Moduln gewisser Systeme von Verhiiltnissgréssen, deren 
Existenz und Eigenart ich durch geometrisch - functionentheoretische 
Methoden erschloss, Beim jetzigen Stande unserer Kenntnisse liegt 
es in der Natur dieser Methoden, nur auf die allerniedersten Fille 
anwendbar zu sein. Wollte ich also meine Resultate auf den Fall 
eines beliebigen Transformationsgrades m ausdehnen, so musste ich 
dieselben mit der gewéhnlichen Theorie der #-Functionen in még- 
lichst unmittelbaren Zusammenhang zu bringen suchen. Dies gelingt 
in der That, wie ich zeigen werde, in dusserst einfacher Weise. Die 
von mir benuteten Verhiiltnissgréssen sind geradezu gewissen Theil- 
werthen der Function #,(x, q) proportional*), und man kann aus den 
gewohnlichen Reihenentwickelungen der #-Functionen mit leichter Miihe 
fiir beliebiges uwngerades n Resultate ableiten, welche die friiher von mir 
gefundenen als besondere Fiille einschliessen. 

Ich erachte die friiheren Betrachtungen darum nicht fiir iiber- 
fliissig. Denn abgesehen von dem Interesse, das solchen directen 
Ueberlegungen in allen Fallen innewohnt, haben sie erst auf den Weg 
gewiesen, der meiner Meinung nach allgemein zweckmissiger Weise 
einzuschlagen ist. Indem dieser Weg Schwierigkeiten trennt, die man 
friiher vereinigt glaubte**), fiihrt er, wenn ich nicht irre, zu einer 


*) Ich gebrauche im Folgenden, weil es so am einfachsten wird, durchweg 
die gewdhnliche Jacobi’sche Bezeichnungsweise, von der ich nur in dem einen 
Punkte abweiche, dass ich, im Anschlusse an meine friiheren Arbeiten, die 


Perioden mit @,, 2, ihren Quotienten “a mit w benenne (so dass also q=e'*” 
wird). ? 

**) Ich méchte z. B. auf Herrn Géring’s Arbeit: ,,Untersuchungen iiber 
die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen etc.‘‘ im VII, Bande dieser 
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einfachsten Behandlungsweise des Transformationsproblems der ellip- 
tischen Functionen. 

Die im Folgenden eingehaltene Anordnung des Stoffes ergab sich 
aus dem Wunsche, die friiher von mir benutzten Gréssen mdglichst 
unmittelbar mit den Werthen gewisser Theil-Theta’s zu identificiren. 
Erst in den folgenden Paragraphen stelle ich die allgemeinen Rela- 
tionen auf, welche die alten Resultate als specielle Fiille umfassen. 

§ 1. 
Recapitulation der friiheren Ergebnisse. 

Ich beginne mit einer kurzen Uebersicht der friiher von mir er- 
haltenen Resultate, soweit dieselben zum Verstiindnisse des Folgenden 
bekannt sein miissen. 

1. In simmthchen von mir betrachteten Fillen (n = 5, 7, 11) 
—1 
2 
bei solchen linearen Transformationen der Perioden @,,.@,, welche 
modulo » zur Identitiit congruent sind, ungeiindert bleiben und sich 
bei beliebiger linearer Transformation selber linear mit constanten 
Coefficienten in charakteristischer Weise transformiren.*) 

2. Bei n = 5 nannte ich die zwei sonach in Betracht kommenden 
Gréssen 9,, 4; ihren Quotienten bezeichnete ich als Ikosaeder- 


. . . . ? oy . - . 
bediente ich mich gewisser Systeme von Verhiltnissgréssen, die 


irrationalitat**),. 

3. Die drei bei » — 7 vorkommenden Groéssen benannte ich 
A, wu, v. Sie waren an die Gleichung vierter Ordnung 
(1) Bu + wy + vA = 0 


gebunden und werden von mir dementsprechend als Coordinaten des 
Punktes einer Curve vierter Ordnung gedeutet***). 

4. Um die fiinf Gréssen bei » = 11 zweckmiissig zu bezeichnen, 
wahlte ich die quadratischen Reste modulo 11 als Indices und unter- 
schied also: 


Yi> Yar Yas Yor Ys. 


Annalen verweisen. Indem dort die Theilwerthe von @, immer gleichzeitig mit 
denen von @#, #,, 4, betrachtet werden, beschiiftigt sich die Untersuchung viel- 
mehr mit der 2”-Theilung als der n-Theilung. — Meiner Auffassungsweise sehr 
benachbart sind die im Texte noch wiederholt zu citirenden Kiepert’schen 
Arbeiten (Borchardt’s Journal Bd. 76, 87, 88), die von der Weierstrass’schen 
6-Function ausgehen; doch hat Herr Kiepert gerade die Fragestellungen, welche 
ich im Nachfolgenden behandele, unberiihrt gelassen. 

*) Vergl. die auf ein beliebiges primzahliges n beziigliche Darstellung im 
XV. Bande dieser Annalen, pag. 275 — 278. 
**) Vergl. etwa Annalen XII, pag. 505—508, XIV, pag. 151. 
***) Siehe Annalen XIV, pag. 428 ff. 
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Zwischen ihnen bestanden im Ganzen 15 biquadratische Identitiiten, 
von denen drei die folgenden sind: 


(2) O = YyYsYo¥s — V7 YsYs + V7 Ye + 93%, 
(3) O = 9:°Y5Y9 — Ws? Ys Ys — Ys" Wi Yo» 
(4) O = yy + Ye ¥5 + Ys" Yy- 


Die tibrigen ergeben sich aus diesen durch Multiplication der Indices 
resp. mit 4, 5, 9, 3. Deutete man die y als Punktcoordinaten eines 
mehrdimensionalen Raumes, so durehlief der Punkt y bei wechselndem 
Periodenverhiiltnisse @ eine Curve der 20. Ordnung*). 
5. In simmtlichen drei Fallen ergab sich eine enge Beziehung 
‘der vorgenannten Gréssen zu den Wurzeln der neuen Multiplicator- 
gleichungen**), Nennt man diese Warzeln in bekannter Weise 
fo, 2) ***, Sn—1, und setzt, da man es mit einer Jacobi’schen 


Gleichung zu thun hat: ¥ 
n—1 


Vion V (-1)* w- Ay. 


n—l 2 2S 
Ve, = Ay + 2 A, + s-7A, ee e 7) - , oy 


2iz 
uid ys ), 


so findet man bis auf einen hier nicht weiter in Betracht kommenden 
Factor @: 


1=5 (64+1)* n 
e4,=> (— 1)*- q 3 ? 
A=--® 
(9) 4a=+ ie . . 2)! 
= Te ((G2+1)n+6a)? ((GA+1)n ~6a)? 
> j . or 
9 Ay=(—1)*: (—1) | 12” +q l2n 2 
A=—e 


Unter Festhaltung der hiermit eingefiihrten Bezeichnungsweise lautet 
mein Kesultat bei nm = 5: 


-F A +5 A 
. —_— ©, 2 cee 1 . a Bd es a 
ee ae q y % 
(vergl. Annalen XIV, p. 158), 
bei n = 7: 
4 2 
ue re: A v ee A 
i =—— q a = , u = + q ee x ’ 
6 
7 1 +3 A; 
= — q oc = 


v Ay ’ 
nn (ef. Annalen XIV, p. 455, 456), 
*) Siehe Annalen XV, p. 533 ff. 


**) Vergl. Annalen XV, p. 86—88, sowie Kiepert in Borchardt’s Journal 
Bd. 87, p. 199 ff. 
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und bei » = 11: 





8 10 
Mm 4 gape 1 ee A, 
Y% +4 A,’ Y; +4 _ A,’ 
4 6 
Ee ee py yt, eee ae 
Ys : A,’ Ys q ase A,’ 
20 
+ 
Ye ree * 
a ere x? 


(Annalen XV, p. 550 — 555). 


Ich habe dabei der besseren Orientirang wegen die niedrigsten 
Glieder angegeben, die in den Reihenentwickelungen der betreffenden 
Quotienten nach Potenzen von g auftreten. 


§ 2. 
Die von mir benutzten Gréssen sind Theilwerthe von 4,. 
Man hat bekanntlich*): 


a 


\I 
de 


(GA+ 1)?» 


Bit) Sie. 9) Ole, (—1/q ™ -cos (64+ 1)z. 


M 


n =—@® 


2q° | | (1 — q?”")? 4= 
ta=i 
Daher folgt fir q = e'*°: 
3 2 
4a = (—1)*-2-q n (aon, q")- 4, (wan, Gg") - t3(awz, q”) 
Ay 2 (0, q”) - #2(0, g”) - #,(0, q”) 


Nun aber ist allgemein: 


_ F(@, g) - Fo(@, g)- F3(w,q) _ (2%, q) | 


(0, q) - O2(0, q. - #(0, g) B(x, q) 
Somit ergiebt sich: 
8a? 
; A, n a, (2 ? « 
(6) a= (i g" 1(2a@m, q’) _*) 


# (won, q") 


*) Cf. Kiepert in Borchardt’s Journal Bd. 87, p. 213, Formel (31) daselbst, 
wo indessen der Exponent im Vorzeichen zu andern ist, 

**) Aus dieser Formel folgt ein interessantes Resultat, Einmal kommt in 
Uebereinstimmung mit dem, was bei 5,7, 11 bekannt ist, durch Ausmultiplication 


simmtlicher Gleichungen fiir « = 1,2,--- (+= : ): 


n—1 n?—1 


4, * m(—1) * Aydg--> An—i- 
2 


Aber das Bemerkenswerthe ist, dass sich diese Relation in d Relationen spaltet, 
n—1 


a6 =. 


wenn @ die grisste Zahl ist, fiir weiehe 4 = 1(mod.m) ist; man hat zu dem 

















wo 
von 
ver’ 
(8) 
wir 


(9) 


Une 
nut 


In 


(10 


un 
vo 
die 


Zw 

















Ueber Theilwerthe der 0- Function, 


Toh. will der Kiirze halber schreiben: 


2 / 


(7) 6Zq = (—1)*-q" - O,(@ax, g"), 
wo 6 einen erst spiiter zu bestimmenden Factor bedeuten mag und a 


von 1 bis (m — 1) laufen soll, wobei iibrigens nur — " wesentlich 


verschiedene Gréssen z, entstehen, indem (fiir ungerades 2») 


(8) 2n—a = — &e 
wird. Dann hat man: 


A Zz 
( Fi, ere 20 & 
(9) a”): 


a 


Und hieraus folet unmittelbar, dass die von mir bei n = 5, 7, 11 be- 
nutzten Verhiiltnissgrissen im Wesentlichen mit den 2, tibereinstimmen. 
In der That ergiebt ein Vergleich der soeben angefiihrten Formeln: 
1) bei n =5: 
(10) Ny? Np = fy 2 2,™*), 
2) bei n=7: 


(11) A:pmiv=2,22,2 2, 
3) bei n = 11: 
(12) Yi 242 Ys 2 Yo? Ys = 2st By 2 Bq — Bye — Bg. 
§ 3. 


Verhalten der z bei linearer Transformation der Perioden @,, a,. 


Ich wiinsche nun zu zeigen, dass die 2, allgemein, bei beliebigem 
ungeraden », sich iihnlich verhalten, wie bei 5, 7, 11. Hierzu ist 
vor allen Dingen erforderlich, die Aenderungen anzugeben, welche 
die z,, bei linearer ‘vansformation der Perioden erleiden. Ich werde 


Zwecke nur immer diejenigen Gleichungen (6) mit einander zu multipliciren, 
n—I 

welche, unter « einen beliebigen Anfangswerth verstanden, a, 2a, 4a, +++, ol ” ' “a 
entsprechen. 

*) Mit dieser Formel und den weiteren Betrachtungen iiber das Verhalten 
der z, ist die Bemerkung erledigt, die ich im XV. Bande dieser Annalen p. 552 
unter der Seite zufiigte. 

**) Diese Formel stimmt materiell mit derjenigen iiberein, die Herr Bianchi 
p. 252 des XVII. Annalenbandes gegeben hat. In der That ist es diese Bianchi‘ sche 
Formel gewesen, die mich zu den hier im Texte entwickelten Resultaten hin- 
geleitet hat; vergl, die Bemerkung unter der,Seite, Annalen XVII, p. 138. — Die 
Formeln (10), (11), (12) theilte ich im October i880 der London Mathematical 
Society mit. ap 


Mathematische Annalen. XVII. 38 
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za dem Zwecke dem in (7) vorkommenden, noch unbestimmten Factor 
6 einen solchen Werth theilen, dass médglichst einfache Formeln 
resultiren. 

Vor allen Dingen versehe man das Product 

















a? 


(—1)*- q" - 8,(aom, g") 
mit dem Factor V at es wiirde sonst bei Vertauschung von , und 


. @, : 
@, das neue ¢, einen Factor / =, bekommen, der bei dem urspriing- 
i 


lichen 2, kein Analogon hiitte. Dann aber benutze man einen K. ast- 
griff, um die achten Einheitswurzeln zu entfernen, die bei Transfor- 
mation der #-Functionen so stérend dazwischen zu treten pflegen: 
man behafte nimlich unsere Grissen mit dem gemeinsamen Nenner: 


(73) o10.0f 


Ich setze also definitiv: 


3n—1 ae 
n 


a(m\) * — q”- (ao, g") 
wy) wean (g) neem 


Fiir die so normirten z ergiebt sich nun folgendes Verhalten bei 
linearer Transformation von @,, @,: 


1) Sei @,’ = w, + @,, @,, = @,, so kommt unmittelbar: 
a(@—n) 
(14) Za(@,+@,,@,) =F * + &q(@,, W,), 
2in 
wo é=e" gesetzt ist. 





2) Sei @,/ = — w,, a, = + @,, so ergiebt sich zuniichst: 
@in nin 
3n—1 > an = 
“ e ™ 8 « =, «3 ) 


ta(—0,, 0) = (—1)*(*) Tae la, a 

a, (, é o) 
Dies setzt sich vermége bekannter Formeln in nachstehende Glei- 
chung um: 


2q(— @,, @,) = 


~ e—2 \ SB 


Vey 2 in 


1 
3n—1 an *) 
(—1)¢+! (2) 2 (<s, q 


(0, q)” 


Andererseits constatirt man mit Leichtigkeit das Vorhandensein folgen- 
der, bisher, wie es scheint, noch nicht bemerkter #-Relation: 
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(15) (~1)0, (%, 2°) 


1 
n—1 a=" 


i 


=(—1)* > Sal, Blt (1 -q" ‘3, (Box, ")). 


e=1 
Daher folgt: 
n-1 
f nt ON 
(16) V (—1) # n-2,(—ay0)=(-1) * >? (er? 2 *#)-49(@y@,). 
f=1 


Dies ist aber im Wesentlichen dasjenige Verhalten, welches ich bei 
n = 5, 7, 11 benutzt habe. 


§ 4. 
Die Curve der z. 
‘Indem ich jetzt » als ungerade Primzahl voraussetze, sollen 
die Verhiiltnisse der “—* Grossen z, als homogene Coordinaten 


> 
~ 


n—3 : . 
—, ~ Dimensionen betrachtet werden. Bewegt 


sich die absolute Invariante J, und also w, in der complexen Ebene, 

so durchliuft der ,Punkt“ ¢ eine Curve. Zuvérderst beachte man, 

dass die Verhiiltnisse zweier beliebiger z, nach ganzen Potenzen 
2 


eines Raumes von 


von ¢ = q” entwickelt werden kénnen, wobei héchstens eine endliche 
Anzahl von negativen Exponenten auftritt. Daher folgt, mit Riicksicht 
auf bekannte Kigenschaften der #-lunctionen: 

Die Curve der 2 ist eine algebraische Curve. 

Nun folgt aus (14), (16), dass die Quotienten - siimmtlich bei 

i 
solchen linearen Substitutionen von wo = = ungeiindert bleiben, die 
2 

modulo » zur Identitaét congruent sind, dass aber Analoges bei keiner 
anderen linearen Substitution eintritt. Die Curve ist also auf diejenige 
iiber der J-Ebene ausgebreitete Riemann’sche Fliche eindeutig be- 
zogen, welche das Bild der Galois’schen Resolvente der Modular- 
gleichung fiir Transformation ». Ordnung ist. Ich gab bereits Annalen 


XIV, p. 151 an, dass die sie} Blitter dieser Fliche bei J = 0 zu 
je 3, bei J=1 wu je 2, bei J=oco wz je nm, und sonst nirgends, 


zusammenhaingen. Dementsprechend kénnen wir sagen: 
n+2-n—3-n—5 





Das Geschlecht unserer Curve ist p= 





24 
: n(n?—1) . ‘ A ° os 
Die Curve geht durch es — Collineationen in sich tiber. Ver- 
F - ae ee  90(08— 1) i 
moge derselben werden ihre Punkte zw je ——z zusammengruppirt. 


Die zusammengehirigen Punkte sind im Allgemeinen verschieden; nur 
38° 
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fiir J =0 fallen sie zu je 3, fiir J = 1 zu je 2, fiir J=oco su jen 
zusammen. Hierdurch ist J als rationale Function der Coordinaten 
charakterisirt. * 
Um jetzt die Ordnung unserer Curve zu hestimmen, zihlen wir 
die Verschwindungsstellen irgend einer hinlinglich allgemeinen linear- 
% 
Lu; 2, 
ficienten «; gleich Null sein soll. Aus der Productzerlegung der @- 
Function folgt der Satz, dass ein solcher Quotient nur in den Punkten 


° ° n?—1 ms er 
J =oo verschwinden kann. Diese ——— Punkte miissen wir jetzt 


2 


genauer betrachten. Ihre Unterscheidung kommt darauf zuriick, dass 
alle reellen, rationalen Werthe von w, jeweils auf ihre kleinste Be- 


stroed 4 Zahlen 


— 7 congruent sind, wo x, 4 unabhiingig von einander die Werthe 


gebrochenen Function der z ab, z. B. von , wo keiner der Coef- 


“ . . n 
nennung gebracht, modulo » zu einer und nur einer der ——; 


- 


0, 1, -++(%—1) durchlaufen sollen und nur die eine Combination 


x= (, 4=0 ausgeschlossen bleibt, Ich will nun insbesondere die 
~—— * Punkte herausgreifen, in denen 4 = 0 ist; sie sollen dem Werthe 


ea ) bezeichnet sein. Der PunktI 


wird derjenige sein, in welchem g gleich Null wird, auf den sich also 
unsere Reihenentwickelungen beziehen. 
Nun wurde bereits erwiihnt, dass diese Reihenentwicklungen nach 
ganzen Potenzen fortschreiten, wenn man statt g 
2 





von x entsprechend mit I, Il, - - - ( 





(17) t=" 
einfiihrt. Das niedrigste Glied, welches sich daun bei 2, einstellt, 
oe 
enthalt die Potenz ¢ * . Daher folgt: 
a (n— ee) 


im Punkte I wird 2 





=——-fach unendlich. 
. - : oo pe yp ME—1 p&p 
Insbesondere 2,—; wird am stirksten unendlich, nimlich -fach. 


7 
Ebensv stark wird 2u;2; unendlich, da wir voraussetzten, dass keiner 
der Coefficienten u; verschwinde. Somit kommt: 

%e 


Die Function = wird im Punkte I (= _— «n= ©). Fach 
gleich Null. 


Nun wird, wie man sofort sieht, 





+4 in den Punkten I, Il, - - - 


N-1 i oi . 
(- — ) zusammengenommen ebenso oft zu Null, wie die verschiedenen 


‘ae zusammengenommen im Punkte I 
Du, 2; . 
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Die Gesammtheit der uns sonach bekannten Nullstellen unserer 


Function betrdgt: 





n—1 
c= 
= sot JF = __ (n—3) (n®?— 1) 
8 2 sa 48 
e=1 
z 
° ° 1 
Dass es nun keine andere Nullstellen mehr giebt, dass also, _- 
au, 4; 


in den iibrigen Punkten J = oo jedenfalls nicht verschwindet, folgt 
aus (14), (16). Denn diesen Formeln zufolge erfaihrt z,, wenn man 
den Punkt I in einen der noch in Frage stehenden Punkte J = oo 
iiberfiihren will, eine lineare Substitution, in der das Glied mit z,_1 


. 2 
nicht verschwindet*); ¢, selbst wird also in allen diesen Punkten 
n?— 1 

2 


lich, als Yu;2;. Mithin: 


Die Curve der 2 ist von der Ordnung 


-fach unendlich, d. h. es wird mindestens ebenso stark unend- 


(m3) (m=) 
48 
Auch dies wieder stimmt mit den friiheren Resultaten bei 5, 7, 11, 
wo wir 1, 4, 20 als betr. Ordnung fanden**). 


§ 5. 
Biquadratische Relationen zwischen den 2. 

Ich wiinsche nun noch von der allgemeinen Definition der z, aus 
das Vorhandensein der biquadratischen Relationen zu erkliren, von 
denen in § 1, fir ~=7, 11 die Rede war. Dies gelingt sofort 
vermége der bekannten Formel: 


B, (v+w) d, (v —w) d, (¢-+u) 9, (¢— uw) 
+ 4, (w+ u) B, (w—u) #, (é+-v) 8, (¢ —v) 
+ & (w+) O,(u—v) 0, (¢+w)9,(¢-—w) =0. 
Aus thr deriviren niimlich, wie man sofort sieht, unter i, k, 1, m 
irgend vier von einander verschiedene Zahlen verstanden, die folgenden 
Relationen zwischen den 2: 


(18) Zen Zi—m%i-nZi-k + Bmpk 2i—kZittgti-t  2e-12h—i%i+-mei—m = 0. 


Nimmt man hier » = 7, so hat man die eine Relation: 


*) Man vergleiche, was iiber Combination M#lcher Substitutionen Annalen 
XV, p. 537 gesagt ist. 

**) Man kann genau ebenso die Ordnung der Curve der A des § 1. be- 
stimmen und findet 
(n—1) (n?— 1) 


48 ? 
also 2, 6, 25 fiir m= 5, 7, 11, wie es sein muss. Die Curve der A ist durch die 
Formeln (9) eindeutig auf die Curve der z bezogen. 
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2,°2, + 2,52, + #92, = 0, 
die mit der oben angegebenen (1) zusammenfiallt. Nimmt man n = 11, 
so erhalt man von den 15 Beziehungen (2), (3), (4) zuniichst nur die- 
jenigen 10, die aus drei Gliedern bestehen, Aus diesen kann man 
aber die fiinf viergliedrigen als algebraische Folge ableiten. Denn es ist: 
YsYs YoUs — 1°Ys%s + MMe HF Ys 


1 Pt . 
—_? = — 3 (Y2YsYo— Ys°YsYs — Ys°YYo) — Ys YY Ys — Yr Ysa — Yo Yas) 


Also auch. bei » == 11 ergeben sich simmtliche Gleichungen aus be- 
kannten Eigenschaften der #-Function. 


Leipzig, den 3, Januar 1881. 

















Bemerkung zu der Bestimmung der Anzahl der Torsallinien 
einer Regelfliche. 


Von 


H. Scuusert in Hamburg. 


Auf jeder Erzeugenden einer Regelfliiche wird dure’ die Punkte 
und die zugehérigen Tangentialebenen eine projective Beziehung 
zwischen einer geraden Punktreihe und einem Ebenenbiischel festge- 
stellt, also auf den simmtlichen oo' Erzeugenden der Regelfliiche ein 
einstufiges System solcher Beziehungen. In jedem einstufigen Systeme 
von Paaren projectiver Grundgebilde existirt aber im allgemeinen eine 
endliche Anzahl von solchen Paaren, bei welchen die simmtlichen 
Elemente jedes der beiden Grundgebilde einem constanten Elemente 
im andern Grundgebilde entsprechen, Die Zahl solcher ausgearteten 
Paare in einem einstufigen Systeme ist in meinem Kalkiil der abzihl. 
Geom. (cf. § 28 bis § 30, speciell pag. 196, F. 1) verechnet. Es liegt 
daher nae. die dort gegebene Ableitung dieser Zahl auch auf den 
Fall dex Regelfliiche anzuwenden, und so die Zahl derjenigen Erzeugen- 
den zu bestimmen, welche Cayley ,,Torsallinien* genannt hat. Man 
erhiilt dann eine Relation, welche auf anderem Wege Herr Sturm in 
den Math. Ann, Bd. VI, p. 255 bewiesen hat. 

Der Grad der Regelfliche sei M, 7 sei die Zahl ihrer Torsallinien, 
und R ihr Rang, das heisst die Zahl derjenigen durch einen gegebenen 
Punkt gehenden Tangentialebenen, deren Berthrungspunkte auf einer 
gegebenen Ebene liegen. Man nehme zwei Punkte P und Q ar, be- 
stimme auf jeder Erzeugenden die beiden Beriihrungspunkte p und g 
der beiden durch diese Erzeugende sowie durch P und Q gehenden 
Tangentialebenen, und wende auf das so durch alle Erzeugenden 
definirte, einstufige System von Punktepaaren p, q die Punktepaar- 
formel ¢ = p+ q—g an. Dann hat man fiir p und q den Rang R 
der Regelfliiche einzusetzen. Das Symbol g bedeutet die Zahl der eine 
gegebene Gerade schneidenden Verbindungslinien von p und q, ist also 
gleich dem Grade M. Die Coincidenzbedingung « kann auf zweierlei 
Weise erfiillt werden, erstens durch diejenigen M Erzeugenden, welche 
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die Verbindungsgerade PQ schneiden, zweitens durch jede Erzeugende, 
bei welcher die durch die beiden beliebigen Punkte P und Q gehen- 
den Tangentialebenen einen und denselben Beriihrungspunkt haben, 
also durch jede von den 7 Torsallinien. Also liefert die Punktepaar- 
formel: 


M+T=R+R—M oder T=—2-(R—MNM), 
womit die fragliche Relation bewiesen ist. 

Uebrigens ergiebt sich diese Formel auch unmittelbar aus meiner 
Strahlenpaarformel (22) pag. 60 meines , Kalkiils“, wenn man dieselbe 
auf das durch je zwei consecutive Erzeugende definirte einstufige System 
von Paaren unendlich naher Strahlen anwendet. Dann hat man niim- 
lich eo gleich der Zah) der Torsallinien, ¢8 gleich dem Range, ¢g 
gleich dem Grade der Regelfliiche zu setzen. 


Hamburg, December 1880. 
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Formensystem der ternaren b 

















5 8 (fu) 
6 j (fu)? L 

| (Hu) 
8 (pjx) (OHu)® (fLu)? | 
9 (fLu)® (KH)? 
10 (OLu)? 
11 (OLw)® | (fH, u)® | 

12 | (K Lu)? 
13 | (QOH? u)s 

14 (0, H%, wu) 

15 | (KH®u)* 

16 (0, LH, u)* 

18 (K, LH, u)® 

21 | (K,H®, u)? 


Die Zahlen der obersten Horizontalreihe bezeichnen de 
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r terniren biquadratischen Form f = «,°x, + a,°", + «,°%,. 





a . eee i = 2 eee 
| (02, Hx)* 
(fOu) | (Kpx)® | (KHa)® | 
x)? (@H2)? (O2@2)* (OH)? | 
(Kpx)? (KH)? (KLa) 
(OH2) (OLx)? 
Ku 


bezeichnen den Grad in den z, die Zahlen der ersten Verticalreihe den Gri 





| (0*, Hx)* (0%, L, x)* 
(KO,H,2)* (KO, L, 2)® 
a)® (0? Lx)4 


lreihe den Grad in den w. 
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W Dyck, Regulire Riemannsche Flichen. 
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vA @,-C>, 5, -d,, 
Ba -& » a, -d,. 
2. a,- Cs, b,-d;, 
Q-&> b, -d, . 
3. @,-%, 6,-d,, 
Q;-C, & -d,. 
Fig. 5. 
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Tafel I. 
Fig. 3. 
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